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Mudanca de Variaveis

Vimos um exemplo de mudanca de variaveis quando
convertemos o sistema retangular para coordenadas polares.
Aqui, as variaveis (x, y) foram transformadas nas variaveis
(r,0). Especificamente, tomamos

X=rcosf e y=rsend.

e a integral de f sobre uma regidao R no plano xy tornou-se

// f(x,y)dA:// f(rcos @, rsen®)rdrdé,
R )

em que S é aregido no plano ré que corresponde a R.



De um modo mais geral, considere uma transformacao T do
plano uv no plano xy, ou seja,
T(u,v) =(x,y).
Em outras palavras, temos
x=X(u,v) e y=Y(uv).

Vamos assumir que T é bijetora, ou seja, admite uma inversa
T-1tal que
T (x,y) = (u,v),

ou ainda,
u=Uxy) e v=V(xy).

Dessa forma, podemos ir e voltar para ambos (u, v) e (x, y).
Em geral, assumimos também que T é uma funcéo classe C',
ou seja, tem derivadas parciais de primeira ordem continua.
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(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edigao.)



Exemplo 1
Uma transformacao é definida pelas equacoes

2

x=u*—Vv? e y=2uv.

Esboce a imagem do quadrado
S={(u,v):0<u<1,0<v<<1}L



Exemplo 1
Uma transformacéo é definida pelas equagdes

x=u?—v?

e y=2uv.
Esboce a imagem do quadrado
S={(u,v):0<u<1,0<v<1}

Resposta:

A imagem do quadrado
€ a regido limitada pelas
pardbolas x = 1 — y2/2 e
X = y?/4 — 1 no semi-plano
y>0.

(Figura extraida do livro de James
Stewart, Calculus, 5 edicao.)




Mudanca de variavel em integrais duplas
Suponha que desejamos calcular a integral [ [, f(x, y)dA
usando novas variaveis u e v. Para tanto, precisamos escrever
dA em termos de du e dv.
Considere um pequeno retangulo

S = [up, o + Au] x [V, Vo + AV]

no plano uv. Vamos denotar por R = T(S) aimagem de S.

U=u,

Av S T

(19, Ug) Au \

U=10g

0 u 0 X

(Figura extraida do livro de James Stewart, Calculus, 5 edigao.)

Nosso objetivo sera estimar a area AA de R.



Lembrando que

T(u,v) = X(u,v)i+ Y(u,v)j,

» O vetor tangente a curva T(u, vp) em T(up, Vo) = (X0, Yo) €

oxX, oY,
Tu(ug, vo) = %' + %l-

» O vetor tangente a curva T(up, v) em T(Up, Vo) = (X0, Yo) €

oX. 0oY.
Ty(uo, vo) = 'tk
Agora, podemos aproximar a area de R pelo paralelogramo
delimitado pelos vetores AuT,(ug, vo) € AvT,(Ug, Vo).



Lembrando que area do paralelogramo é dado pela norma do
produto vetorial, obtemos

|AuTy(Uo, Vo) X AVTy(Uo, Vo)| = | Tu(Uo, Vo) x Ty(Uo, Vo)|AUAYv,

como estimativa da area AA de R. Agora, o produto vetorial
Tu(ug, vo) x Ty(Up, Vo) é dado pelo determinante:

T T 8iX 8IY I(; % LY k
u(Uo, Vo) x Ty(Uo, Vo) = %E ? : = % % :

Devido a importancia do determinante acima, temos a
definigao:



Definicdo 2 (Jacobiano)

O jacobiano da transformacao T dada por

x=Xu,v) e y=Y(uyv),

é
Sy = ) [ g oxoy  oxov
’ ou,v) |5, Sv| oudv  ovou

Com essa notagao, a area AA de R é aproximada por:
AA =~ ‘J(Uo, Vo)’ AuAv.

Observe que o jacobiano é calculado no ponto (up, Vo).



Definicao 2 (Jacobiano)

O jacobiano da transformacao T dada por

x=X(uv) e y=Y(uv),

_oXoy _oxoy
Qudv v ou’

Com essa notacgéo, a drea AA de R é aproximada por:
AA =~ |J(Uo, V0)| AuAv.

Observe que o jacobiano € calculado no ponto (ug, Vo).



Voltando ao problema inicial, suponha que desejamos calcular

a integral
/ / f(x, y)dA,
R

usando as variaveis u e v, com (u,v) € Se R=T(S).
Primeiro, dividimos S em sub-retangulos S;; e denotamos por
Rj = T(Sj).

A area de Rj; é aproximadamente |J(u;, vj)|AuAv, em que
(uj, v;) representam um vértice do sub-retangulo Sj.



Finalmente, pode-se mostrar que

//H’f(x’y)dA:anATooZZf X ) A

/1/1

:nrl;’rDOOZZf (Ui, vj), Y (Ui, vi))|J(uj, vj) | AuAv
i=1 j=1

_ // F(X(u, v), Y (U, v))|J(u, v)|dudv.
S



Teorema 3 (Mudanga de variaveis em uma integral dupla)

Suponha que T seja uma transformacédo de classe C' tal que
T(S) = Re S = T~ '(R). Suponha também que o jacobiano de

T seja nao nulo no interior de S. Se f é continua sobre R,
entao

// f(x,y)dA = // Y(u,v))|J(u, v)|dudv.



Exemplo 4 (Coordenadas Polares)

No sistema de coordenadas polares, temos
x=X(r,0)=rcosf e y=Y(r,0)=rsend.

O jacobiano da transformagéo é

oX

X
&ﬁ:
90

cosf —rsend

? 2
=rcos f+rsen<f=r.
senf rcosé

J(r,0) =

Logo, pelo teorema anterior,

// f(x,y)dA = // Y(u,v))|J(u, v)|dudv

:// f(rcos@,rsenf)rdrdf.
S



Mudanca de variaveis em integrais triplas

Seja T uma transformacéo que leva uma regido S do espacgo
uvw em uma regiao R do espago xyz por meio das equagdes:

x=Xu,v,w), y=Y(u,v,w) e z=2Z(u,v,w).

Definicdo 5 (Jacobiano)

O jacobiano da transformacéao T é

o( ) gl %X v
2 g v 9w
) _xy.2) |8 & BY|
(u,v,w) a(u, v, w) %ﬁ % %vzv




Teorema 6 (Mudanga de variaveis em uma integral tripla)

Suponha que T seja uma transformacédo de classe C' tal que
T(S) = Re S = T~ '(R). Suponha também que o jacobiano de
T seja ndo nulo no interior de S. Se f é continua sobre R,
entao

// f(x,y,z)dV

/// (u,v,w), Y(u,v,w), Z(u,v,w))|J(u, v, w)|dudvdw.



Exemplo 7 (Coordenadas Esféricas)

No sistema de coordenadas esféricas, temos
X =psen¢cosd, y=psenpsend e Zz= pcosda.
O jacobiano da transformacgéao é

sen¢pcosfd —psenpsend pcos¢cosd

J(r,0,¢) =|senpsend psenpcosh pcos¢osend
COS ¢ 0 —psen ¢
= —p?sen¢.

Logo, pelo teorema anterior,

//H f(x,y,z)dVv

= // f(psen ¢ cos b, psen¢send, pcos ¢)p? sen pdpdhde.
s



Exemplo 8

Utilize a mudancga de coordenadas x = u? — v?, y = 2uv para
calcular a integral [, ydA, em que R é a regi&o delimitada
pelo eixo x e pelas pardbolas y> =4 —4xe y? =4+4x,y >0
(Dica: Use o resultado do Exemplo 1).



Exemplo 8

Utilize a mudancga de coordenadas x = u? — v?, y = 2uv para
calcular a integral [, ydA, em que R é a regi&o delimitada
pelo eixo x e pelas pardbolas y> =4 —4xe y? =4+4x,y >0
(Dica: Use o resultado do Exemplo 1).

Resposta:

//RydA - ./01 _/01 (2uv)4(u? + v¥)dudy = 2.



Exemplo 9

Calcule a integral

[— / / /1) gA
R

em que R é a regido trapezoidal com vértices
(1 ) 0)7 (27 0)7 (07 _2) € (07 —1 )



Exemplo 9

Calcule a integral

[ / / N/ (¥) g,
R

em que R é a regido trapezoidal com vértices
(1,0),(2,0),(0,—2) e (0,—1).

Resposta:



