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Coordenadas Esféricas
No sistema de coordenadas esféricas, um ponto P é
representado pela tripla ordenada (p, 6, ¢), em que p é a
distancia da origem O ao ponto P, # € mesmo angulo das
coordenadas cilindricas e ¢ € o angulo entre o eixo ze o
seguimento de reta OP.

Z
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Conversao entre sistemas de coordenadas

Esféricas para cartesianas

A conversao de coordenadas esféricas (p, 6, ¢) para
coordenadas cartesianas (x, y, z) é dada pelas equagbes

X =psen¢cosh, y=psen¢gsenf e Zz= pCoso.

Cartesianas para esféricas

A conversao de coordenadas cartesianas (x, y, z) para
esféricas (p, 0, ¢) é dada através das equacgdes

,
P2 =x24+y? 422 tan0:£ e tang=—_.

emque r =+/x2+ y2 (ou r = psen ¢).



Cunha Esférica

Em coordenadas esféricas, uma cunha esférica é dada por

E={(p,0,0):a<p<ba<f<pc<¢<d}

emquel0<a f—-—a<2r0<ced<m.



Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

Suponha que desejamos calcular a integral tripla
[J[gf(x,y,z)dV em que f € uma fungdo continua e E é uma
cunha esferlca

Primeiramente dividimos E em pequenas cunhas esféricas
Eji, igualmente espagadas, com volume V.

O volume Vji pode ser aproximado pelo volume de uma caixa
retangular com dimensodes

Ap X piikAg X pjj sen ¢ Af,

pois pjk A¢ representa o arco de circunferéncia de raio pjx e
angulo A¢ enquanto que pjix sen ¢;x A corresponde ao arco
de circunferéncia de raio rjx = pjx sen ¢;x € angulo Ad.



De fato, com o auxilio do Teorema do Valor Médio, pode-se
mostrar que
Viik = pij sen ¢ju ApAIAQ,

em que (pji, 0} ¢j;) € um ponto no interior de Ej.
Finalmente, analogo as integrais triplas, definimos

n

I m
= f(x, AV,
//Ef(X,yaZ Imlmoolz;z Ukay//ka ’/k) ijk >

j=1 k=1

n

I m
= lim Z Z Z f(Xii: ik Zjji) Pijk S€N P ApAI A,
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I,m,n—o0 4

em que (x; ,y z;) as coordenadas retangulares do ponto
(P D> i) no interior de Eik.



Integrais triplas em coordenadas esféricas

Em resumo, a férmula para integracao tripla em coordenadas
esféricas é:

Teorema 1
Seja f é uma funcdo continua e E C R3 a cunha esférica

E={(p,0,¢):a<p<ba<f<pc<g¢<d}

emquel0<a f—a<2r0<ced<mnr. Aintegral tripla de f
sobre E em coordenadas esféricas é calculada através da
equacéo:

///E f(X’y’Z)dV:/Cd/j/abf(x,y,Z)pzsen¢dpd6d¢,

com x = psSen¢cosd, y = psengpsend e z = pCcos ¢.



Integrais triplas em coordenadas esféricas

No caso mais geral, tem-se:

Teorema 2
Seja f é uma fungdo continua e E C R® uma regido descrita por

E={(p,0,0):a<0<p,c<p<d gi(8,0) <p<go(b,9)},

emque0 < g((0,¢), 8 —a<2r,0<ced<mr. Aintegral
tripla de f sobre E em coordenadas esféricas é calculada
através da equacao:

92(0,9)
/ / f(x,y,z)dV = / / / f(x,y,z)p? sen pdpdide,
91(0,0)

com X = pSen¢cosd, y = psen¢psend e z = pCcos ¢.



Exemplo 3

Calcule

| = /// e(x2+y2+22)(3/2)dV’
B

em que B é a bola unitaria

B={(x,y,z): x> +y?+ 22 =1}.



Exemplo 3

Calcule

| = /// e(x2+y2+z2)(3/2)dV7
B

em que B é a bola unitaria

B={(x,y,2): x>+ y? + 22 =1}.

Resposta:



Exemplo 4

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do
sélido delimitado pelo cone z = \/x2 + y2 e pela esfera
ST =2



Exemplo 4

Utilize coordenadas esféricas para determinar o volume do

sélido delimitado pelo cone z = \/x2 + y2 e pela esfera
2

xX2+y?+z22=2z
Resposta: Em coordenadas esféricas, o sélido € descrito por
E={(p0,0):0<60<27m,0<¢$<7/4,0<p<cosdp}.

Assim,

V(E) = ///E dav — /0 ” /0 o /0 "% 2 senodpdods — =



