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Integral tripla em uma caixa retangular

As integrais triplas s&o definidas para fungbes de trés
variaveis. Inicialmente, vamos supor que f esta definida sobre
a caixa retangular
B={(x,y,z)eR3:a<x<bc<y<dr<z<s}
= [a,b] x [¢,d] x [r, 5].

Analogo a formulagao das integrais duplas, dividimos B em
sub-caixas de mesma dimensdo Ax x Ay x Az e da forma

Bk = [Xi—1, Xi] x [Yj-1, Y] % [2Zk—1, Zk],
parai=1,...,,j=1,....mek=1,...,n. Aqui,

Ax:b7a, Ay:d_C e Az:S;r,

eXi=Xi—1 +AX, yj=Yy1+Ayez=2z_1+Az



Por analogia com a definigdo de integral dupla, definimos:

Definigéo 1 (Integral Tripla numa Caixa)

A integral tripla de f na caixa B é, se o limite existir,
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emque AV = AxAyAz ¢é o volume da sub-caixa By e
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(Xji: Yiik: Zjik) € Bi € um ponto amostral.

O termo, chamado soma tripla de Riemann,

I m k
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fornece uma estimativa para a integral tripla [[[; f(x,y,z)dV.



Teorema 2 (Teorema de Fubini para Integrais Triplas)

Se f for uma fungdo continua em uma caixa retangular
B =a,b] x [c,d] x [r, s], entdo

///B f(x,y,z)dV = /ab /Cd /rs f(x,y, z)dzdydx.

Sobretudo, a integral iterada acima pode ser calculada
trocando as ordens de integragédo de forma apropriada.



Exemplo 3

Calcule a integral tripla [z xyz2dV, em que B é a caixa
retangular dada por

B={(x,y,z)eR®:0<x<1,-1<y<20<z<3}.



Exemplo 3

Calcule a integral tripla [z xyz2dV, em que B é a caixa
retangular dada por

B={(x,y,z)eR®:0<x<1,-1<y<20<z<3}.

Resposta:

1 2 3 27
/// xyz2dV _/ / / xyz®dzdydz = =-.
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Integral tripla em regides mais gerais

Suponha agora que desejamos calcular a integral de f em uma
regido limita £ C R® (um sélido). Anélogo ao calculo de
integrais duplas, envolvemos E por uma caixa retangular B e
definimos a fungé@o F : B — R da seguinte forma:

F(x.y,z) = f(x,y,2), (x,y,2) € E,
Y, Z) = 0, (x,y,2) € B\ E.

Desta forma,

///E f(x,y,z)dV = ///B F(x,y,z)dV,

sendo que, a principio, sabemos como calcular a integral do
lado direito.



Na pratica, nos restringimos a regides do seguinte tipo:

Definicao 4 (Regiao do Tipo 1)

Dizemos que E é uma regiao do Tipo 1 se

E={(x,y,2) €R®: (x,y) € D,us(x,y) < 2 < tp(X, y)}.

Nesse caso, reduzimos a integral tripla numa integral simples
seguida de uma integral dupla.

Teorema 5

A integral tripla de uma fungéo f continua sobre uma regiéao do
Tipo | é determinada da seguinte forma:

// f(x,y,z)dV = // (/MX);;/) (x y,z)dz) dA.




Analogamente, temos:

Definicao 6 (Regiao do Tipo 2)

Dizemos que E é uma regiao do Tipo 2 se

E={(x,y,z)eR%: (y,2) € D,us(y,2) < x < u2(y,2)}.

Teorema 7

A integral tripla de uma fungéo f continua sobre uma regiéao do
Tipo 2 é determinada da seguinte forma:

// f(x,y,z)dV = // (/U:J(zjyz)z (x y,z)dx) dA.
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Finalmente, temos também:

Definicao 8 (Regiéo do Tipo 3)

Dizemos que E é uma regiao do Tipo 3 se

E={(x,y,2) eR®: (x,2) € D,us(x,2) < y < tp(x, 2)}.

Teorema 9

A integral tripla de uma fungéo f continua sobre uma regiéao do
Tipo 3 € determinada da seguinte forma:

[f v = [ ([ . 0) an



Exemplo 10

Calcule [[[zzdV, em que E é o tetraedro sdlido delimitado
pelos quatroplanos x =0,y =0,z=0ex+y+z=1.




Exemplo 10

Calcule [[[- zdV, em que E é o tetraedro sdlido delimitado
pelos quatroplanos x =0,y =0,z=0ex+y+z=1.

Resposta: A regido E, vista como uma regido do Tipo 1, pode
ser escrita como

E:{(x,y./z)6R3:O§x§1,0§y§1—x70§z§1—x—y}.

1 1—x pl—x—y 1
// zdV = / / / zdzdydx = —.
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Assim,



Aplicacoes de Integrais Tripas

Célculo de Volume

Se E C R3 é uma regido limitada (sélido), o volume V(E) de E
€ dado pela integral tripla

V(E) = // [av.

Exemplo 11

Utilize integral tripla para determinar o volume do tetraedro T
limitado pelos planos x +2y +z=2,x =2y, x=0e z=0.



Aplicacoes de Integrais Tripas

Calculo de Volume

Se E C R® é uma regido limitada (s6lido), o volume V(E) de E
€ dado pela integral tripla

V(E) = // av.

Exemplo 11

Utilize integral tripla para determinar o volume do tetraedro T
limitado pelos planos x +2y +z=2,x =2y, x=0e z=0.

Resposta:



Aplicacdes de Integrais Triplas

As aplicacoes de integrais duplas da Aula 12 podem ser
estendidas para integrais triplas. Veja no livro texto como sé&o
definidos os conceitos:

» Massa,

v

Momentos e centro de massa,

v

Momentos de inércia,
» Funcao densidade conjunta,
definidos usando integrais triplas.



Exemplo 12

Determine o centro de massa de um sélido com densidade
constante que é limitado pelo cilindro parabdlico x = y? e pelos
planosx =z,z=0e x =1.



Exemplo 12

Determine o centro de massa de um solido com densidade
constante que é limitado pelo cilindro parabdlico x = y? e pelos
planos x =z, z=0e x =1.

Resposta: A massa do sélido é:

1 1 X 4p
m:///,odV:/ //pdzdydx:
E —1Jy2 Jo 9)

Os momentos sao: My, = 0 devido a simetria do problema,

Myz—///XpdV //yz/x/)dzdydx_7
Xy_///Zpdv //yz/ Zpdzdydx_—p

Logo, o centro de massa é

o (Mg Mg My\ (5 5
(X’y’z)<m’m’m><7’0’14>'



