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Introducao

Diferenca entre Calculo | e Calculo II:
» Calculo | - Estuda-se funcdes de uma Unica variavel, i.e.,

f:R—R.

» Calculo Il - Estuda-se fungdes de varias variaveis e
campos vetoriais, ou seja,

f:R" > R™.



Funcdes de Duas Variaveis

Exemplo 1

A temperatura na superficie da Terra num ponto com longitude
x e latitude y é dada por U(x, y), ou seja, é uma fungao das
duas varigveis x e y.

Exemplo 2

O volume V de um cilindro circular € uma fungéo do seu raio r
e sua altura h, ou seja,

V(r,h) = =r?h.



Exemplo 3 (Fungéo de Producéao de Cobb-Douglas)

Em 1928, Charles Cobb e Paul Douglas publicaram um estudo
no qual modelavam o crescimento da economia
norte-americana durante o periodo de 1899 a 1922. Apesar de
existirem muitos fatores que afetam o desempenho da
economia, eles assumiram que a produgdo P depende apenas
da quantidade de trabalho L e a quantidade de capital investido
K. Especificamente, eles apresentaram a seguinte funcao

P(L,K) = bL®K'~2,

em que b e « sdo parametros fixos. Por exemplo, b= 1,01 e
a=0.75



Definicao 4 (Funcéo de Duas Variaveis)

Uma fungao de duas variaveis € uma regra que associa a cada
par ordenado de numeros reais (x, y) de um dominio D um
anico valor real, denotado por f(x, y). O conjunto D é chamado
dominio de f e sua imagem ¢é o conjunto de todos os valores
possiveis de f, ou seja, {f(x,y) : (x,y) € D}.

Notacao:

Escrevemos z = f(x, y) para tornar explicitos os valores
tomados por f em (x, y). Nesse caso, x e y representam as
variaveis independentes e z é a variavel dependente.

Observacgao:

Se uma fungao é dada por uma férmula e seu dominio nao é
especificado, fica subentendido que o dominio de f é 0
conjunto de todos os pares (x, y) para 0s quais a expressao
dada esta bem definida.



Exemplo 5

O dominio da funcao f dada por
f(Xuy) = \/ 9_X2_y27

D={(x,y): x> +y? <9}

€ 0 conjunto



Exemplo 6

O dominio da funcao

a(x,y) = xIn(y? — x)

€ 0 conjunto
{(x,y) : x <y?}.



Exemplo 7

O dominio da funcao

VX+y+1
h(x,y) =YXV T2

x—1 7

€ o0 conjunto

{x,y) : x+y+1>0,x#1}.



Exemplo 8
O dominio da fungéo de producao de Cobb-Douglas dada por

P(L,K) = bL®K'~2,

€ 0 conjunto
{(LK):L>0,K >0},

pois L e K representam trabalho e capital, portanto, ndo podem
ser negativos.



Graficos e Curvas de Niveis

O grafico e as curvas de niveis sao duas formas de visualizar o
comportamento de uma fungéo.

Definicao 9 (Grafico)

Se f € uma funcao de duas variaveis com dominio D, entao o
grafico de f é o conjunto de todos os pontos (x, y, z) em R3
tais que z = f(x,y) com (x,y) € D.

Definigdo 10 (Curvas de Nivel)

As curvas de nivel de uma fungao f de duas variaveis sao
aquelas com equagéo f(x, y) = k, em que k é uma constante
(na imagem de f).



Exemplo 11

A seguinte figura apresenta o grafico da fungao
f(x,y) =6—-3x—2y.




Exemplo 12

As curvas de nivel da fungéo f(x, y) = 6 — 3x — 2y para um
certo k satisfazem

6-3x—2y=k ou 3x+2y+(k—6).

Em outras palavras, séo retas com inclinagao —3/2. Abaixo
estao as curvas de nivel para os valores k = —6,0,6 € k = 12.

y




Exemplo 13

A seguinte figura apresenta o grafico da fungéo

f(x,y) =9 —x2 - y2
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Exemplo 14

A figura abaixo apresenta as curvas de nivel da fungéo

f(x,y) =9 —x2 - y2




Exemplo 15

Gréfico da funcao de produgéo de Cobb-Douglas
P(L,K) =1,01L%7°K0:25:
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Exemplo 16

Curvas de nivel da fungéo P(L, K) = 1,01L%75K0:25:
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Funcdes com Trés Variaveis

Uma fungéo com trés varidveis associa a cada tripla ordenada
(x,y,z) e DC RR3 um Gnico ndmero real, denotado por

f(x,y,2) .
Exemplo 17

O dominio da fungao
f(x,y,z) =In(z—y)+ xysenz,

€ o0 conjunto
D={(x,y,2) eR®: z> y}.

E muito dificil visualizar o gréfico de uma fungao f de trés
variaveis. Em geral, usa-se o conceito de superficie de nivel,
que generaliza a nogao de curva de nivel, para visualizar uma
funcao de trés variaveis.



Funcbes com n Variaveis
Uma fungé@o com n varidveis associa a cada n-upla ordenada
(X1, X2,...,Xn) € D C R" um Gnico numero real, denotado por
f(Xt,...,Xn) .

Exemplo 18

Uma fabrica de alimentos usa n ingredientes para produzir um
certo alimento. Se c¢; denota o custo unitario do i-ésimo
ingrediente e se sdo necessarias x; unidades do i-ésimo
ingrediente, o custo total da produgéo do alimento € dada pela
funcao

f(X1,...,Xn) = C1X1 + CoXo + ... + CnXp.

A funcao acima é um exemplo de funcao linear de n variaveis.
Alternativamente, podemos escrever

f(x) =c¢-x,

em que X = (X1,...,Xp), € = (Cy,...,Cp) € C-Xdenota o
produto escalar dos vetores ¢ e X.



