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Introducao

Na Aula 2, discutimos os problemas da tangente e da velocidade
para apresentar a ideia de limite.

O tipo especial de limite que aparece nesses dois problemas dao
origem ao conceito de derivada, que dos conceitos fundamentais
do curso de calculo.

Vamos iniciar a aula relembrando o limite que aparece no
problema da tangente.




Tangente e a Derivada

Tangente

A reta tangente a uma curva y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) é a
reta que passa por P e tem inclinacao

X—a X —a

se o limite existir. Alternativamente, podemos escrever

h—0 h



Definicao 1 (Derivada)

A derivada de f em a, denotada por f'(a), é

@) = i fa+ hg ~f(a)

)

se o limite existir. Alternativamente, podemos escrever:

f'(a) = lim M.

X—a X—a

Derivada e a reta tangente:

A reta tangente a curva y = f(x) em P(a, f(a)) € dada pela
equagao:
y —f(a) = f'(a)(x — a).



Taxa de Variacao

Suponha que y depende de x.

Se x variar de x; para x», entao y deve variar de y; para y».

Escrevendo Ax = x» — x; € Ay = y» — ¥4, 0 quociente

Ay
AX

€ a taxa meédia de variagdo de y em relagdo a x em [xq, Xo].

A taxa instantanea de variacao em x = x; é

im &Y _ jim 20N

Ax—0 AX Xo—= Xy Xo — X4



Taxa de Variagao:

Se y = f(x), entao

f(a) = Jim =18,

€ a taxa instantanea de variagdo de y em x = a.

Velocidade

Note que a velocidade, data pelo quociente da distancia
percorrida As pela tempo decorrido At é a taxa de variagao.

Se s(t) representa a posi¢ao de uma particula no tempo £, entédo
sua velocidade instantanea é s'(t).




Exemplo 2

Encontre a reta tangente a hipérbole y = 3/x em (3,1).
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Exemplo 2

Encontre a reta tangente a hipérbole y = 3/x em (3,1).

Resposta: A equacao da reta tangente é x + 3y — 6 = 0.




Exemplo 3
A posigao de uma particula é pela equagdo do movimento

1

em que t € medido em segundos e s em metros. Determine a
velocidade da particula em t = 2 segundos.




Exemplo 3

A posicao de uma particula é pela equagao do movimento

1
s=f(t)= —

() 1+t
em que t é medido em segundos e s em metros. Determine a
velocidade da particula em t = 2 segundos.

Resposta: A velocidade da particula em t = 2 é dada pela

derivada 2+ h (2 ’
, o + — _ !
F(2) = Jim, h Y



Exemplo 4

Encontre a derivada de
f(x) = x> —8x 49,

em um ponto x = a.




Exemplo 4

Encontre a derivada de
f(x) = x> —8x 49,
em um ponto x = a.

Resposta: Aderivadade f(x)emx =aé

f(a) = 2a— 8.




A funcéao derivada

Definicdo 5 (Derivada de f em a:)

A derivadade fem a é
. fla+ h)—1f(a)
/ = lim
fia) = /|1|—>o h ’
se o limite existir.

Definicao 6 (A fungéo derivada:)

Definimos a fungéo f', chamada derivada da funcao f, através da
equacao
f(x 4+ h) — f(x)

f(x) = lim

)

h—0 h
nos pontos x para 0s quais o limite existe.




Exemplo 7

A derivada de f(x) = x> — 8x + 9 é a fungéo f'(x) = 2x — 8.
: 40 : :

f(z)

------------------------------------------------------------




Nomenclatura:

» Dizemos que f é derivavel ou diferenciavel em a se f'(a) existe.

e Dizemos que f é derivavel ou diferenciavel em um intervalo
aberto / se f'(x) existe para qualquer x € I.

Notacéo:

Se y = f(x), escrevemos:

dy df d
J = /——:—:—
A== dx dx dx

ay . Ay
e A AT

f(x) = Df(x) = Dxf(x).




Derivadas de Ordem Superior

Se uma fungéo f é derivavel, entdo f' € uma fungéo.

A derivada de f’, denotada por f”, é chamada segunda
derivada ou derivada de ordem dois de f.

e Similarmente, a terceira derivada ou derivada de ordem trés de
fé f/// — (f//)/.

De um modo geral, a n-ésima derivada ou derivada de ordem n
de f & (") = (f(n-1))",

Se 1(t) fornece a posi¢cao de uma particula no tempo t, entéo a
segunda derivada de f corresponde a aceleragao da particula.




Exemplo 8

Determine a derivada e a segunda derivada da fungao
f(x) =x3—x.

Lembre-se que (x + h)® = x3 + 3hx® + 3H2x + h°.




Exemplo 8

Determine a derivada e a segunda derivada da funcao
f(x) = x3—x.

Resposta: Temos que f/(x) = 3x?> — 1 e "/(x) = 6x.




Exemplo 9

Determine a derivada da fungéo f(x) = ; —X

+x°




Exemplo 9

Determine a derivada da fungéo f(x)

Resposta: A derivadade f é f'(x) =

1-x
2+ x
-3
(2+ x)?°




Exemplo 10

Considere a fungéo f(x) = v/x, cujo dominio € [0, +00).
Determine a derivada e seu dominio.




Exemplo 10

Considere a fungéo f(x) = v/x, cujo dominio € [0, +o0).
Determine a derivada e seu dominio.

Resposta: A derivada é f'(x) = 217 cujo dominio & (0, +00).

4]




Derivada e Continuidade

Teorema 11 (Diferenciabilidade = Continuidade)

Se f for derivavel em a, entao f é continua em a.




Derivada e Continuidade

Teorema 11 (Diferenciabilidade = Continuidade)

Se f for derivavel em a, entao f é continua em a.

Demonstracao.

Se f é derivavel em a, entao

() = lim (X =13

x—»a X—a

isto é, o limite existe. Aplicando o limite na equacao
_ (f(x) —f(a)
100~ @) = (=2 (x - a),

concluimos que limy_, 5 f(x) = f(a).



Derivada e Continuidade

Teorema 11 (Diferenciabilidade = Continuidade)

Se f for derivavel em a, entao f é continua em a.

A reciproca do teorema anterior € falsa, ou seja, f pode ser
continua em a, mas f’(a) pode nao existir!




Exemplo 12

Onde a fungdo f(x) = |x| é derivavel?




Exemplo 12

Onde a fungao f(x) = |x| é derivavel?

Resposta: A funcdo f(x) = |x| é derivavel em qualquer x # 0 e

1,
7(x) = : x>0,
-1, x<0.
2] /
1
3 2 1 0 1 2 3
-1

Note que f é continua mas néo é derivavel em x = 0.




Consideragdes Finais

Na aula de hoje, apresentamos o conceito de derivada como o
limite:

F(x) = ,I,iffo f(x + h,)' — f(x)'

A derivada de uma fungao esta relacionada ao coeficiente angular
da reta tangente, a velocidade instantdnea e também a taxa de
variacao.

Nas préximas aulas, estudaremos propriedades da derivada e
como ela pode ser determina sem recorrer a definigao do limite.

Muito grato pela atengéo!




