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Introducao

|
e Nas ultimas aulas, apresentados diversas técnicas de
integracgao.
* Na pratica, poréem, ndo € sempre 6bvio qual técnica devemos
aplicar para integrar uma dada fungao.

* Regras faceis e rapidas para a aplicacao de um dado método
ndo podem ser dadas.

e Todavia, apresentaremos alguns conselhos que podem ser
uteis.



Estratégias de Integracao

Conselhos para calcular uma integral (segundo Stewart):

1. Simplifique o integrando, se possivel.

2. Procure uma substituicao obvia.
Tente identificar u = g(x) cujo diferencial du = g’(x)dx
também ocorre no integrando.
3. Classifique o integrando como:
a) Funcgdes trigonométricas.
b) Fungdes racionais.
c) Integracao por partes (produto de fungoes).
d) Radicais do tipo v/£x £ a (substituicdo trigonométrica).
4. Tente novamente.
Lembre-se que efetivamente, calculamos uma integral fazendo
uma substituicdo ou usando integragcdo por partes.



Exemplo 1

Como podemos calcular a integral

iq®
/ 93x ax?
cos® x




Exemplo 1

Como podemos calcular a integral

3
/ '9 3X ax?
cos3 x
Resposta:
- 43 . 3 . 3
//tgxdx/senx 1 dx/senxdx
cos3 x cos3 x cos3 x cos® x
Tomando u = cos x, temos du = — sen xdx e
. 2 2 .
sen< x 1—u
| = sen xdx = —du)= [ (u* - u®au.
/ cos® x / us ( ) /( )



Exemplo 2

Como poderiamos calcular a integral

/ eV¥dx?




Exemplo 2

Como poderiamos calcular a integral

/ eV¥dx?

Resposta: Tome u = /X, entdo u? = x e 2udu = dx. Logo,

I—/eﬁdx—/eu(Zudu) —2/ue“du,

que pode ser resolvida usando integracao por partes.



Exemplo 3

Como podemos calcular a integral

Xx° +1
;
/x3 —3x2 — 10de'




Exemplo 3

Como podemos calcular a integral

x® +1
;
/x3 —3x2 — 10de'

Resposta: O integrando € uma fungao racional. Deve-se usar
fracées parciais (Ultima aula).




Exemplo 4

Como podemos calcular a integral

/ 1 ax?
XV Inx




Exemplo 4

Como podemos calcular a integral

/ 1 ax?
XV Inx

Resposta: Substituimos v = In x. Logo,

adu = 1dx
X

/ d—/du
xV'inx

e, portanto,




Exemplo 5

Como podemos calcular a integral

/\/1_de?
1+ x




————
Exemplo 5

Como podemos calcular a integral

/

Resposta: Multiplicando o numerador € o denominador por

v/1 — x obtemos,

/‘ 1—x
- 1+x

X
ax?
X

1—x
\/1—x

mm

=sen'x+vV1-x2+ec.




Podemos Calcular a Integral de Qualquer Funcéo
Continua?

Nao! Por exemplo, a fungéo f(x) = e ¢ uma fung&o continua e,
portanto, sua integral existe! Se definirmos

X
F(x) = / e at,
0
pelo teorema fundamental do célculo, F'(x) = eX*. Contudo, n&o

existe uma expressao para F. Em outras palavras, F ndo € uma
fungao elementar.

As funcoes elementares sao as funcdes polindbmiais, poténcias,
exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e suas inversas, e
todas as fungdes que podem ser obtidas destas usando
operacoes algébricas e composigdes.



Integrais Improprias

Até o momento, consideramos integrais definidas

b
/ f(x)dx,
a
em que

(a) ointervalo [a, b] é limitado e,
(b) fé continua em [a, b].

Temos uma integral imprépria quando
(a) ointervalo de integracao € infinito ou,
(b) f possui uma descontinuidade infinita em [a, b].



Considere a regido S que esta sob a curva y = 1/x2, acima do
eixo x e a direita da reta x = 1. Para determinar a area de S,
vamos considerar a parta que esta a esquerda da reta x = t.




Como 1
m A= i (1-7) =1,

a dreadaregiao S é




Integral Impropria — Intervalos Infinitos

* Se | ; f(x)dx existe para todo t > a, entdo escrevemos

/:Of( x)dx = Ilm/f

quando o limite da direita existe (como um namero).
* Se ft x)dx existe para todo t < b, entdo escrevemos

b
/ f(x)dx = lim / f(x)dx
oo t——o0

quando o limite da direita existe (como um namero).

Uma integral imprépria é chamada convergente se o limite
correspondente existe. Se o limite ndo existe, a integral é referida
como divergente.



Integral Impropria — Intervalos Infinitos

 Seambas [? f(x)dx e [J° f(x)dx s@o convergentes, entdo
escrevemos
o] a [ee)
/ f(x)dx:/ f(x)dx+/ f(x)dx.
—00 —00 a

Aqui, qualquer numero real a pode ser usado.




Exemplo 6

Calcule 0
/ xeXdx

—00




Exemplo 6

Calcule o
/ xe*dx
— 0o

0
/ xe¥dx = —1.

Resposta:




Exemplo 7

Calcule

° 1
——ax
/_Oo 14 x2




Exemplo 7

Calcule

o0 1
/_oo1+x2dx

SO
./OO T +X2dX =T.

Resposta:




Exemplo 8
/ 1dx
1 X

€ convergente ou divergente.

Determine se a integral




Exemplo 8

Determine se a integral

€ convergente ou divergente.

Resposta: A integral imprépria é divergente.




Exemplo 9

Para quais valores de p a integral

1
/1 ﬁdx

€ convergente?




Exemplo 9

Para quais valores de p a integral

1
/1 Fdx

é convergente?

Resposta: A integral é convergente se p > 1 e divergente se
p<1.




Integral Impropria — Integrandos Descontinuos

e Se f é continua em [a, b) e descontinua em b, entao

escrevemos )
/ f(x)dx = lim / f(x)dx
t—b— a

quando o limite da direita existe (como um namero).
e Se f é continua em (a, b] e descontinua em a, entao

escrevemos b
/fx)dx_ Ilm/f
a

quando o limite da direita existe (como um namero).

Uma integral impropria é chamada convergente se o limite
correspondente existe. Se o limite ndo existe, a integral € referida
como divergente.



Integral Impropria — Integrando Descontinuo.

e Se f tiver uma descontinuidade em ¢, em que a<c<be
ambas integrais improprias fa x)dx e f f(x)dx sao
convergentes, entao escrevemos

/ab f(x)dx = /: f(x)dx + /Cb f(x)dx.




Exemplo 10

Calcule, se possivel, a integral imprépria

5 9
I:/ ax.
> VX —2




Exemplo 10

Calcule, se possivel, a integral imprépria

5

1
/= ax.
/2 VX -2 X

Resposta: /= 2/3.




Exemplo 11

Calcule
3 A9
/ ax,
0 x—1

se possivel.




Exemplo 11

Calcule

S 1
/ ax,
o x—1

se possivel.

Resposta: A integral é divergente.




Exemplo 12
Calcule 1
I:/)MKM
0
se possivel.

Lembre-se da Aula 21 - Integracao por partes, que

/MKM:xmx—x+a




Exemplo 12

Calcule

’
| = / In xdx,
0

se possivel.

Dica:

Lembre-se da Aula 21 - Integracao por partes, que

/Inxdx:xlnx—x+c.
Resposta: /Inxdx— —1.



Teorema 13 (Teorema de Comparacao)

Suponha que f e g sejam fungbes continuas com

f(x)>g(x) >0 para x> a.

 Se [, f(x)dx é convergente, entdo [,° g(x)dx é convergente.
 Se [.° g(x)dx é divergente, entdo [, f(x)dx é divergente.

|
Um teorema semelhante € valido para integrais impréprias com
descontinuidade no integrando.



Exemplo 14

Mostre que
o 2
/ e dx
0

€ convergente.




Exemplo 15

Mostre que
o0 1 —X
/ 4+ = dx
1 X

é divergente.




Consideragdes Finais

Iniciamos a aula de hoje com algumas dicas para calcular
integrais.

Observamos que somente podemos calcular a integral de fun¢des
2 4 ~ ~
elementares. f(x) = e* é um exemplo de fun¢do ndo elementar.

Depois, apresentamos o conceito de integral impropria que surge
quando o intervalo de integracao € infinito ou o integrando é uma
fungao descontinua.

Muito grato pela atencao!




