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Introducao

Até o momento, apresentamos diversos métodos para a
resolucao de equacdes diferenciais ordinarias (EDO) de
primeira ordem.
|
Na aula de hoje, voltaremos nossa atencao para uma questao
primordial: a existéncia e unicidade da solugado de um
problema de valor inicial (PVI).
|
Com efeito, s6 podemos falar “da solugéo do PVI” se ela existir
e for Unica!



Exemplo 1

O PVI

ndo admite solugao.
Com efeito, a solugao da EDO é

y(x) =Inix| +c,

que nao esta definida para x = 0. Portanto, ela ndo pode
satisfazer a condigéo inicial y(0) = 0.



Exemplo 2

O PVI

y/:2\/y7 Y(O):O,
admite duas solucdes:

2

yi(x) =x= e ya(x) =0.



Teorema 3 (Existéncia e Unicidade da Solucao)

Se f e sua derivada parcial % s&o continuas em um retangulo

R=(,p)x (7,0) ={(x,y) :a<x<B,y<y<d}

que contém o ponto (Xy, ¥o), €ntdo o problema de valor inicial

y =f(x,y), y(x)=yo,

admite uma unica solugdo y = y(x) para todo x num intervalo
I < («a, B) que contém Xg.

A demonstragao do Teorema 3 utiliza o método das
aproximacoes sucessivas, também chamado método
iterativo de Picard. Ela também esta baseada na formulagéao
da EDO em termos da equacao integral equivalente

y(x) = Yo+ jx f(s, y(s)ds.



Exemplo 4
Vimos que o PVI

.y/=2\/y7 Y(0)=07

admite duas solucdes. Logo, a hipétese do Teorema 3 nao é
satisfeita. Com efeito, a derivada parcial
of 1

vy Y

€ descontinuaem y = 0.



Exemplo 5
Considere o PVI

Yy =y% y(0)=1.

Note que
fx,y)=y® e o _ 2
7.y y 9y y?

sao ambas continuas em todo plano xy. Em particular, no
retdngulo R = (—2,2) x (0,2) que contém o ponto (0, 1). Pelo
Teorema 3, o PVI admite uma Unica solugao y = y(x) para x
em um intervalo / < (—2,2). De fato, a Unica solugéo é

que esta definida no intervalo / = (-2,1) < (-2, 2).



Exemplo 6
Considere o PVI

xy' =2y, y(a)=b.
Pode-se mostrar que o PVI:
(a) Possui infinitas solugdes se a= b = 0.
(b) Nao admite solucdose a=0e b # 0.
(c) Admite uma Unica solugao préximo de (a, b) se a # 0.

|
A hipétese do Teorema 3 nao é satisfeita porque

2y of 2
f(va) - 7 e @ - ;7
nao sao continuas quando x = 0. Além disso, a solugao
somente da EDO é
y(x) = Cx?.



Vale enfatizar que o PVI do exemplo anterior admite uma Gnica
solugdo proximo para x préoximo de a # 0.

Com efeito, se a= —1 e b = 1, entdo para qualquer valor da
constante ¢, a fungdo dada por

X2, x<0,

X) =
yx) cx?, x>0,

€ solugao do PVI.

Em outras palavras, a solugéo do PVI néo é unica se
considerarmos y(x) para qualquer x.

A unicidade é garantida quando consideramos x em um
intervalo / < (—o0,0). Nesse caso, a unica solugéo é



Equagdes de 22 Ordem Redutiveis

Uma EDO de 22 ordem

F(x,y.y',y") =0,

pode ser reduzidas a uma EDO de 12 ordem se ou x ou y nao
aparece na equagao.



Quando a EDO de 22 ordem nao depende de y:

Fazendo a mudanca de variavel
v=y e y'=V,
a EDO de 22 ordem F(x,y’,y") = 0 pode ser escrita como
F(x,v,v") =0, (1)

que é uma EDO de 12 ordem.

I ———
Se v = v(x; cq) é a solugdo de (1), que depende de x e uma
constante ¢y, entdo a solucdo da EDO de 29 ordem é

y(x) = Jv(x; ct1)dx + co.



Exemplo 7

Resolva a EDO

xy" + 2y’ = 6x.



Exemplo 7
Resolva a EDO

xy” + 2y’ = 6x.

Resposta: A solugdo é

c
y(x) = x2+ ;1 + G



Quando a EDO de 22 ordem nao depende de x:

Fazendo a mudanca de variavel
v=y e y'=w,

emque v = v(y), a EDO de 29 ordem F(y, y’,y") = 0 pode ser
escrita como
F(y,v,w') =0, (2)

que é uma EDO de 12 ordem.

I ———
Se v = v(y; cy) é a solugdo de (2), que depende de y e uma
constante ¢y, entdo a solucdo da EDO de 22 ordem é dada
implicitamente por

1
x(y) = fv(y;q)dy o



Exemplo 8

Resolva a EDO




Exemplo 8

Resolva a EDO
W' = ()3

Resposta: A solucédo é dada implicitamente por
cix=Iny+co,
ou, equivalentemente,

y(x) = Ae



Consideracdes Finais

Na aula de hoje enunciamos e discutimos o teorema que
garante a existéncia e unicidade de um PVI.
|
Vimos também que, em alguns casos particulares, uma EDO
de segunda ordem pode ser reduzida a uma EDO de primeira
ordem efetuando uma mudanga de variavel apropriada.



