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Introducao

A estrutura da solucédo de um sistema de equacoes diferenciais

fica mais clara usando o conceito de matriz fundamental.
|
Com efeito, usaremos esse conceito para apresentar o método
da variagao de parametros para a solugcao de um sistema
nao-homogéneo

x' =P(t)x + g(t).



Matriz Fundamental

Considere um sistema de equagoes diferenciais lineares

em que P(t) é uma matriz de dimensao n x n cujas
componentes sao fungdes de t.
|
Se x(M x@ .. x(" sio solugdes linearmente independentes,
entdo a matriz

| | |
W(t) = [xm x® x|,
| | |

cujas colunas sao as solugdes fundamentais é chamada
matriz fundamental de (1).



Propriedades da Matriz Fundamental

A matriz fundamental W(t) é invertivel pois suas colunas sao
linearmente independentes. Além disso, seu determinante é o
Wronskiano.
|
Como cada coluna de W(t) é uma solugao do sistema
x' = P(t)x, concluimos que W satisfaz a equagéo diferencial
matricial

v =P(t)w.



Se a matriz A € R"*" possui n auto-vetores ¢£(1) @) . ¢
linearmente independentes associados aos auto-valores
r,r,...,Mm entao

xW) = Wkl parak =1,...,n,
€ solucao do sistema linear com coeficientes constantes
X = AXx.
Nesse caso, a matriz fundamental é

| | |
W(t) = [eMent ¢@ert ¢l gnt



Exemplo 1
Sabemos que as solugdes do sistema

x’—_4 2 X
T

™) e ® ] @
x\(t) = _3e-2] e x(t) = o5t
Logo, a matriz fundamental do sistema é

e—2t 2651‘
W(t) = [_3ezt 5t ] :




Problema de Valor Inicial
Sabemos que a solugéo geral de

x' = P(t)x,

x(t) = c1xM + 6ox® + ..+ cpx(.

Podemos escrever a solugédo geral como segue usando a
matriz fundamental:
x(t) = ¥(t)ec,

emque ¢ = [c1,Ca,...,Cn]" é um vetor constante.
]

Para um problema de valor inicial
X' =P(t)x e x(ty) = Xo,
temos
V(e =Xy < ¢=W"(t)xo.
Logo, a unica solu¢édo do PVI é dada por
X(t) = W(tH W (ty)xo.



Exemplo 2

Determine a solugéo do PVI

x’=[g _21]x e x(0)=[_11].

sabendo que a matriz fundamental do sistema é

6721 265t
vt - | o |




Exemplo 2

Determine a solugéo do PVI

x’=[g _21]x e x(0)=[_11].

sabendo que a matriz fundamental do sistema é

o2t oght
W(t) = [_3ezt &5t ] :

Resposta: Temos que

‘"(0)—[13 ﬂ e w*1(0):1?

Portanto,

x(t) =

1[ 3e72 + 46
- - ,

—9e2! + 2¢°



Exponencial de uma Matriz
Sabemos que a solucao de

X' =kx e x(0)=xp,

€ a funcao
x(t) = xpe'.

|
Em analogia, podemos dizer que a solugéo do PVI

X' =Ax e x(0) = Xxo,

-

x(t) = erlxo.

]
Com base nos resultados anteriores, temos que

er — w(H)w1(0).



Se A e R™" possui n auto-vetores ¢, ¢® . ¢
linearmente independentes associados aos auto-valores
r,ro,...,Mm entao

‘ | et 0 ... 0 | -
0 e? ... 0
erl— e . ¢ : — : e e
| | 0 0 ... M | |

|
A exponencial de uma matriz satisfaz muitas propriedades
semelhantes a exponencial de nUmeros reais ou complexos.
Por exemplo, J
At At

ot || = At
Outras propriedades, porém, devem ser vistas com cuidado.
Por exemplo, a identidade

A+B

e A

= ehe®,

é verdadeira se AB = BA.



Método da Variacdo de Parametros

Considere um sistema nao-homogéneo
X' = P()x +g(1),

e suponha que
Xp(t) = W(t)c,

em que ¢ é um vetor constante, € solugéo do sistema
homogéneo associado X’ = P(f)x.
|
No método da variacao de parametros, buscamos uma solugéao
particular da forma

em que u(t) = [uy(t), Ua(t),...,un(t)]” é um vetor que
depende de t.



Derivando x,(t), substituindo no sistema ndo-homogéneo e
lembrando que W' = P(t)W, obtemos

ou seja,
mw=Jw1ﬁmﬂmn

|
A solucao geral do sistema ndo-homogéneo &

X(t) = Xp(t) + Xp(1)
—wmc+wmfw4@w@mr



Exemplo 3

Encontre a solugéo geral do sistema

-2 1], 2e !
I I 3t |’
cuja matriz fundamental do sistema homogéneo é

e—3t e—t
vt - | % 3.




Exemplo 3

Encontre a solucéo geral do sistema
X — -2 1 X+ 2e!
1 =2 3t |’
cuja matriz fundamental do sistema homogéneo é

o3t ot
W(t) = [_eSt et] :

Resposta: Temos que

(1.2t 1453t 4 1.3t

€ —3§te Jgge
t+ stel — 3et

e, portanto, a solugao geral é

x(t) = ¢ [_11} e 3yc ” e%[}] te*’+% {_11} e’+{;} t—% {g} |




