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Introdução

A estrutura da solução de um sistema de equações diferenciais

x1 “ Pptqx,

fica mais clara usando o conceito de matriz fundamental.

Com efeito, usaremos esse conceito para apresentar o método
da variação de parâmetros para a solução de um sistema
não-homogêneo

x1 “ Pptqx` gptq.



Matriz Fundamental

Considere um sistema de equações diferenciais lineares

x1 “ Pptqx, (1)

em que Pptq é uma matriz de dimensão n ˆ n cujas
componentes são funções de t .

Se xp1q,xp2q, . . . ,xpnq são soluções linearmente independentes,
então a matriz

Ψptq “

»

–

| | |

xp1q xp2q . . . xpnq

| | |

fi

fl ,

cujas colunas são as soluções fundamentais é chamada
matriz fundamental de (1).



Propriedades da Matriz Fundamental

A matriz fundamental Ψptq é invertível pois suas colunas são
linearmente independentes. Além disso, seu determinante é o
Wronskiano.

Como cada coluna de Ψptq é uma solução do sistema
x1 “ Pptqx, concluímos que Ψ satisfaz a equação diferencial
matricial

Ψ1 “ PptqΨ.



Se a matriz A P Rnˆn possui n auto-vetores ξp1q, ξp2q, . . . , ξpnq

linearmente independentes associados aos auto-valores
r1, r2, . . . , rn, então

xpkq “ ξpkqerk t , para k “ 1, . . . ,n,

é solução do sistema linear com coeficientes constantes

x1 “ Ax.

Nesse caso, a matriz fundamental é

Ψptq “

»

–

| | |

ξp1qer1t ξp2qer2t . . . ξpnqernt

| | |

fi

fl .



Exemplo 1

Sabemos que as soluções do sistema

x1 “
„

4 2
3 ´1



x,

são

xp1qptq “
„

e´2t

´3e´2t



e xp2qptq “
„

2e5t

e5t



.

Logo, a matriz fundamental do sistema é

Ψptq “
„

e´2t 2e5t

´3e´2t e5t



.



Problema de Valor Inicial
Sabemos que a solução geral de

x1 “ Pptqx,

é
xptq “ c1xp1q ` c2xp2q ` . . .` cnxpnq.

Podemos escrever a solução geral como segue usando a
matriz fundamental:

xptq “ Ψptqc,
em que c “ rc1, c2, . . . , cns

T é um vetor constante.

Para um problema de valor inicial

x1 “ Pptqx e xpt0q “ x0,

temos
Ψpt0qc “ x0 ðñ c “ Ψ´1pt0qx0.

Logo, a única solução do PVI é dada por

xptq “ ΨptqΨ´1pt0qx0.



Exemplo 2

Determine a solução do PVI

x1 “
„

4 2
3 ´1



x e xp0q “
„

1
´1



.

sabendo que a matriz fundamental do sistema é

Ψptq “
„

e´2t 2e5t

´3e´2t e5t



.



Exemplo 2

Determine a solução do PVI

x1 “
„

4 2
3 ´1



x e xp0q “
„

1
´1



.

sabendo que a matriz fundamental do sistema é

Ψptq “
„

e´2t 2e5t

´3e´2t e5t



.

Resposta: Temos que

Ψp0q “
„

1 2
´3 1



e Ψ´1p0q “
1
7

„

1 ´2
3 1



.

Portanto,

xptq “
1
7

„

3e´2t ` 4e5t

´9e´2t ` 2e5t



.



Exponencial de uma Matriz
Sabemos que a solução de

x 1 “ kx e xp0q “ x0,

é a função
xptq “ x0ekt .

Em analogia, podemos dizer que a solução do PVI

x1 “ Ax e xp0q “ x0,

é
xptq “ eAtx0.

Com base nos resultados anteriores, temos que

eAt “ ΨptqΨ´1p0q.



Se A P Rnˆn possui n auto-vetores ξp1q, ξp2q, . . . , ξpnq

linearmente independentes associados aos auto-valores
r1, r2, . . . , rn, então

eAt “

»

–

| |

ξp1q . . . ξpnq

| |

fi

fl

»

—

—

—

–

er1t 0 . . . 0
0 er2t . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . ernt

fi

ffi

ffi

ffi

fl

»

–

| |

ξp1q . . . ξpnq

| |

fi

fl

´1

.

A exponencial de uma matriz satisfaz muitas propriedades
semelhantes a exponencial de números reais ou complexos.
Por exemplo,

d
dt

”

eAt
ı

“ AeAt .

Outras propriedades, porém, devem ser vistas com cuidado.
Por exemplo, a identidade

eA`B “ eAeB,

é verdadeira se AB “ BA.



Método da Variação de Parâmetros

Considere um sistema não-homogêneo

x1 “ Pptqx` gptq,

e suponha que
xhptq “ Ψptqc,

em que c é um vetor constante, é solução do sistema
homogêneo associado x1 “ Pptqx.

No método da variação de parâmetros, buscamos uma solução
particular da forma

xpptq “ Ψptquptq,

em que uptq “ ru1ptq,u2ptq, . . . ,unptqsT é um vetor que
depende de t .



Derivando xpptq, substituindo no sistema não-homogêneo e
lembrando que Ψ1 “ PptqΨ, obtemos

Ψptqu1 “ fptq,

ou seja,

uptq “
ż

Ψ´1pτqfpτqdτ.

A solução geral do sistema não-homogêneo é

xptq “ xhptq ` xpptq

“ Ψptqc`Ψptq
ż

Ψ´1pτqfpτqdτ.



Exemplo 3

Encontre a solução geral do sistema

x1 “
„

´2 1
1 ´2



x`
„

2e´t

3t



,

cuja matriz fundamental do sistema homogêneo é

Ψptq “
„

e´3t e´t

´e´3t e´t



.



Exemplo 3

Encontre a solução geral do sistema

x1 “
„

´2 1
1 ´2



x`
„

2e´t

3t



,

cuja matriz fundamental do sistema homogêneo é

Ψptq “
„

e´3t e´t

´e´3t e´t



.

Resposta: Temos que

uptq “
„1

2e2t ´ 1
2 te3t ` 1

6e3t

t ` 3
2 tet ´ 3

2et



,

e, portanto, a solução geral é

xptq “ c1

„

1
´1



e´3t`c2

„

1
1



e´t`

„

1
1



te´t`
1
2

„

1
´1



e´t`

„

1
2



t´
1
3

„

4
5



.


