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Norma de nimeros fuzzy

Norma de Hausdorff de um nimero fuzzy

A norma de Hausdorff de um nimero fuzzy é definida como a fungdo
|| ]| : Ry — [0,00) dada por:

IAIl=\/ Ixl, VA€Rs. (1)
x€[A]°
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Distribuicao de possibilidade conjunta

Distribuicao de possibilidade conjunta

Um conjunto fuzzy J € F(R") é denominado distribui¢cdo de possibilidade
conjunta entre os nimeros fuzzy Aj, ..., A, se:

Ai(x) = \/{J0xa, . xa) [ (31, Xn) € X1 X ... x X, com x; = x}. (2)

paratodo x e Rei=1,...,n.
Além disso, A; é chamada de i-ésima distribuicdo marginal de J.
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Um conjunto fuzzy J € F(R") é denominado distribui¢cdo de possibilidade
conjunta entre os nimeros fuzzy Aj, ..., A, se:

Ai(x) = \/{J0xa, . xa) [ (31, Xn) € X1 X ... x X, com x; = x}. (2)

paratodo x e Rei=1,...,n.
Além disso, A; é chamada de i-ésima distribuicdo marginal de J.

Exemplos de distribuicdes de possibilidade conjunta:
QO Ji(x1,. .y xn) = A1(xi) A A Ap(xn)
Q Jio(x1,. .., xn) = Ar(x1) * ... % Ap(xn)
(8] -/tD(Xla s 7Xn) = Al(Xl) tp...tp An(Xn)
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O principio de extensdo sup-J

Principio de extensao sup-J

Seja J € F(R") uma distribuicdo de possibilidade conjunta dos nimeros
fuzzy A1,...,An € Ry e f : R” — R uma fungdo continua. Entdo, a

extensdo sup-J de f é definida por:

(A1, ..., A)(y) = \/ J(xt, ...y xn) (3)

(X15-xn)EF~1(y)

para todo Aj,..., A, € Ry.
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O principio de extensdo sup-J

Principio de extensao sup-J

Seja J € F(R") uma distribuicdo de possibilidade conjunta dos nimeros
fuzzy A1,...,An € Ry e f : R” — R uma fungdo continua. Entdo, a
extensdo sup-J de f é definida por:

(A1, ..., A)(y) = \/ J(xt, ...y xn) (3)

(X15-xn)EF~1(y)

para todo Aj,..., A, € Ry.

Q Se J(Xl7 .. ,Xn) = Al(Xl) VANA An(Xn), entao fJ(Al, . ,An) se
reduz ao principio de extensiao proposto por Zadeh. Além disso, nesse
caso, os numeros fuzzy Ai,...,A, sdo ditos nao interativos.
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Principio de extensao sup-J
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fuzzy A1,...,An € Ry e f : R” — R uma fungdo continua. Entdo, a
extensdo sup-J de f é definida por:

(A1, ..., A)(y) = \/ J(xt, ...y xn) (3)

(X15-xn)EF~1(y)

para todo Aj,..., A, € Ry.

Q Se J(Xl7 .. ,Xn) = Al(Xl) VANA An(Xn), entao fJ(Al, . ,An) se
reduz ao principio de extensiao proposto por Zadeh. Além disso, nesse

caso, os numeros fuzzy Ai,...,A, sdo ditos nao interativos.
@ Se J(x1,...,%n) = A1(x1) t... t As(xs), onde t é uma t-norma
qualquer, entdo f;(A1,...,A,) se reduz ao principio de extensdo

baseado em t-normas.
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Generalizacao do teorema de Nguyen

Uma generalizacao do teorema de Nguyen

Sejam A, ..., A, nimeros fuzzy com distribuicdo de possibilidade
conjunta J e f : R” — R uma func¢3do continua. Ent3o:
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Generalizacao do teorema de Nguyen

Uma generalizacao do teorema de Nguyen

Sejam A, ..., A, nimeros fuzzy com distribuicdo de possibilidade
conjunta J e f : R” — R uma func¢3do continua. Ent3o:

[fi(Ar, ..., A)]" = F([J]*) = {f(x) € R|x € [J]*} para todo « € [0, 1]. )

Em particular, se os nimeros fuzzy Ay, ..., A, forem n3o interativos:

[fa(A1, ..., Ap)]Y = F([A1]Y x ... x [An]?)
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Operacdes aritméticas via principio de extensao de Zadeh

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b3].
@ Soma: [+4(A, B)]* = +([A]” x [B]) = [A]" + [B]* =
[, a5] + [bf', b3] = [af + b7, a5 + b3].
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Operacdes aritméticas via principio de extensao de Zadeh

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b3].
© Soma: [+4(A, B)]* = +([A]* x [B]Y) = [A]* + [B]* =
[af, a5] + [b', bS] = [af + b, a5 + b3].
@ Subtragdo: [—A(A, B)]* = —([A]* x [B]*) = [A]* — [B]* =
[af, a5] — [bF, b3] = [af — b5, a5 — bf'].
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Operacdes aritméticas via principio de extensao de Zadeh

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b3].
@ Soma: [+, (A, B)]” = +([A]" x [B]*) = [A]* + [B]* =
[af, a5] + [b', bS] = [af + b, a5 + b3].
@ Subtragdo: [—A(A, B)]* = —([A]* x [B]*) = [A]* — [B]* =
[af, a5] — [bF', b3] = [a] — b5, a5 — bf'].
© Multiplicacao por escalar:

o | [6af,085] sed >0
on(AN* = { [6a5,0a] sed <O
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[af, a5] + [b', bS] = [af + b, a5 + b3].
@ Subtragdo: [—A(A, B)]* = —([A]* x [B]*) = [A]* — [B]* =
[af, a5] — [bF', b3] = [a] — b5, a5 — bf'].
© Multiplicacao por escalar:

o | [6af,085] sed >0
on(AN* = { [6a5,0a] sed <O
O Produto:
[¥A(A, B)I* = #([A]* x [B]*) = [A]" * [B]" = [af', a5] * [bF, bS] =
[min{a¢ b5, a8 b, a3 b, a3 b3}, max{af b, a9 b5, ag b, ag b3}
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Operacdes aritméticas via principio de extensao de Zadeh

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b3].
@ Soma: [+, (A, B)]” = +([A]" x [B]*) = [A]* + [B]* =
[af, a5] + [b', bS] = [af + b, a5 + b3].
@ Subtragdo: [—A(A, B)]* = —([A]* x [B]*) = [A]* — [B]* =
[af, a5] — [bF', b3] = [a] — b5, a5 — bf'].
© Multiplicacao por escalar:

o 5 >
R i R
O Produto:
[¥A(A, B)I* = #([A]* x [B]*) = [A]" * [B]" = [af', a5] * [bF, bS] =
[min{af' by, a by, as by, asbs }, max{af'by, af by, ag by, agbs }.
© Divisdo: Suponha que 0 ¢ [B]°.

[+ (A B = (1A < [B]) = {gfe = GE = [of 981 [ )
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Operacdes aritméticas via t-norma drastica

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:

O Soma de Numeros Fuzzy:
[+, (A, B)]* = [min{a + bl, b¢ + al}, max{as + b3, by + a3}].

(UNICAMP-IMECC) 8 /53



Operacdes aritméticas via t-norma drastica
Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:

O Soma de Numeros Fuzzy:

[+, (A, B)]* = [min{a + bl, b¢ + al}, max{as + b3, by + a3}].
@ Subtracdao de Numeros Fuzzy:

[_tD(A7 B)]a = [min{a? - b%? a% - bg}v max{ag - 17 32 ba}]
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Operacdes aritméticas via t-norma drastica
Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:
O Soma de Numeros Fuzzy:
[+, (A, B)]* = [min{a + bl, b¢ + al}, max{as + b3, by + a3}].
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Operacdes aritméticas via t-norma drastica
Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:

© Soma de Ndmeros Fuzzy:

[+, (A, B)]* = [min{a + bl, b¢ + al}, max{as + b3, by + a3}].
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© Multiplicacao de Numero Fuzzy por escalar:
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Q Produto de Numeros Fuzzy:
[e5 (A, B)|* = [min{ag'bi, bf'ar}, max{ag by, by az}].
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Operacdes aritméticas via t-norma drastica

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:

© Soma de Ndmeros Fuzzy:

[+, (A, B)]* = [min{a + bl, b¢ + al}, max{as + b3, by + a3}].

@ Subtracdao de Numeros Fuzzy:

[_fD(A7 B)]a = [min{a? - b%? a% - bg}? max{ag - b%? a% - b?}]

© Multiplicacao de Numero Fuzzy por escalar:
o | [0af,0a88] sed>0
foeo (A" = { [0a%,0a)] sed <O

Q Produto de Numeros Fuzzy:
[e5 (A, B)]* = [min{ag'bi, bf'ar}, max{ag by, by az}].
@ Divisdo de Numeros Fuzzy: Suponha que 0 ¢ [B]°.
[+tD(A7 B)]a - [3%7 ag] *tp [%7 %]
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " préoximo de zero”.
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " préoximo de zero”.

Soma via principio de extensao de Zadeh

Q [+n(A B)* =[A]" + [B]* = [(0 - (-1))a = 1,(0 = D)ar + 1] + [(0 -
(-1))a—1,(0 - a+1] = [2a — 2, —2a + 2].
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " proximo de zero”.

Soma via principio de extensao de Zadeh
Q [+A(A B)* =[A"+[B]* = [(0 = (-1))a = 1,(0 = 1)ar + 1] + [(0 —
(-1))a—1,(0 - a+1] = [2a — 2, —2a + 2].
@ Portanto: +, (A, B) =(-2;0;2).
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a expressao " proximo de zero”.

Soma via principio de extensao de Zadeh
Q [+A(A B)* =[A"+[B]* = [(0 = (-1))a = 1,(0 = 1)ar + 1] + [(0 —
(-1))a—1,(0 - a+1] = [2a — 2, —2a + 2].
@ Portanto: +,(A, B) =(—2;0;2).
9 ||+, (AB)ll=2

Soma baseada na t-norma drastica

Q [+, (A, B)]* = [min{af +0, by + 0}, max{a§ +0, b5 +0}] = [af, a5].
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Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
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Soma via principio de extensao de Zadeh
Q [+A(A B)* =[A"+[B]* = [(0 = (-1))a = 1,(0 = 1)ar + 1] + [(0 —
(-1))a—1,(0 - a+1] = [2a — 2, —2a + 2].
@ Portanto: +,(A, B) =(—2;0;2).
9 ||+, (AB)ll=2

Soma baseada na t-norma drastica
Q [+, (A, B)]* = [min{af +0, by + 0}, max{a§ +0, b5 +0}] = [af, a5].
Q@ +:(A B)=(-1;0;1).
Q ||+ (A B)l| =1

(UNICAMP-IMECC) 9/53



Limitantes - principio de extensao baseado em t-normas

Limitante inferior e superior para t-normas
Sejam a e b niimeros reais quaisquer e A e tp as t-normas do minimo e
drastica, respectivamente. Ent3o, para qualquer t-norma T, o seguinte

resultado € valido:
aNb>aTb>atphb
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Limitantes - principio de extensao baseado em t-normas

Limitante inferior e superior para t-normas
Sejam a e b niimeros reais quaisquer e A e tp as t-normas do minimo e
drastica, respectivamente. Ent3o, para qualquer t-norma T, o seguinte

resultado € valido:
aNb>aTb>atph

Sejam A e B nimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados, respectivamente,
por [af, a5] e [b{, bS]. Seja @ : R x R — R qualquer uma das operagdes
artiméticas. Ent3o, para todo « € [0, 1], o seguinte resultado ¢ vélido:

[o:s(A, B)]* € [o7(A, B)I* C [sn(A, B
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Limitantes - principio de extensao baseado em t-normas

Limitante inferior e superior para t-normas

Sejam a e b niimeros reais quaisquer e A e tp as t-normas do minimo e
drastica, respectivamente. Ent3o, para qualquer t-norma T, o seguinte
resultado é vélido:

aNb>aTb>atph

Sejam A e B nimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados, respectivamente,
por [af, a5] e [b{, bS]. Seja @ : R x R — R qualquer uma das operagdes
artiméticas. Ent3o, para todo « € [0, 1], o seguinte resultado ¢ vélido:

[o:s(A, B)]* € [o7(A, B)I* C [sn(A, B

[l o1, (A, B)I| <[ o7 (A, B)|| < | o1 (A, B)]|. J
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Limitantes - principio de extensao baseado em t-normas

Considere os nimeros fuzzy triangulares A; = A, = (—1;0;1).

A figura abaixo ilusta os 0.5-niveis das distribuicdes de possibilidade
conjuntas Ji, (pontilhado), J;, (continuo) e J, (trago e ponto) entre A; e
As:

1
080
0,6+
041
02t

ol

-0.2F

-4t

-0.6F

-0.8F

= L L L L L L L L L |
-1 0,8 -0.6 -0.4 -0,2 o 0.2 0,4 0,6 0.8 1
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " préximo de zero”. Entdo, para qualquer t-norma T:
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " préximo de zero”. Entdo, para qualquer t-norma T:

L=l +e, (A Bl < |l +¢ (A B)I| <[ +4 (A, B)I| = 2. J

Ao utilizarmos as extensdes baseadas em t-normas, as normas da soma
entre A e B ficam restritas ao intervalo [1,2].
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " préximo de zero”. Entdo, para qualquer t-norma T:

L=l +e, (A Bl < |l +¢ (A B)I| <[ +4 (A, B)I| = 2. J

Ao utilizarmos as extensdes baseadas em t-normas, as normas da soma
entre A e B ficam restritas ao intervalo [1,2].

Podemos utilizar extensdes ndao baseadas em t-normas para dar origem a
somas com norma inferior a 1.
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Numeros fuzzy completamente correlacionados

Dois nimeros fuzzy A e B s3o ditos completamente correlacionados se

existir g, r € R, com g # 0, tal que sua distribuicdo de possibilidade
conjunta J seja definida por:
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Numeros fuzzy completamente correlacionados

Dois nimeros fuzzy A e B s3o ditos completamente correlacionados se

existir g, r € R, com g # 0, tal que sua distribuicdo de possibilidade
conjunta J seja definida por:

Nuameros fuzzy completamente correlacionados

J(q,r)(X’ y) = A(X)X{qx—l—r:y} (x,¥) (4)
B(y)X{qx+r:y}(X7 y)
Vx,y € R.

X{qx+r—y} € a funcdo caracteristica do subconjunto {(x,gx +r) | x € R}
do R?, isto é:

1 segx+r=y
X{qx—‘rr:y}(xa)/) = { 0 cc

(UNICAMP-IMECC) 13 /53




Aritmética entre niimeros fuzzy completamente
correlacionados

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:
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Aritmética entre niimeros fuzzy completamente
correlacionados

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:

O Soma: [+ (A B)* ={(x+y) ERIA(Xx) > aegx+r=y}=
{(g+1)x+r eRIA(X) > a} =

(CI+ 1){X € R|A(X) > Oé} +r= (q+ 1)[A]o{ +r
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Aritmética entre niimeros fuzzy completamente
correlacionados

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:
O Soma: [+, (A B)*={(x+y) eR|A(x) Zaegx+r=y}=
{(g+1)x+r eRIA(x) > a} =
(@+ D{x eRIAKx) Z o} +r= (g + D[A]" +r

@ Subtracdo: [— (A, B)|*={(x—y) ER|A(x) > aeqgx+r=
= 1{(1— q)x T € RIA(X) > a} =
(1—g){x eRIA(x) > a}—r=(1—q)[A]* —r
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Aritmética entre niimeros fuzzy completamente
correlacionados

Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados

respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:

O Soma: [+, (A B)*={(x+y) eR|A(x) Zaegx+r=y}=
[(q+)x+7ERIA(X) > a} =
(q+D{x e RIA(X) = a} +r=(q+ A" +r

@ Subtracdo: [— (A, B)|*={(x—y) ER|A(x) > aeqgx+r=

v} ={(1— x~ T e RIA(x) > a} =

(1-a){xeRIA(X) Z a} —r=(1-q)[A]" —r

© Produto: [«

(A B ={(xy) ERIA(X) > aegx+r=y}=
{gx® + x € RIA(x) > a}
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Sejam A e B dois niimeros fuzzy cujos a-niveis sdo dados,
respectivamente, por [af, a3] e [b{, b]. Ent3o:

O Soma: [+, (A B)*={(x+y) eR|A(x) Zaegx+r=y}=
[(a+1)x +7 € RIAKX) > a} =
(q+D{x e RIA(X) = a} +r=(q+ A" +r

@ Subtracdo: [, (A, B)]* ={(x—y) ERIA(x) 2 avegx+r=

v} ={(1— x~ T e RIA(x) > a} =

(1-a){xeRIA(X) Z a} —r=(1-q)[A]" —r

© Produto: [, (A, B)]* ={(xy) ER|A(X) > aegx+r=y}=
{gx® + rx € RIA(x) > a}

O Divisdo: suponha que 0 ¢ [B]°. [+ s (A B)* ={(x/y) €

RIA(x) > ae gx+r =y} = {7 € RIA(x) > o}
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Propriedades da soma completamente correlacionada

Sejam A e B sdo dois niimeros fuzzy tais que A(x) = B(gx + r),Vx € R,
com gq,r € R e g # 0 entdo. Se [+(A, B)]* e [+, (A, B)]
representarem, respectivamente, os a-niveis das extensées de Zadeh e a
extensdo sup-Jq.r) (completamente correlacionada) para a soma, temos:
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Propriedades da soma completamente correlacionada

Sejam A e B sdo dois niimeros fuzzy tais que A(x) = B(gx + r),Vx € R,
com gq,r € R e g # 0 entdo. Se [+(A, B)]* e [+, (A, B)]
representarem, respectivamente, os a-niveis das extensées de Zadeh e a
extensdo sup-Jq.r) (completamente correlacionada) para a soma, temos:

Q Se g >0, entdo [+, (A B)]* = [+4(A B)]*,Va € [0,1].

@ Se g <0, entdo: [+, (A, B)]* C [+A(A, B)]*, Ve € [0, 1].

© Se g = —1, entdo: [+, (A, B)]* = {r},Va €[0,1].

Q Além disso, se r = 0, temos [+, (A, B)]* = {0},Va € [0, 1].
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressdo " préximo de zero”.
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " proximo de zero".

Q@ A e B podem ser completamente correlacionados negativamente com
g=-1ler=0.
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

Considere os nimeros fuzzy triangulares A= B = (—1,0,1) que modelam
a expressao " proximo de zero".

Q@ A e B podem ser completamente correlacionados negativamente com
g=-1ler=0.

(2] +J(q,r)(A7 B) = X{O}

Q [[+y,, (A B)[[=0

0 = [+ (A Bl <1 = [[+15 (A, B)I| < |[+¢(A, B)I| < [[+4(A, B)| = 2.
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

© Podemos gerar somas com normas inferiores as geradas via principio
de extensdo baseado em t-normas.
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@ Esse resultado sé foi possivel gragas a correspondéncia linear entre as
funcoes de pertinéncia de A em B.
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@ Esse resultado sé foi possivel gragas a correspondéncia linear entre as
funcoes de pertinéncia de A em B.
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Exemplo - Soma de nimeros préximos de zero

© Podemos gerar somas com normas inferiores as geradas via principio
de extensdo baseado em t-normas.

@ Esse resultado sé foi possivel gragas a correspondéncia linear entre as
funcoes de pertinéncia de A em B.

© Caso os nimeros fuzzy n3o fossem completamente correlacionados,
como gerar, de maneira prética, somas (ou qualquer outra opera¢do
aritmética) com normas inferiores as geradas via t-normas?

@ Seria possivel ter controle sobre a norma das extensées das operacdes
aritméticas entre qualquer par de ndmeros fuzzy?

© Mais precisamente, seria possivel construir uma sequéncia de
distribuicGes de possibilidade conjuntas para qualquer par de nimeros
fuzzy cuja norma da correspondente extensido das operagdes
aritméticas seja crescente?
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Uma familia de distribuicao de possibilidade conjunta
parametrizada

Dados dois niimeros fuzzy arbitrarios A;, A> € Rg e uma operagdo

aritmética @ : R x R — R qualquer, definimos as fun¢des fi, fi : R — R,
da seguinte forma:
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Uma familia de distribuicao de possibilidade conjunta
parametrizada

Dados dois niimeros fuzzy arbitrarios A;, A> € Rg e uma operagdo
aritmética o : R x R — R qualquer, definimos as fungdes £\, f) : R = R,
da seguinte forma:

fi(z) = /\ |wez| paratodozeRei=1,2 (5)
welAs_ 4
e
fi(z) = \/ |wez| paratodozeRei=1,2. (6)
welAs_ 4@

Seja vy : R x R — R a fungdo definida abaixo, para v € [0, 1]:

ie{1,2}
—

S0a0) =\ 1A =)L) + ()] (7>J




Uma familia de distribuicao de possibilidade conjunta
parametrizada

Teorema:

Dados dois niimeros fuzzy A;, A2 € R(F) e uma operagdo aritmética
qualquer o : R x R — R, o conjunto fuzzy J3, dado por:

. A1(x1) A Aa(x2) ,|x1 @ xo| < vy(xg, X
Bl = { A ) bl < o

€ uma distribuicdo de possibilidade conjunta entre A; e Ay, para todo
v € [0,1].

(8)

(UNICAMP-IMECC)
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Operacoes aritméticas

Operacgoes aritméticas baseadas na familia de distribuicao de
possibilidade conjunta J3

Sejam A e B dois nimeros fuzzy quaisquer. As operagdes aritméticas,
baseadas na distribuicao de possibilidade J?, s3o dadas por:
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baseadas na distribuicdo de possibilidade J3, sdo dadas por:

o Soma: +Jj;(A, B)(Z) == v{(x,y)|x+y:z} J,;/’—(X, y)
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Operacoes aritméticas

Operacgoes aritméticas baseadas na familia de distribuicao de
possibilidade conjunta J3

Sejam A e B dois nimeros fuzzy quaisquer. As operagdes aritméticas,
baseadas na distribuicdo de possibilidade J3, sdo dadas por:

@ Soma: + (A B)(2) = V{(y)xty—z} 55 ()
@ Subtracao: — (A, B)(2) = V{(xy)ix—y=z} &y (X, ¥)
© Produto: x:(A, B)(2) = V(xy)xy=21 57 (X, ¥)
O Divisdo: suponha 0 ¢ [B]°.
+ 35 (A B)(2) = Viy)ixsy=zy % (X:¥)
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Exemplo: soma de nimeros fuzzy interativos baseada na
distribuicdo de possibilidade conjunta J;

Sejam A; e Ay os nimeros fuzzy triagulares A} = Ay = (—1;0;1). A

distribuicdo de possibilidade conjunta Jgr entre A; e Ay é construida da
seguinte forma:
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Exemplo: soma de nimeros fuzzy interativos baseada na
distribuicdo de possibilidade conjunta J;
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)= AN Iwtxal=]-x+x|=0Vxqe[A]l’ (9

we[Az]A1(a)
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Exemplo: soma de nimeros fuzzy interativos baseada na
distribuicdo de possibilidade conjunta J;

Sejam A; e Ay os nimeros fuzzy triagulares A} = Ay = (—1;0;1). A

distribuicdo de possibilidade conjunta JJ entre A; e Ay é construida da
seguinte forma:

)= AN Iwtxal=]-x+x|=0Vxqe[A]l’ (9
We[Az]Al(Xl)
)= N Iwtxl=]-x+xl=0Veec[A]’ (10
WE[A:[]AQ(XZ)
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Exemplo: soma de nimeros fuzzy interativos baseada na
distribuicdo de possibilidade conjunta J;

(UNICAMP-IMECC) 22 /53



Exemplo: soma de nimeros fuzzy interativos baseada na
distribuicdo de possibilidade conjunta J;

<
Ji (xa, %) = { Ai(x1) 8 Az(x2) ,|CXé +x| <0 (12)J
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<
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Q Logo, [J; (A1, A2)]* = {(x,y) € R?|x = —y e x € [A1]*} para todo
a € [0,1].
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Exemplo: soma de nimeros fuzzy interativos baseada na
distribuicdo de possibilidade conjunta J;

<
Ji (xa, %) = { Ai(x1) 6\ Az(x2) 7|CXé +x| <0 (12)J

Q Logo, [J; (A1, A2)]* = {(x,y) € R?|x = —y e x € [A1]*} para todo
a € [0,1].
° 1 0
, Se z =
+5 (AL, A2)(2) = { 0 ,cc
@ +,:(A1,A2) = X{o0
O I|+,; (A1, A)] = 0.
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J;"

Sejam A; e Ay os nimeros fuzzy triagulares A; = A, = (—1;0;1). A
distribuicao de possibilidade conjunta J1+ entre A; e Ay é construida da
seguinte forma:
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J;"

Sejam A; e Ay os nimeros fuzzy triagulares A; = A, = (—1;0;1). A

distribuicao de possibilidade conjunta J1+ entre A; e Ay é construida da
seguinte forma:

fia) = \/ Iwtxl=la+x|=2| Vxc[A]’ (13)
we[Ax]A1(a)
)=\ Iw+txl=|x+x =2k Voclh’ (14)
WG[AI]A2(X2)
volxi,0) =\ f(6) = max{2]al, 2]x}. (15)
ie{1,2}

W
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicao
de possibilidade conjunta J;°
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicao
de possibilidade conjunta J;°

Ar(xa) AAzx(x2) s [xa + x| < max{2xal, 2|xal}

o) = { A0 E (16)
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicao
de possibilidade conjunta J;°

Ai1(x1) A Ax(x2) , [x1 + x2| < max{2|x1],2|x2|}

o) = { A0 E (16)

Q A inequagdo |x; + x2| < max{2|x1|,2|x2|} é sempre satisfeita.
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicao
de possibilidade conjunta J;°

<
S a) :{ AL(xa) A Ax(x2) [+ xe| < max{2]x, 20x[} (16)

0 ,C.C

Q A inequagdo |x; + x2| < max{2|x1|,2|x2|} é sempre satisfeita.

@ Logo, [ (A1, A2)]* = {(x,¥) € R?|x € [A1]* e y € [A2]"} para todo
a € [0,1].
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J;"

<
S a) :{ AL(xa) A Ax(x2) [+ xe| < max{2]x, 20x[} (16)

0 ,C.C

Q A inequagdo |x; + x2| < max{2|x1|,2|x2|} é sempre satisfeita.

@ Logo, [ (A1, A2)]* = {(x,¥) € R?|x € [A1]* e y € [A2]"} para todo
a € [0,1].

Q J (x1,x) = A1(x1) A Ax(x) V(x1, x) € R2.
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J;"

<
Jf(Xl,X2) _ { A1(X1) N A2(X2) ,|X1 —I—X2| < max{2|x1|,2|x2|} (16)

0 ,C.C

Q A inequagdo |x; + x2| < max{2|x1|,2|x2|} é sempre satisfeita.

@ Logo, [ (A1, A2)]* = {(x,¥) € R?|x € [A1]* e y € [A2]"} para todo
a € [0,1].

Q J (x1,x) = A1(x1) A Ax(x) V(x1, x) € R2.
Q +: (A1, A2) = (=2;0;2).
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J;"

A1(x1) A Ax(x2) X1+ xo| < max{2|x1],2|x2|}

S o) = { A0 (16)

Q A inequagdo |x; + x2| < max{2|x1|,2|x2|} é sempre satisfeita.

@ Logo, [/ (A1, A2)]* = {(x,y) € R?|x € [A1]* e y € [A2]*} para todo
a € [0,1].

Q J (x1,x) = A1(x1) A Ax(x) V(x1, x) € R2.

Q +: (A1, A2) = (=2;0;2).

0 ||+, (AB)| =2
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicao
de possibilidade conjunta J

Sejam Aj e Ay os niimeros fuzzy triagulares A; = A, = (—1;0;1). Entdo:
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicao
de possibilidade conjunta J

Sejam Aj e Ay os niimeros fuzzy triagulares A; = A, = (—1;0;1). Entdo:

15 (An A2)l =29 |
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J

Sejam Aj e Ay os niimeros fuzzy triagulares A; = A, = (—1;0;1). Entdo:

1445 (As, A2)l| = 27

© Nesse exemplo, as extensdes do operador soma, baseadas na familia
de distribuicdo de possibilidade conjunta Jj, formam um
mapeamento crescente com relagdo ao pardmetro +.
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J

Sejam Aj e Ay os niimeros fuzzy triagulares A; = A, = (—1;0;1). Entdo:

|45 (As, A2l = 27

© Nesse exemplo, as extensdes do operador soma, baseadas na familia
de distribuicdo de possibilidade conjunta J:f, formam um
mapeamento crescente com relagdo ao pardmetro +.

@ Essas extensdes ddo origem a somas com a menor (y = 0) e maior
norma (y = 1) possiveis.
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Soma de nimeros fuzzy interativos baseada na distribuicdo
de possibilidade conjunta J

Sejam Aj e Ay os niimeros fuzzy triagulares A; = A, = (—1;0;1). Entdo:

|45 (As, A2l = 27

© Nesse exemplo, as extensdes do operador soma, baseadas na familia
de distribuicdo de possibilidade conjunta J:f, formam um
mapeamento crescente com relagdo ao pardmetro +.

@ Essas extensdes ddo origem a somas com a menor (y = 0) e maior
norma (y = 1) possiveis.

© Além disso, essas extensdes permitem acessar, de maneira pratica,
somas extendidas com normas intermediarias. )
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Propriedades da arimética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

As normas das extensdes sup-J3 formam um mapeamento crescente com
relacdo ao pardmetro ~
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Propriedades da arimética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

As normas das extensdes sup-J3 formam um mapeamento crescente com
relacdo ao pardmetro ~

Teorema: Mapeamento crescente

Sejam A; e A; dois nlimeros fuzzy e @ : R x R — R uma operagao

aritmética qualquer. Se J3, e J5, forem duas distribuicSes de possibilidade
conjunta para A; e Ay, com 71,72 € [0,1], e 71 < 72, entdo, as extensdes
sup-J5 do operador e, aplicadas em (A1,A2), obedecem a seguinte relagdo:
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Propriedades da arimética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

As normas das extensdes sup-J3 formam um mapeamento crescente com
relacdo ao pardmetro ~

Teorema: Mapeamento crescente

Sejam A; e A; dois nlimeros fuzzy e @ : R x R — R uma operagao

aritmética qualquer. Se J3, e J5, forem duas distribuicSes de possibilidade
conjunta para A; e Ay, com 71,72 € [0,1], e 71 < 72, entdo, as extensdes
sup-J5 do operador e, aplicadas em (A1,A2), obedecem a seguinte relagdo:

[[@se (A1, A2)l| < [| @5 (A1, A2)]l.
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Propriedades da aritmética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

As extensdes sup-J; geram extensdes do operador @ com a maior norma
possivel.
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Propriedades da aritmética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

As extensdes sup-J] geram extensdes do operador @ com a maior norma
possivel.

Teorema

Sejam A; e Ay dois nimeros fuzzy quaisquer. Sejam, também,
e 2 (A1, Az) e o, (A1, Az) os conjuntos fuzzy resultantes da extensdo

sup-J, com v = 1 e de Zadeh, respectivamente, da operagdo aritmética e
entre (A1, Az). Entdo:
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Propriedades da aritmética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

As extensdes sup-J] geram extensdes do operador @ com a maior norma
possivel.

Teorema

Sejam A; e Ay dois nimeros fuzzy quaisquer. Sejam, também,
e 2 (A1, Az) e o, (A1, Az) os conjuntos fuzzy resultantes da extensdo

sup-J, com v = 1 e de Zadeh, respectivamente, da operagdo aritmética e
entre (A1, Az). Entdo:

02 (A1, Az) = or (A1, A2) — [| eus (A1, A2)l| = [[ o (A1, A2)||
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Propriedades da aritmética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

As extensdes sup-J] geram extensdes do operador @ com a maior norma
possivel.

Teorema

Sejam A; e Ay dois nimeros fuzzy quaisquer. Sejam, também,
e 2 (A1, Az) e o, (A1, Az) os conjuntos fuzzy resultantes da extensdo

sup-J, com v = 1 e de Zadeh, respectivamente, da operagdo aritmética e
entre (A1, Az). Entdo:

02 (A1, Az) = or (A1, A2) — [| eus (A1, A2)l| = [[ o (A1, A2)||

O teorema acima é resultado direto da seguinte propriedade:
Jl.(Ala A2)(X1, X2) = Al(Xl) VAN A2(X2).
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Propriedades da aritmética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

Corolario
Sejam A; e A dois ndmeros fuzzy quaisquer. Ent3o:

® 2 (A1, Az) C ep (A1, Ar).

Em particular,

|| 05 (A1, A2)[| < [[ on (A1, A2)l;
para todo 7 € [0, 1].
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Propriedades da aritmética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

Teorema

Sejam A; e Ap dois nimeros fuzzy tais que

Ai(x) = Ax(gx +r),Vx,y €R, q,r € R com g < 0. Sejam também

+ i (A1, A2) e 4+, (A1, A2) os conjuntos fuzzy resultantes das extenses
sup—Jj, com v = 0, e a extensdo obtida quando A; e Aj sdo
completamente correlacionados, respectivamente, do operador soma em
(A1, A2). Entdo, as normas das somas extendidas é a mesma:

I+ (A, A)ll = [ 44, (A1, A2)]
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Propriedades da aritmética baseada na familia de
distribuicdo de possibilidade J>

Teorema

Sejam A; e Ap dois nimeros fuzzy tais que

Ai(x) = Ax(gx +r),Vx,y €R, q,r € R com g < 0. Sejam também

+ i (A1, A2) e 4+, (A1, A2) os conjuntos fuzzy resultantes das extenses
sup—Jj, com v = 0, e a extensdo obtida quando A; e Aj sdo
completamente correlacionados, respectivamente, do operador soma em
(A1, A2). Entdo, as normas das somas extendidas é a mesma:

| s (A1, A)l| = ||+, (A1, A2)|

@ A igualdade do teorema acima é apenas para normas.
@ Em geral, as distribuicdes de possibilidade conjuntas JO+(A1, Ap) e
Jig,r) (A1, A2) sdo distintas.
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Distribuicao de possibilidade conjunta entre
Al =A=(-1,0;1) comy=1
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Distribuicao de possibilidade conjunta entre
A; = A, =(-1;0;1) com v =0.75

0.5 N
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Distribuicao de possibilidade conjunta entre
A=A, =(-1;0;1) com 7= 0.5
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Distribuicao de possibilidade conjunta entre
A=A, =(-1;0;1) com 7= 0.5
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Distribuicao de possibilidade conjunta entre
A; = A, =(—-1;0;1) com v =0.25
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Distribuicao de possibilidade conjunta entre
A=A, =(-1;0;1) comy=0
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Aplicagdes em biomatemdtica: Modelo de decaimento
exponencial
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Aplicagdes em biomatemdtica: Modelo de decaimento
exponencial

PVI - Decaimento exponencial

28 — —px(1)
(17)
x(0) = xo
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Aplicagdes em biomatemdtica: Modelo de decaimento
exponencial

PVI - Decaimento exponencial
) — —px(t)
(17)
x(0) = xo
Solucdo analitica
x(t) = Ce "t (18)
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Aplicacoes em biomatemdatica: Modelo de decaimento

exponencial
PVI - Decaimento exponencial
d
M0 — px(t)
(17)
x(0) = xo
Solucdo analitica
x(t) = Ce "t (18)
Solucao numérica
Solu¢do numérica via método de Euler:
Xk+1 = Xk + h(—pXk) (19))
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Aplicagdes em biomatemdtica: Modelo de decaimento
exponencial
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Aplicagdes em biomatemdtica: Modelo de decaimento
exponencial fuzzy

PVI fuzzy - Decaimento exponencial

d.
d = —Px

(20)
x(0) = (a; b; ¢)
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Aplicagdes em biomatemdtica: Modelo de decaimento
exponencial fuzzy

PVI fuzzy - Decaimento exponencial

% = —Px
(20)
x(0) = (a; b; ¢)

Utilizando aritmética fuzzy, podemos obter solu¢des numéricas para PVI
utilizando o método de Euler.
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Aplicacoes em biomatemdatica: Modelo de decaimento
exponencial fuzzy

PVI fuzzy - Decaimento exponencial

& =—px
(20)
x(0) = (a; b; ¢)

Utilizando aritmética fuzzy, podemos obter solu¢des numéricas para PVI
utilizando o método de Euler.

Solucao numérica
X1 = Xk + (—hpxk) (21)

Dependendo da distribuicdo de possibilidade conjunta J entre xx e —hpxy,
a dindmica do PVI é alterada.
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Dindmica do suporte de (xx) via principio de extensdo de
Zadeh
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k
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Dindmica do suporte de (xx) via PEBTN com a t-norma
drastica
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Dindmica do suporte de (xx) via soma completamente
correlacionada

. . . . . . n
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k
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Aplicacoes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas S|

Consideraremos as seguintes hipdteses:
@ Curto periodo de tempo: desconsiderar fendmenos como nascimento
e morte.
@ Uma vez infectado o individuo permanecera infectuoso.

© O percentual de individuos suscetiveis decresce proporcionalmente a
taxa de encontros encontros entre suscetiveis e infectados.

@ O percentual de individuos infectados cresce proporcionalmente a
taxa de encontros entre suscetiveis e infectados.

@ Taxa de encontros é representada pelo produto S/.
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Aplicacoes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas S|

PVI - Modelo de trasmissao de doencas Sl

B — _55(t)I(t) ,S(0) = So

(22)
G =05(DI(t) . 1(0) =1l

Onde 6 € Ry é um pardmetro do sistema que pode ser interpretado como
a taxa de transmissdo da doenca.

O modelo impde, naturalmente, a seguinte restricdo:

S(t)+1(t) =1, Vt > 0 )
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Aplicagdes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas S|

Podemos representar o sistema (22) pelo seguinte PVI:
PVI - Modelo de trasmissao de doencas SI

O = 51— 1(1)I(t) (23)
1(0) = lo.
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Aplicacoes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas S|

Podemos representar o sistema (22) pelo seguinte PVI:

PVI - Modelo de trasmissao de doencas SI
e = 01— 1()I(r)
(23)
1(0) = lo.
Solucado analitica
Ioeét
I(t) = . 24
(t) 50 + I0€6t ( )
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Aplicacoes em biomatemdtica: modelo de transmissao de

doencas S|

Podemos representar o sistema (22) pelo seguinte PVI:

PVI - Modelo de trasmissao de doencas SI
IO — 51— 1(2))I(t)
(23)
1(0) = lo.
Solucado analitica
Ioeét
I(t) = ———. 24
(t) So + lpedt ( ))
Solucao numérica
Iy = Ik + ho(1 — Ig) . (25))
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Aplicagdes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas S|
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Aplicagdes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas Sl fuzzy

PVI fuzzy

(26)
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Aplicagdes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas Sl fuzzy

PVI fuzzy
I — 55(1)I(t)
(26)
1(0) = (a; b; ¢).
Iteracoes método de Euler
Iev1 = I +4 hd Sy * ) Ik. (27))
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Aplicacoes em biomatemdtica: modelo de transmissao de
doencas Sl fuzzy

PVI fuzzy
I — 55(1)I(t)
(26)
1(0) = (a; b; ¢).
Iteracoes método de Euler
Iev1 = I +4 hd Sy * ) Ik. (27)

v

@ Uma vez que temos a restricdo Iy + S, = 1, vamos considerar que [
e Sy sdo completamente correlacionados negativamente. J» = Jq 1),
com g < 0.

@ Dependendo da distribuicdo de possibilidade conjunta J; entre /i e
hd Sy *Jig.r) I, a dindmica do PVI é alterada.
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Dindmica do suporte de (/) via principio de extensdo de
Zadeh
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Dindmica do suporte de (/) via t-norma drastica
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Dindmica do suporte de (/) via extensdo sup-J;
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Dindmica do suporte de (/x) via extensdo sup-Jy s
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Dindmica do suporte de (/i) via extensdo sup-Jy;

0 L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800
k

(UNICAMP-IMECC) 51 / 53



Dindmica do suporte de (/x) via extens3o sup-J;”
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