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Introducao

A apresenta¢do deste trabalho foi dividida nas seguintes etapas:
© Quatérnios: definicdes basicas e propriedades.
© Matrizes e vetores quaterniénicos.
© A inversa generalizada quaternidnica de Moore - Penrose.
@ Relagao lacdnica entre os quatérnios e o software Matlab.
@ O modelo CV — QHNN.

@ Trabalhos futuros.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

O que s3o os quatérnios?

S3o ndmeros hipercomplexos que podem ser escritos na forma

g = qo+ q1i + g2j + gsk onde i, j e k sdo trés tipos de niimeros imaginarios
(denominados unidades hiperimagindrias) que satisfazem as rela¢des

i? =j? = k? = ijk = —1- O conjunto dos quatérnios é representado por H-
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@ Os quatérnios foram introduzidos pelo irlandés William Rowan Hamilton na
sua obra Algebra dos quatérnios em meados do século XIX, mais
precisamente em 1843-
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precisamente em 1843-

@ A dlgebra dos quatérnios é a tnica algebra associativa e divisional que pode
ser definida ao lado da &lgebra dos reais e dos complexos.

@ Um quatérnio g pode ser representado de diferentes modos:
@ Representacdo algébrica: ¢ = qo + q1i + g2 + gsk-
@ Representacio como quddrupla de nimeros reais: ¢ = (qo, 91, 92, §3)-

@ Representacdo angulo-fase:
a= laleesrell, ¢ ¢ [-mm).0€ (-5, 3) €[5, )
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

© Representagdo vetorial: g = go + ¢, onde § = (g1, §2, g3)-
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e Um quatérnio g é dito unitdrio quando |g| = 1. Denotamos por S o conjunto
de todos os quatérnios unitdrios, isto é, S= {g € H: |q| = 1}

@ Perceba que o conjunto S pode ser interpretado como uma hiperesfera
unitdria em R*.

e O produto pqg de dois quatérnios p = py + p e g = go + ¢ é o quatérnio dado
por:

—

PG = podo — P+ G+ pogG + qop + P X G
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Proposicao 1

Sejam x,y € H- Ent3o:
Q x*x = xx*.
0 Ix| = |x'|.
Q x| >0;
Q jcj* =kck* =¢, Vc e C.
Q (x)" =y"x"
Q x=x*< xelR.

x| =0 x=0;

X +y| < Ix|+1y

xy| = |yx| = |x]|y|.

i

@ Se ac H, entdo ax = xa Vx € H se, e somente se, a € R.

*
1

@ Todo x € H\ {0} possui um inverso multiplicativo dado por x~

Q [x7 Y =|xt, vx e H\ {0}.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Sejam x,y € H- Ent3o:
Q x e x* € H so solucbes da equacio quadratica t> — 2Re{x}t + |x|> = 0.

@ Uma desigualdade do tipo Cauchy-Schwarz envolvendo quatérnios é:
max{|Re{xy}|,|Ve{xy}[} < |x|ly|.

Q@ Re{xy} = Re{yx}, Vx,y € H.
Q Se Re{x} =0, entdo x> = —|x?|.

@ O conjunto dos quatérnios é um anel com divisdo e também forma uma
algebra 4-dimensional sobre o corpo dos reais.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Matrizes e vetores quaternionicos

@ Como mencionado, um quatérnio pode ser representado na forma
g = (qo + q1i) + (g2 + g3i)j- (demonstracdo rapida na lousa)
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@ Como mencionado, um quatérnio pode ser representado na forma
g = (qo + q1i) + (g2 + g3i)j- (demonstracdo rapida na lousa)

@ Assim, a s-ésima componente de um vetor quaternidonico v tem a forma
vs = (5 + q1i) + (g3 + a5i)i-
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@ Assim, a s-ésima componente de um vetor quaternidonico v tem a forma
vs = (5 + q1i) + (g3 + a5i)i-
@ Consequentemente, uma matriz @ € H™*" pode ser escrita na forma

@ = Q1 + @, onde @1, Q> € C™*" (esta foi a motivagdo matemdtica para o
desenvolvimento das implementagdes computacionais!)
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_ AL A
w=( 5, &

complexa da matriz A.

) € C?mx2n 3 qual é denominada representacio
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@ O produto interno entre duas matrizes quaternidnicas é definido como
(A, B) = tr(BHA).
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@ Uma matriz Q € H™*" também pode ser representada na forma
_ AL A
w=( 5, &

complexa da matriz A.

) € C?mx2n 3 qual é denominada representacio

@ O produto interno entre duas matrizes quaternidnicas é definido como
(A, B) = tr(BHA).

e Q € H™*" é dito um espago de Hilbert com produto interno a direita. Este
produto interno induz a norma matricial quaternidnica de Frobenius.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

A inversa generalizada quaternidnica de Moore - Penrose

Considere o seguinte problema de minimizagdo geral

Problema

Dadas as matrizes A € H**™ e B € H**", seja

QL = {X|X e H™*", ||AX — B|| = Xmﬂiﬂm [|AXo — B||} Encontrar Xg € Q1
0E

mXn

tal que | Xol| = i X|I.
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Q= {X|X €™, ||AX — B|| = mim [|AX B||}. Encontrar Xq € Q,

HmXxn

tal que | Xol| = i X|I.

@ Note que no caso em que A é quadrada de posto completo e B é a identidade
quaternidnica com as mesmas dimensdes que A, a matriz X solucdo do
problema proposto é a inversa da matriz A, que representamos por AL
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Fidelis Zanetti de Castro (IMECC — UNICAMP) Alg. Linear Quaternidnica e o modelo CV — QHNN. 7 de maio de 2015



Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

A inversa generalizada quaternidnica de Moore - Penrose

Considere o seguinte problema de minimizagdo geral

Problema

Dadas as matrizes A € H**™ e B € H**", seja

Q= {X|X €™, ||AX — B|| = mim [|AX B||}. Encontrar Xq € Q,

HmXxn

tal que | Xol| = i X|I.

@ Note que no caso em que A é quadrada de posto completo e B é a identidade
quaternidnica com as mesmas dimensdes que A, a matriz X solucdo do
problema proposto é a inversa da matriz A, que representamos por AL

@ Por outro lado, sendo B = I € H***, a matriz X solu¢do do problema
proposto € a inversa generalizada quaternidnica de Moore - Penrose da
matriz A, conhecida como pseudo-inversa de A, e representada por Af.

Fidelis Zanetti de Castro (IMECC — UNICAMP) Alg. Linear Quaternidnica e o modelo CV — QHNN. 7 de maio de 2015



Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Teorema

O conjunto de solucdes @, para o problema geral tem como elemento genérico a

matriz
X = (PlT — HTP,P} + HTj) E+ (/4m —PjP, — RRT) Y,

onde Y € uma matriz arbitraria de dimensées apropriadas.

@ Escrevendo A = A; + Apj e B = By + Bsj, as matrizes que aparecem no
teorema acima sao:
[ AL AL A A _ _
P= Ay —idy A iAL ) P1 = Re(P), P, = Im(P),
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Quatérni as e propriedades

o R=(lsm— P{P)P]-
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o R=(lsm— P{P)P]-

—1
ozz@ﬁwmem%ﬂﬂﬂ@me).
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

o R=(lsm— P{P)P]-
—1
0 Z= (ho+ (s — RTR)P,PI Pl (I — RIR))

o H=Ri+ (hs— RIR)ZPsP! P! (Im — PTRT).
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

R = (lam — PIP1)P] -
—1
Z = (s + (hs - RTR)P,PI Pl (I — RIR))

H =R+ (hs — RIR)ZP:P} P} (Ism — P RT)-

Tomando Y como a matriz nula de dimensdes apropriadas, obtemos a
solucdo de norma de Frobenius minima

Xo = (PlT — HTPP} + HTj) E
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

R = (lam — PIP1)P] -

T _1
Z= (/25 4 (hs — RIR)PPIP] (s — RTR)) :

H =R+ (hs — RIR)ZP:P} P} (Ism — P RT)-

@ Tomando Y como a matriz nula de dimensdes apropriadas, obtemos a
solucdo de norma de Frobenius minima

Xo = (PlT — HTPP} + HTj) E

@ No caso em que B = I; € H*** temos Xq = Al
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Relacdo lacbnica entre os quatérnios e o software Matlab

@ N3o hd uma toolbox oficial no Matlab para se trabalhar de modo eficiente
com Algebra Quaternidnica!
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@ N3o hd uma toolbox oficial no Matlab para se trabalhar de modo eficiente
com Algebra Quaternidnica!

@ Essencialmente, o Matlab trabalha com quatérnios enxergando-os como
quadruplas de niimeros reais ou como duplas de nimeros complexos.
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@ N3o hd uma toolbox oficial no Matlab para se trabalhar de modo eficiente
com Algebra Quaternidnica!

@ Essencialmente, o Matlab trabalha com quatérnios enxergando-os como
quadruplas de niimeros reais ou como duplas de nimeros complexos.

@ Porém, o Matlab possui algumas operagGes entre quatérnios pré-definidas:
produto de quatérnios, soma de quatérnios, mdédulo, rotacdo e normalizagdo
de um quatérnio.
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Relacdo lacbnica entre os quatérnios e o software Matlab

@ N3o hd uma toolbox oficial no Matlab para se trabalhar de modo eficiente
com Algebra Quaternidnica!

@ Essencialmente, o Matlab trabalha com quatérnios enxergando-os como
quadruplas de niimeros reais ou como duplas de nimeros complexos.

@ Porém, o Matlab possui algumas operagGes entre quatérnios pré-definidas:
produto de quatérnios, soma de quatérnios, mdédulo, rotacdo e normalizagdo
de um quatérnio.

@ Desse modo, foi necessédrio construir uma “toolbox parcial” composta de 8
programas para se iniciar os trabalhos com Algebra matricial e vetorial
envolvendo quatérnios.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

O modelo CV-QHNN

@ As redes neurais de Hopfield quaternidnicas (QHNNSs, do inglés quaternionic
Hopfield neural networks) sdo generalizacdes da rede classica de Hopfield,
mas seus vetores apresentam entradas do conjunto dos quatérnios.
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O modelo CV-QHNN

@ As redes neurais de Hopfield quaternidnicas (QHNNSs, do inglés quaternionic
Hopfield neural networks) sdo generalizacdes da rede classica de Hopfield,
mas seus vetores apresentam entradas do conjunto dos quatérnios.

@ De um modo geral, as QHNNs definem, a partir de um vetor inicial x(0),

uma sequéncia x(0),x(1), ... de vetores cujas componentes s3o dadas pela
equacao de evolucao

X,'(t), V,'(t) =0, .
x,-(t—&—l):{ Fvi(), vi(t) £ 0. Vi=1,...
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O modelo CV-QHNN

@ As redes neurais de Hopfield quaternidnicas (QHNNSs, do inglés quaternionic
Hopfield neural networks) sdo generalizacdes da rede classica de Hopfield,
mas seus vetores apresentam entradas do conjunto dos quatérnios.

@ De um modo geral, as QHNNs definem, a partir de um vetor inicial x(0),
uma sequéncia x(0),x(1), ... de vetores cujas componentes s3o dadas pela
equacao de evolucao

X,'(t), V,'(I') =0, .
x,-(t—&-l):{ Fvi(), vi(t) £ 0. Vi=1,...,n.

@ Aqui, v;(t) denota o potencial de ativagdo do i-ésimo neurbnio da rede na
iteracdo t. Os pesos sindpticos podem ser obtidos usando a regra de
correlagdo (conhecida como aprendizado de Hebb) ou a regra de projecdo.
Além disso, f é a funcdo de ativacdo quaternidnica, que é o elemento chave
que difere os varios modelos de QHNNSs.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

@ No caso do modelo CV-QHNN (do inglés continuous-valued QHNN),
apresentado por Valle em 2014, usa-se, como funcdo de ativacdo, a funcdo

(1)) = “i(t)
NTG]
qsgn(vi(t))-

, que é uma generaliza¢3do da fun¢do sinal quaternidnica
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@ No caso do modelo CV-QHNN (do inglés continuous-valued QHNN),
apresentado por Valle em 2014, usa-se, como funcdo de ativacdo, a funcdo

oy vi(t)
NTG]
qsgn(vi(t))-

, que é uma generaliza¢3do da fun¢do sinal quaternidnica

o A CV-QHNN sempre converge para um estado estaciondrio, desde que
operada no modo assincrono. A principal vantagem desse modelo é que a sua
funcdo de ativagdo n3o obriga representarmos um quatérnio na forma
angulo-fase.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Trabalhos futuros

@ Dispomos dos programas para implementacdo efetiva do modelo CV-QHNN.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Trabalhos futuros

@ Dispomos dos programas para implementacdo efetiva do modelo CV-QHNN.

@ O préximo passo serd a implementagdo da equag3o da evolugdo da rede (com
atualiza¢do assincrona) usando armazenamento por correlagdo e por projecdo.
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Trabalhos futuros

@ Dispomos dos programas para implementacdo efetiva do modelo CV-QHNN.

@ O préximo passo serd a implementagdo da equag3o da evolugdo da rede (com
atualiza¢do assincrona) usando armazenamento por correlagdo e por projecdo.

@ Em seguida compararemos os resultados de capacidade de armazenamento e
de recuperacdo do modelo por meio de medidas adequadas.

Fidelis Zanetti de Castro (IMECC — UNICAMP) Alg. Linear Quaterniénica e o modelo CV — QHNN. 7 de maio de 2015 15/1



Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

Trabalhos futuros

Dispomos dos programas para implementa¢do efetiva do modelo CV-QHNN.

@ O préximo passo serd a implementagdo da equag3o da evolugdo da rede (com
atualiza¢do assincrona) usando armazenamento por correlagdo e por projecdo.

@ Em seguida compararemos os resultados de capacidade de armazenamento e
de recuperacdo do modelo por meio de medidas adequadas.

Fixaremos o nimero de neurdnios em 100 e testaremos a performance da
CV-QHNN para diferentes quantidades de vetores no conjunto de memdrias
fundamentais.
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Trabalhos futuros

@ Dispomos dos programas para implementacdo efetiva do modelo CV-QHNN.

@ O préximo passo serd a implementagdo da equag3o da evolugdo da rede (com
atualiza¢do assincrona) usando armazenamento por correlagdo e por projecdo.

@ Em seguida compararemos os resultados de capacidade de armazenamento e
de recuperacdo do modelo por meio de medidas adequadas.

@ Fixaremos o ndmero de neurdnios em 100 e testaremos a performance da
CV-QHNN para diferentes quantidades de vetores no conjunto de memérias
fundamentais.

@ Como sabemos da limitacdo da capacidade de armazenamento das redes de
Hopfield e do problema da referéncia cruzada (quando utilizamos
armazenamento por correlacdo), conjecturamos que obteremos resultados
mais eficazes usando armazenamento por projecdo.
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Quatérnios: definicdes basicas e propriedades

@ Por exemplo, numa visdo conservadora, se o niimero de neurdnios é n, o
nimero de memdrias armazenadas corretamente (usando correlagdo) serd

In(n)

proporcional a quando n — oo-
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proporcional a quando n — oo-

n

In(n)

@ Todavia, usando armazenamento por projecdo, a capacidade de
armazenamento € universal.
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@ Por exemplo, numa visdo conservadora, se o niimero de neurdnios é n, o
nimero de memdrias armazenadas corretamente (usando correlagdo) serd

n

In(n)

@ Todavia, usando armazenamento por projecdo, a capacidade de
armazenamento € universal.

proporcional a quando n — oo-

@ Apés o término do estudo do modelo CV-QHNN, iniciaremos o estudo do
modelo CV-QHNN para fins comparativos, analisando-se tolerdncia a ruidos,
capacidade de armazenamento e de recuperagio.
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@ Todavia, usando armazenamento por projecdo, a capacidade de
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proporcional a quando n — oo-

@ Apés o término do estudo do modelo CV-QHNN, iniciaremos o estudo do
modelo CV-QHNN para fins comparativos, analisando-se tolerdncia a ruidos,
capacidade de armazenamento e de recuperagio.
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