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R ssao

O objetivo de uma regressdo é descrever a relagdo de fundo (intrinseca)
entre uma varidvel resposta e uma ou mais variaveis independentes.

Uma regressao descreve um conjunto de dados através do ajustamento de
funcbes, sem ter acesso ao processo que geraram os dados.
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Regressao

O objetivo de uma regressdo é descrever a relagdo de fundo (intrinseca)
entre uma varidvel resposta e uma ou mais varidveis independentes.

Uma regressao descreve um conjunto de dados através do ajustamento de
funcbes, sem ter acesso ao processo que geraram os dados.

Seja o conjunto de dados de treino {(x*,y¥)}%_,, sendo x* a variavel
chamada independente e y* a varidvel chamada observacio. Uma
regressao designa uma aplicacdo f : X — Y que descreve a relagdo entre
xeXeyel.

Mas n3o sabemos qual é a relagdo entre as varidveis, para obté-la
precisamos da ajuda dos estimadores.
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Em sua forma mais geral, um estimador f é uma fun¢do das observacGes
f(x¥) = 7% que obtém uma estimativa ¥ das verdadeiras observacdes y*.

Procuramos uma estimativa no sentido que y estd préximo de y com
grande probabilidade. Ha varias formas de fazer isso, uma delas, é avaliar

a qualidade da estimativa.
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Assumimos que existe uma distribuicdo de probabilidade P(x,y) em X x Y
que padroniza a gerag¢do dos dados e a dependéncia do funcional de fundo

[Smola,98]. Tomamos os dados (x*, y¥) independente e identicamente
distribuidos.
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Nos modelos de predicao, o primeiro objetivo é construir um modelo que
melhor prediz os valores observados para novos dados.
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que padroniza a gerag¢do dos dados e a dependéncia do funcional de fundo
[Smola,98]. Tomamos os dados (x*, y¥) independente e identicamente
distribuidos.

Nos modelos de predicao, o primeiro objetivo é construir um modelo que
melhor prediz os valores observados para novos dados.

Mas n3o sabemos a relacio entre as associacles, entdo procuramos f de
modo a minimizar o risco, ou seja, o erro esperado entre todas as
amostras possiveis.
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Assumimos que existe uma distribuicdo de probabilidade P(x,y) em X x Y
que padroniza a gerag¢do dos dados e a dependéncia do funcional de fundo
[Smola,98]. Tomamos os dados (x*, y¥) independente e identicamente
distribuidos.

Nos modelos de predicao, o primeiro objetivo é construir um modelo que
melhor prediz os valores observados para novos dados.

Mas n3o sabemos a relacio entre as associacles, entdo procuramos f de
modo a minimizar o risco, ou seja, o erro esperado entre todas as
amostras possiveis. Em particular utilizamos a forma de risco empirico
para encontrar a estimativa f.
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Risco e Perda

Defini¢do (Risco Empirico)

Denote por (x,y,f(x)) € X xY x Y a tripla consistindo de um padrio x,
uma observacdo y e uma previsio f(x). O risco empirico é definido como

Ramplf] = + 3" plx, v £5)) @
i=1

onde a fungdo p : X x Y x Y — [0, 00) possui a propriedade p(x,y,y) =0
para todo x € X ey € Y serd chamada de fungao perda [Smola,98].
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Risco e Perda

Defini¢do (Risco Empirico)

Denote por (x,y,f(x)) € X xY x Y a tripla consistindo de um padrio x,
uma observacdo y e uma previsio f(x). O risco empirico é definido como

Ramplf] = + 3" plx, v £5)) @
i=1

onde a fungdo p : X x Y x Y — [0, 00) possui a propriedade p(x,y,y) =0
para todo x € X ey € Y serd chamada de fungao perda [Smola,98].

Uma estimativa é construida sobre a abordagem de perda e risco, nesse
sentido, a fun¢do perda representa o pre¢o que dispomos a pagar na
previsdo f(x) em vez de y. Ou seja, um estimador pode ou n&o ser
penalizado ao tomar uma estimativa muito préoxima da observagao.
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Observe que a expressdo do risco empirico pode ser calculada para
determinadas funcdes perda. Resolver esse problema constitui uma classe
de estimadores conhecidos como M-Estimador na literatura, expressos
pela relacao

Min Remp[f] = min % Zp(xi,}/i, f(xi)) (2)
i=1
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Observe que a expressdo do risco empirico pode ser calculada para
determinadas funcdes perda. Resolver esse problema constitui uma classe
de estimadores conhecidos como M-Estimador na literatura, expressos
pela relacao

Min Remp[f] = min % Zp(xi,}/i, f(xi)) (2)
i=1

Existem muitas fun¢des que descrevem bem os dados, e encontrad-las nem
sempre é facil. Por isso restringimos ao caso em que a relagdo entre os
dados é assumida linear.
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O Caso da Regressao Multilinear

Procuramos, em particular, solucionar um problema de regressao
multilinear.
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O Caso da Regressao Multilinear

Procuramos, em particular, solucionar um problema de regressao
multilinear.

No problema de regressao multilinear pretende-se modelar uma variavel
resposta y = [y1, ..., yn] com base em p varidveis independentes x!, ..., xP.
Temos n conjuntos de observagoes, isto €, (x,-l,xl-z, ...,x;’,y,-) com
i=1,...,n. Admitindo que a relagdo entre a varidvel independente e a

observacdo é linear, temos

f(xi) = ao + alx,-l + agx,-2 +..tapxP+e, i=1,..,n
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O Caso da Regressao Multilinear

Na forma matricial
y=Xa+e¢, (3)
com
1
y1 1 X .. X o0 €1
1 2
Vo 1 x5 ... x aq €2
y= . ; X = . . , = € &=
Vn 1 xt ... xP ap €n

representando o vetor das observacoes, a matriz das amostras, o vetor dos
coeficientes e o vetor dos erros, respectivamente.
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O Caso da Regressao Multilinear

Na forma matricial

y=Xa+e, (3)
com

1
341 1 x5 xt g €1

1 p
Vo 1 x5 ... x aq €2

y= . y X = . . , = e &=

1

Vn 1 xt .. X ap En

representando o vetor das observacoes, a matriz das amostras, o vetor dos
coeficientes e o vetor dos erros, respectivamente.

Neste caso, os estimadores procuram o vetor « de modo a aproximar Xa
dey, isto é Xa =~ y, ou ainda f(X) ~y.
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O Caso da Regressao Multilinear

No caso de uma regressdo, f é uma fung¢ao que estima quantidades reais.
Dessa forma, o que importa é o tamanho da diferenga y — f(x), ou seja, a
quantidade de previsao errada.
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O Caso da Regressao Multilinear

No caso de uma regressdo, f é uma fung¢ao que estima quantidades reais.
Dessa forma, o que importa é o tamanho da diferenga y — f(x), ou seja, a
quantidade de previsao errada.

A funcao perda definida anteriormente para o caso da regressdo multilinear

toma a forma
p(x.y, f(x)) = l(y — Xar) (4)

com £ : R — [0, 00).
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O Caso da Regressao Multilinear

No caso de uma regressdo, f é uma fung¢ao que estima quantidades reais.
Dessa forma, o que importa é o tamanho da diferenga y — f(x), ou seja, a
quantidade de previsao errada.

A funcao perda definida anteriormente para o caso da regressdo multilinear
toma a forma

p(x,y, f(x)) = Uy — Xx) (4)
com £ : R — [0, 00).

Portanto um estimador de regressao multilinear encontra o melhor
coeficiente a* que minimiza o risco empirico, ou seja

a* —argorpéﬁpnz:€<y, Zx ak> (5)
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Exemplos de Funcao Perda

Funcdo perda quadrética: £g(u) = u?,

vt S < k
Funcdo de Tukey: ¢1(u) = k22 22 T pks S lu] <
3 se |u|l >k

Silva,E.P. (UNICAMP-IMECC) SPAMs 11 / 60



Exemplos de Funcao Perda

Fungdo médulo: ¢1(u) = |ul,
— >
Fungdo perda e-insensivel: ¢.(u) = { i)u| c ze |Cu| =€
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Estimadores Robustos

Como a expressao do risco empirico depende da fungdo perda, e essa é
escolhida de acordo com o problema a ser resolvido, a solucdo da
minimizac3o do risco pode ser feita utilizando diversos algoritmos, dentre
esses estdo os métodos iterativos e de otimizagdo convexa.
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Estimadores Robustos

Como a expressao do risco empirico depende da fungdo perda, e essa é
escolhida de acordo com o problema a ser resolvido, a solucdo da
minimizac3o do risco pode ser feita utilizando diversos algoritmos, dentre
esses estdo os métodos iterativos e de otimizagdo convexa.

Utilizamos duas medidas para escolher os estimadores:

* Robustez é a insensibilidade a pequenas variacdes nas hipdteses.
x O ponto de quebra ou breakdown point é a menor fracdo de
contaminag3o que pode causar o estimador f(x*) tomar valores
arbitrariamente longe de y* [Rousseeuw,87].
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Estimadores Robustos

Como a expressao do risco empirico depende da fungdo perda, e essa é
escolhida de acordo com o problema a ser resolvido, a solucdo da
minimizac3o do risco pode ser feita utilizando diversos algoritmos, dentre
esses estdo os métodos iterativos e de otimizagdo convexa.

Utilizamos duas medidas para escolher os estimadores:

* Robustez é a insensibilidade a pequenas variacdes nas hipdteses.
x O ponto de quebra ou breakdown point é a menor fracdo de
contaminag3o que pode causar o estimador f(x*) tomar valores
arbitrariamente longe de y* [Rousseeuw,87].

Entretanto, tanto os dados x?, ...,xP quanto y podem ser corrompidos,
quando isso ocorre denominamos por leverage points e outliers,
respectivamente.
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Memoarias Associativas

Baseados na forma em que o cérebro é capaz de armazenar e recordar
informagdes, apresentamos as Memdérias Associativas.
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Memoarias Associativas

Baseados na forma em que o cérebro é capaz de armazenar e recordar
informagdes, apresentamos as Memdérias Associativas.

Uma memdria associativa é um sistema de entrada e saida capaz de
armazenar e recordar um conjunto finito de dados. E esperado que a
memoria seja capaz de recuperar a informagdo como resposta mesmo
quando apresentado na entrada com um dado corrompido. S3o duas as
fases envolvidas na operacdo de uma memdria associativa:
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Memoarias Associativas
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informagdes, apresentamos as Memdérias Associativas.

Uma memdria associativa é um sistema de entrada e saida capaz de
armazenar e recordar um conjunto finito de dados. E esperado que a
memoria seja capaz de recuperar a informagdo como resposta mesmo
quando apresentado na entrada com um dado corrompido. S3o duas as
fases envolvidas na operacdo de uma memdria associativa:

@ fase de armazenamento: o processo de sintetizar uma memoria
associativa;
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Memoarias Associativas

Baseados na forma em que o cérebro é capaz de armazenar e recordar
informagdes, apresentamos as Memdérias Associativas.

Uma memdria associativa é um sistema de entrada e saida capaz de
armazenar e recordar um conjunto finito de dados. E esperado que a
memoria seja capaz de recuperar a informagdo como resposta mesmo
quando apresentado na entrada com um dado corrompido. S3o duas as
fases envolvidas na operacdo de uma memdria associativa:

@ fase de armazenamento: o processo de sintetizar uma memoria
associativa;

@ Fase de recordagcdo: a memdria é testada para verificar se foram
armazenadas corretamente e a capacidade de correcdo de erro é
medida.
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Memoarias Associativas

Formalmente seja F = {(uX,v¥) : k = 1,..., p}, composto dos vetores

uk € R" e vk € R™, chamado conjunto das memdrias fundamentais. Para
uma memdoria associativa criamos uma associacdo M : R” — R™ entre a
entrada uX e a saida v¥, chamada aplicac3o associativa, com a
propriedade de que

M(uk) = vk e M%) =vk vk=1,..,p (6)

k

ou seja, X e uk devem produzir a mesma saida.

Cada par (u*,vk) armazenado na meméria é chamado associacdo com a
entrada do sistema u¥ dito padrdo-chave e a saida do sistema v dito
padrdo recordado.
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Memoarias Associativas

As memorias associativas que sdo classificados de varias formas, em
particular, dizemos que uma memdria associativa é:
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Memoarias Associativas

As memorias associativas que sdo classificados de varias formas, em
particular, dizemos que uma memdria associativa é:
@ Heteroassociativa quando a entrada uX é diferente da saida v*;

@ Autoassociativa no caso em que a entrada e a saida sao os mesmos.
Neste caso, os termos memdrias fundamentais e chave fundamental

s30 sindnimos. )

Silva,E.P. (UNICAMP-IMECC) SPAMs 16 / 60



Memoarias Associativas

As memorias associativas que sdo classificados de varias formas, em
particular, dizemos que uma memdria associativa é:

@ Heteroassociativa quando a entrada uX é diferente da saida v*;

@ Autoassociativa no caso em que a entrada e a saida sao os mesmos.
Neste caso, os termos memdrias fundamentais e chave fundamental
$30 sindnimos.

Pelas variedade de aplicagOes e por ser conceitualmente mais simples,
faremos o estudo das memdrias autoassociativas.
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Memodrias Autoassociativas

Se a memdria é autoassociativa o conjunto das memdrias fundamentais é
da forma
_ gl 2
F={u",u, ... ,uP},

com os vetores ul, ...,uP € R"” denominados memdrias fundamentais.

Definimos uma meméria autoassociativa como uma aplicagao
M : R" — R” tal que

Mu¥) =u* e M(iiF)=uk VYk=1,...,p (7)
para 0¥ vers3o ruidosa de uX. A aplicacdo M é chamada aplicacdo
associativa.
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Memodrias Autoassociativas

Se a memdria é autoassociativa o conjunto das memdrias fundamentais é
da forma
_ gl 2
F={u",u, ... ,uP},

com os vetores ul, ...,uP € R"” denominados memdrias fundamentais.

Definimos uma meméria autoassociativa como uma aplicagao
M : R" — R” tal que

Mu¥) =u* e M(iiF)=uk VYk=1,...,p (7)
para 0¥ vers3o ruidosa de uX. A aplicacdo M é chamada aplicacdo
associativa.

Assumimos as memdrias fundamentais linearmente independentes. )
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Memoria Associativa Linear - LAM

Os primeiros modelos de memdrias por associacdo, assume-se que 0s
padrdes sdo transformados linearmente [Kohonen,87] através da equagdo

uk = Mu* Yk=1,..,p, (8)

onde M € R™*" representa a matriz de interconexdes. Essa abordagem é
conhecida por Memdria Associativa Linear (LAM) e classicamente, este
modelo é referénciado a Anderson, Kohonen e Nakano.
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Meméria Autoassociativa Linear Otima - OLAM

Em particular, procura-se a matriz M tal que U = MU, com
U = [ul, ...,uP] chamada matriz das memérias fundamentais.
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Meméria Autoassociativa Linear Otima - OLAM

Em particular, procura-se a matriz M tal que U = MU, com
U = [ul, ...,uP] chamada matriz das memérias fundamentais.

A expressao possui solucdo do problema de quadrados minimos com a
norma de Frobenius para matrizes [Watkins,02],[Hecht-Nielsen,89], que é
expressa da seguinte forma

i U — MU||%. 9
MQQRJ,,’JM” I3 (9)

Logo, podemos resolver (9) e encontrar a matriz de norma minima Mg,
que resolve o problema da meméria (8).
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Meméria Autoassociativa Linear Otima - OLAM

A solucao
My = UUT (10)

em que UT é conhecida como a pseudo-inversa (ou inversa generalizada de
Moore-Penrose) de U e pode ser calculada utilizando

ut=wTu)tu'.
Dado a entrada x € R”, a memdria
Mo(x) = Mpx,

constitui 0 modelo de Meméria Autoassociativa Linear Otima (OLAM)
[Kohonen,87],[Hassoun,95].

Silva,E.P. (UNICAMP-IMECC) SPAMs 20 / 60



Meméria Autoassociativa Linear Otima - OLAM

A solucao
My = UUT (10)

em que UT é conhecida como a pseudo-inversa (ou inversa generalizada de
Moore-Penrose) de U e pode ser calculada utilizando

ut=wTu)tu'.
Dado a entrada x € R”, a memdria
Mo(x) = Mpx,

constitui 0 modelo de Meméria Autoassociativa Linear Otima (OLAM)
[Kohonen,87],[Hassoun,95].

A matriz M é a matriz de projecdo no espaco gerado pelos padrdes
fundamentais u¥, por isso dizemos que esta é uma memdria armazenada
por projecao.
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Exemplo - OLAM

Seja 7 = {u',u?,u3,u*} C R o conjunto das memérias fundamentais
composto dos vetores

10
2
1 9 2
4
10
4

(11)

woanNn PP w
w
~

W s~ WO

c
I
o A~ OO
D
c
I

—_
o

Tomamos o vetor de entrada
x=[029 4 10 8, (12)

obtido através da soma do vetor de ruido [-10 0 0 0 0 4] e u'.
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Exemplo - OLAM

Calculamos a matriz da projegdo

Mo = U * UT
[ 069 —0.28 0.15 012 0.05 0.30 ]
—0.28 072 0.02 013 0.14 0.28
015 002 035 004 043 —0.09
0.12 013 0.04 092 -011 -0.13
005 014 043 —0.11 060 —0.09
| 030 028 —0.09 —0.13 —0.09 0.69 |

e recuperamos a memdoria
Mo(x) = [4.30 5.96 7.07 2.22 9.05 3.76]". (13)

A saida Mo(x) n3o recupera a memdria fundamental u' corretamente.
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Exemplo - OLAM

Calculamos a matriz da projegdo

Mo = U x UT
[ 0.60 —0.28
—0.28 0.72
| 015 0.02
~ | 012 013
005 0.14
| 030  0.28

e recuperamos a memdoria

0.15
0.02
0.35
0.04
0.43
—0.09

0.12  0.05
0.13 0.14
0.04 0.43
092 -0.11
—-0.11 0.60
—-0.13 -0.09

0.30 |

0.28
—0.09
—0.13
—0.09

0.69 |

Mo(x) = [4.30 5.96 7.07 2.22 9.05 3.76]".

(13)

A saida Mo(x) n3o recupera a memdria fundamental u' corretamente.
Ainda, o erro ||u’ — Mo(x)||2 = 7.48 é menor que o erro

Jul — x||» = 10.77.
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

Motivados pelas propriedades e caracteristicas atratativas buscamos definir
as memorias de projecdo para o caso autoassociativo.
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Observe que a memdria fundamental u* é um ponto fixo da memédria
autoassociativa.
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

Motivados pelas propriedades e caracteristicas atratativas buscamos definir
as memorias de projecao para o caso autoassociativo.

Observe que a memdria fundamental u* é um ponto fixo da memédria
autoassociativa.

Considere
§ ={s e R":M(s) =s},

o conjunto dos pontos fixos da aplicacdo M. Note que se M é uma
memoria autoassociativa entdo F C §.
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

Motivados pelas propriedades e caracteristicas atratativas buscamos definir
as memorias de projecao para o caso autoassociativo.

Observe que a memdria fundamental u* é um ponto fixo da memédria
autoassociativa.

Considere
§ ={s e R":M(s) =s},

o conjunto dos pontos fixos da aplicacdo M. Note que se M é uma
memoria autoassociativa entdo F C §.

E natural procurar a saida M(uX) como a projecdo do vetor de entrada no
conjunto 8 para alguma distancia.
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

Dessa forma, combinando a definicido de memdéria como fungdo associativa

e o conjunto dos pontos fixos da aplicacdo, o resultado é a seguinte classe
de memorias.
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

Dessa forma, combinando a definicio de memdria como funcdo associativa
e o conjunto dos pontos fixos da aplicacdo, o resultado é a seguinte classe
de memérias.

Definicdo (Meméria Autoassociativa de Proje¢do)

Uma memdria associativa M : R" — R" é uma Memdria Autoassociativa
de Projecdo (PAM), se para qualquer entrada x € R" temos que

M(x) € 8§ e d(x,M(x)) < d(x,s), Vse€S§ (14)

com d uma certa fungdo de distancia em R".
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

A PAM é uma interessante classe de memorias pois possui as seguintes
propriedades:
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

A PAM é uma interessante classe de memorias pois possui as seguintes
propriedades:

@ O vetor M(x) recuperado pelo modelo PAM é a melhor aproximag&o
de x em 8.
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

A PAM é uma interessante classe de memorias pois possui as seguintes
propriedades:

@ O vetor M(x) recuperado pelo modelo PAM é a melhor aproximag&o
de x em 8.

@ A saida se mantém inalterada sobre repetidas aplicacdes de M.
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Memdria Autoassociativa de Projecao - PAM

A PAM é uma interessante classe de memorias pois possui as seguintes
propriedades:

@ O vetor M(x) recuperado pelo modelo PAM é a melhor aproximag&o
de x em 8.

@ A saida se mantém inalterada sobre repetidas aplicacdes de M.

© A PAM exibe capacidade étima de armazenamento (assumindo
FCS).
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Memérias Autoassociativas de Projecao em Subespaco -

SPAM

Motivados pelo fato que muitos grupos de transformacdes consideram a
saida como combinacdo linear dos vetores da base.
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Memérias Autoassociativas de Projecao em Subespaco -

SPAM

Motivados pelo fato que muitos grupos de transformacdes consideram a
saida como combinacdo linear dos vetores da base.

Colocamos 8§ como subespago e assim impomos que a memdria seja
invariante a escala. O resultado é a préxima classe de memdrias.
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Memérias Autoassociativas de Projecao em Subespaco -

SPAM

Motivados pelo fato que muitos grupos de transformacdes consideram a
saida como combinacdo linear dos vetores da base.

Colocamos 8§ como subespago e assim impomos que a memdria seja
invariante a escala. O resultado é a préxima classe de memdrias.

Definicdo (Meméria Autoassociativa de Proje¢do em Subespaco)

Se M : R" — R" € uma memdria autoassociativa de projecdo e 8 é
subespaco (linear) de R", ent3o dizemos que M é uma Memdria
Autoassociativa de Projecdo em Subespaco (SPAM).
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Memérias Autoassociativas de Projecao em Subespaco -

SPAM

Como menor conjunto em 8 contendo todas as memérias fundamentais é
F, colocamos a seguinte hipdtese:
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Memérias Autoassociativas de Projecao em Subespaco -

SPAM

Como menor conjunto em 8 contendo todas as memérias fundamentais é
F, colocamos a seguinte hipdtese:

“O conjunto dos pontos fixos da aplicacdo associativa M € subespaco
gerado pelas memdrias fundamentais.”
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Memérias Autoassociativas de Projecao em Subespaco -

SPAM

Como menor conjunto em 8 contendo todas as memérias fundamentais é
F, colocamos a seguinte hipdtese:

“O conjunto dos pontos fixos da aplicacdo associativa M € subespaco
gerado pelas memdrias fundamentais.”

Para reduzir a quantidade de memdrias esplrias, que s3o as associagoes
que n3o fazem parte do conjunto das memdrias fundamentais.
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Dado a entrada x € R" caracterizamos a saida M(x) € 8 como a
combinac3o linear das memérias fundamentais ul, ...,uP. Em outros
termos, existem o, ..., ap € R escalares tais que

M(x) = agu® + au® + ... + a,uP. (15)

Havendo os vetores das memdrias fundamentais F, para descrever a
aplicagdo associativa M precisamos encontrar os coeficientes a1, ..., ap.
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Dado a entrada x € R" caracterizamos a saida M(x) € 8 como a
combinac3o linear das memérias fundamentais ul, ...,uP. Em outros
termos, existem o, ..., ap € R escalares tais que

M(x) = agu® + au® + ... + a,uP. (15)

Havendo os vetores das memdrias fundamentais F, para descrever a
aplicagdo associativa M precisamos encontrar os coeficientes a1, ..., ap.

Matricialmente a expressdo (15) toma a forma
M(x) = Ue, (16)

sendo U = [ul,u?, ..., uP] € R"™*P a chamada matriz das memdrias
fundamentais e a = [y, ..., p] T 0 vetor dos coeficientes.
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Relagcdo Entre SPAM e Regressao Multilinear

Considere a segunda restricdo da definiciao de PAM e a equacgdo da
memdria
d(x,M(x)) < d(x,s), Vse8§
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Relagcdo Entre SPAM e Regressao Multilinear

Considere a segunda restricdo da definiciao de PAM e a equacgdo da
memdria
d(x, Ua) < d(x,s), Vs€ 8
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Relagcdo Entre SPAM e Regressao Multilinear

Considere a segunda restricdo da definiciao de PAM e a equacgdo da
memdria

d(x, Ua) < d(x,s), Vs€ 8

procuramos encontrar a*(x) que minimize a express3o.

a*(x) = arg Orpeiﬂgp d(Ua, x).
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Relagcdo Entre SPAM e Regressao Multilinear

Considere a segunda restricdo da definiciao de PAM e a equacgdo da
memdria
d(x, Ua) < d(x,s), Vs€ 8

procuramos encontrar a*(x) que minimize a express3o.
. .
a®(x) =arg min d(Ua, x).
(x) = arg min, d(Uax,x)

Este também pode ser visto como o problema de encontrar o de forma a
aproximar Ua de x, isto é,
x~ Ua. (17)

que pode ser visto como um problema de regressdo multilinear ja que o
conjunto das memdrias fundamentais & possui uma relagdo intrinseca, ou
seja sdo dados de treino.
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Relacdo Entre SPAM e Regressao Multilinear

Considerando a distancia

a*(x) = arg orznelﬁp d(Ua,x). (18)

em termos da fung¢do perda, ou seja

d(Ua, x) ZE Xj — ZUUaJ . (19)
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Obtemos o problema de estimar os coeficientes da regressdo multilinear

e podemos utilizar a classe de M-estimadores para encontrar a melhor
estimativa para o coeficiente a.
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Obtemos o problema de estimar os coeficientes da regressdo multilinear

e podemos utilizar a classe de M-estimadores para encontrar a melhor
estimativa para o coeficiente a.

Essa é a abordagem proposta: construir memarias autoassociativas de
projecao em subespaco para diferentes funcbes distancia.
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A OLAM é uma SPAM

Vamos retomar o caso da OLAM, em que a solugdo de U = MU também
é solucdo de

min ||U — MU||2.
MeRmx*n

Analisando a matriz M, sabemos
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A OLAM é uma SPAM

Vamos retomar o caso da OLAM, em que a solugdo de U = MU também
é solucdo de

min ||U — MU||2.
MeRmx*n

Analisando a matriz M, sabemos
o M5 = U(UTU)_lUT
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A OLAM é uma SPAM

Vamos retomar o caso da OLAM, em que a solugdo de U = MU também
é solucdo de

min ||U — MU||2.
MeRmx*n

Analisando a matriz M, sabemos
o M5 = U(UTU)_IUT
° Mo(x) = MEx = U(UTU)tUx.

Silva,E.P. (UNICAMP-IMECC) SPAMs

32/ 60



A OLAM é uma SPAM

Vamos retomar o caso da OLAM, em que a solugdo de U = MU também
é solucdo de

min ||U — MU||2.
MeRmx*n

Analisando a matriz M, sabemos

o M5 = uuruy-tu’

° Mo(x) = MEx = U(UTU)tUx.
Por outro lado,

o Mo(x) = Mpx=U(UTU)*U"x

N——

ap
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A OLAM é uma SPAM

E a solugdo de norma minima para o vetor dos coeficientes do seguinte
problema
* H 2
a’y(x) = arg min ||x — Ualls. 20
blx) = arg min_|Ix — Va3 (20)

no qual a fungdo objetivo pode ser vista fazendo uso da fun¢ao distancia
dom(v", ZeQM — M(x)), (21)

em que a funcdo perda toma a forma da perda quadratica £ou(x) = x.

Ou seja,
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A OLAM é uma SPAM

E a solucdo de norma minima para o vetor dos coeficientes do seguinte
problema
* H 2
ap(x) = arg min ||x — Ualls. 20
b(x) = arg min [|x— Uall (20)

no qual a fungdo objetivo pode ser vista fazendo uso da fun¢ao distancia

dom(v", ZeQM — M(x)), (21)

em que a funcdo perda toma a forma da perda quadratica £ou(x) = x.
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A OLAM é uma SPAM

E combinando essas expressoes temos a seguinte relacdo verdadeira:

M(x) = Mix = U[(UTU) U x] = Uab. )
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A OLAM é uma SPAM

E combinando essas expressoes temos a seguinte relacdo verdadeira:

M(x) = Mix = U[(UTU) U x] = Uab. )

Logo, afirmamos que a OLAM é uma SPAM com a fun¢do distancia sendo
a distancia euclidiana [Valle,13].
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A OLAM é uma SPAM

E combinando essas expressoes temos a seguinte relacdo verdadeira:

M(x) = Mix = U[(UTU) U x] = Uab. )

Logo, afirmamos que a OLAM é uma SPAM com a fun¢do distancia sendo
a distancia euclidiana [Valle,13].

Uma das estratégias para melhorar a performance da OLAM ¢ analisar o
problema das SPAMs considerando estimadores robustos.
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Meméria Autoassociativa de Projecao em Subespaco

Baseada em Estimadores Robustos

Cada M-estimador é definido colocando hipéteses sobre a fun¢do perda.
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Meméria Autoassociativa de Projecao em Subespaco

Baseada em Estimadores Robustos

Cada M-estimador é definido colocando hipdteses sobre a fungdo perda.

Huber define qualquer estimativa a*, o problema de minimizar a forma

n P n
min ZE X — Z Ujoj | = min Zﬁ(r;),
i=1 j=1 i=1

e pela equacao implicita
n p
Zw,- X,'—ZU,:,'O[J' UIZ;ZO, Vk:].,...,p.
i=1 j=1

definida em termos da fungcdo peso w; = Zl(r—'_r") [Fox,02].

(22)
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Uma fungdo ¢ que indica a contribuicdo do residual r; na funcdo objetivo,
e satisfaz as seguintes propriedades

(i) n§o—negatividade, isto é, ¢(r) > 0;

(i) £(0) =
(iii) simetria, isto &, £(r) = {(—r);
v) s

(i

E dita uma M-Estimativa.

e |ri| > |rj| entdo ¢(r;) > {(rj), para quaisquer i, ;.
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Uma fungdo ¢ que indica a contribuicdo do residual r; na funcdo objetivo,
e satisfaz as seguintes propriedades

(i) néo—negatividade, isto é, £(r) > 0;

(ii) £(0) =

(iii) simetria, isto é, £(r) = ¢(—r);

(iv) se |ri| > |rj| entdo €(r;) > £(rj), para quaisquer i, ;.

E dita uma M-Estimativa. )

se a fungdo distancia d em (18) for diferencidvel seu minimo é obtido ao
tomar as derivadas com respeito as coordenadas de « e igualar a zero.
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Uma fungdo ¢ que indica a contribuicdo do residual r; na funcdo objetivo,

e satisfaz as seguintes propriedades
(i) néo—negatividade, isto é, £(r) > 0;
(ii) £(0) =
(iii) simetria, isto é, £(r) = ¢(—r);
v) s

(i

E dita uma M-Estimativa.

e |ri| > |rj| entdo ¢(r;) > {(rj), para quaisquer i, ;.

se a fungdo distancia d em (18) for diferencidvel seu minimo é obtido ao

tomar as derivadas com respeito as coordenadas de « e igualar a zero.

Neste caso, a estimativa robusta a* corresponde a solucdo do problema de

quadrados minimos ponderados

. . 2
arg min ||W(Uar — )|

onde W = diag(w1, w2, ...,wn) é uma matriz diagonal n x n. Ou seja,

resolver (18) é o mesmo que resolver (23).

(23)
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Uma sugestao de funcao perda é utilizar 1, que possui a seguinte funcao
perda associada

wr(r) :{ (1= (r/k)?)? ;r! =k (24)
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Uma sugestao de funcao perda é utilizar 1, que possui a seguinte funcao
perda associada

wrlr) = { 0, | > k. (24)

A constante de tuneamento k deve ser selecionada de modo a garantir alta
eficiéncia quando a distribuicdo é assumida padrdo, em particular o valor
4.685

= 56754 mediana(|r — mediana(|r|)|),

assegura 95% de eficiéncia quando os erros sdo normais e também
proporciona protecao contra outliers.
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M-SPAM

No contexto das memdrias associativas, encontrado ax/, a memoria é
obtida através da relacao

Mu(x) = Uady,

denominada Memdria Autoassociativa de Projecdo em Subespaco Baseada
no Método Robusto de M-Estimativa (M-SPAM), introduzida por Valle
em 2013.
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Exemplo M-SPAM

Retomando os dados do primeiro exemplo, calculamos o vetor dos
coeficientes
aly(x) =[1.16 —054 —0.26 0.71]",

e a saida da M-SPAM
Mm(x) = [14.11 2 9.37 4 10 g]'.

Note que ha trés valores semelhantes 8 meméria fundamental
ul =[10 2 9 4 10 4], e o erro encontrado & |[u! — M (x)||3 = 5.75
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O S-estimador introduzido por Rousseeuw e Yohai em 1984 é baseado no
método do M-Estimador de Huber, entretanto a abordagem utilizada foi

de utilizar uma escala de residuais com o objetivo de melhorar o ponto de
quebra do estimador.

Quando ¢ : R — [0, 00) que indica a contribui¢do do residual r; na fungdo
objetivo, e satisfaz as seguintes propriedades

(i) ¢ é simétrica, continuamente diferencidvel e ¢(0) = 0;

(i) existe ¢ > 0 tal que ¢ é estritamente crescente em [0, c] e
constante em [c, 00).

o S-Estimador a5 é definido por

as = arg Cryr&iﬁﬂ o(n(a), n(a),..., m(a)) (25)

v
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S-SPAM

e a estimativa final ponderada é

6 =o(n(as), n(ay),..., mlag)). (26)

Podemos interpretar o(r(a)) como a medida do tamanho dos valores
absolutos do residuo. Assim uma S-estimativa pode ser vista como a
minimizacdo de o(r(c)) para diferentes escalas de estimativa o.
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S-SPAM

e a estimativa final ponderada é

6 =o(n(as), n(ay),..., mlag)). (26)

Podemos interpretar o(r(a)) como a medida do tamanho dos valores
absolutos do residuo. Assim uma S-estimativa pode ser vista como a
minimizacdo de o(r(c)) para diferentes escalas de estimativa o.

Ao final, o coeficiente estimado é o’ e
Ms(x) = Uas

é a chamada Memdria Autoassociativa de Projecdo em Subespaco
Baseada na S-Estimativa (S-SPAM).
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Exemplo S-SPAM

Retomando os dados do primeiro exemplo, calculamos o vetor dos
coeficientes
a%(x) =[1.08 —0.08 0.10 —0.28]7,

e a saida da S-SPAM
Ms(x) =[8.95 1.08 9 4 10 2.08]".

Obtemos valores parecidos ao da M-SPAM. Note que ha trés valores
semelhantes & memdria fundamental u! = [10 2 9 4 10 4], e o erro
encontrado é ||ul — Ms(x)||3 = 2.36 menor que o encontrado pela
M-SPAM.
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Esse MM-estimador introduzido por Yohai em 1987 com o objetivo de

melhorar o ponto de quebra de um M-Estimador utilizando-se de uma
estimativa de escala e de uma M-estimativa.
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Esse MM-estimador introduzido por Yohai em 1987 com o objetivo de
melhorar o ponto de quebra de um M-Estimador utilizando-se de uma
estimativa de escala e de uma M-estimativa.

O MM-Estimador é dado em trés estagios:

(1° estdgio) Toma uma estimativa ag com alto ponto de quebra.

(2° estagio) Calcula os residuos
p
rile) = yi — Z Ujoj, Yi=1,..,n.
j=1

e calcula uma S-estimativa & = o(r()) utilizando uma fungdo ¢4 como
funcido perda.
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(3° estagio) Seja £a e (g satisfazendo

(i
(ii
(i

(iv) se fi(u) <ae0 < u<ventdo j(u) < li(v);

i(0) =0, ¢; simétrica e ¢; continua;
0 < u < vimplica ¢;j(u) < ¥;i(v);
seja a =sup/j(u) entdo 0 < a < o0;

)
) ¢
)
)

para i = A, B e em particular,
(v) £e(u) < La(u) e suplp(u) = supla(u) = a.
Denote w = ¢z entdo a MM-Estimativa aj,,, é definida como a solugdo

de .
> w <o—2r((2)))> Ux=0, Vk=1,...p

i=1

o qual verifica d(aj},,) < d(at) onde

)= ,.Z:EB (sen)
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MM-SPAM

Encontrado a estimativa a},), podemos recuperar a memdria através da
expressao

MM/\//(X) = UOCX/,M
chamada Meméria Autoassociativa de Projecdo em Subespaco baseada no
MM-Estimador (MM-SPAM).
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Exemplo MM-SPAM

Retomando os dados do primeiro exemplo, calculamos o vetor dos
coeficientes

af(x) =[0.02 1.95 —0.13 —0.11]7,
e a saida da MM-SPAM
Mum(x) = [4.35 5.95 7.13 2.31 9.11 3.71]".

Note que n3o ha valores semelhantes a memoria fundamental

ul =[10 2 9 4 10 4], e o erro encontrado é |[ul — Mum(x)|3 = 7.39.
Este erro é maior que o encontrado pela S-SPAM, mas menor que o
encontrado pela M-SPAM.
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Meméria Autoassociativa de Projecao em Subespaco

Baseada em Estimadores Robustos

Apesar dos estimadores de regressao robusto serem resistentes a outliers,
escolher estimadores levando em conta o ponto de quebra, pode n3o ser

vantajoso se tratando de memdrias associativas, ja que em geral a matriz
das memérias fundamentais ndo deve ser corrompida.
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Meméria Autoassociativa de Projecao em Subespaco

Baseada em Estimadores Robustos

Apesar dos estimadores de regressao robusto serem resistentes a outliers,
escolher estimadores levando em conta o ponto de quebra, pode n3o ser

vantajoso se tratando de memdrias associativas, ja que em geral a matriz
das memérias fundamentais ndo deve ser corrompida.

Outra abordagem para o problema surge quando removemos a hipdtese de
que d deve ser diferencidvel, assim d pode ser uma aplicacdo que permite
erros.
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e-Regressdao de Maquina de Vetor de Suporte

Uma e-Regressdo de Mdquina de Vetor de Suporte (e-SVR) para o caso da
regressao multilinear é construida utilizando a funcao perda e-insensivel /.
que ignora os erros entre a estimativa e o verdadeiro valor, menores que €.
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Regressao de Maquina de Vetor de Suporte

Uma e-Regressdo de Mdquina de Vetor de Suporte (e-SVR) para o caso da

regressao multilinear é construida utilizando a funcao perda e-insensivel /.

que ignora os erros entre a estimativa e o verdadeiro valor, menores que €.
v

Em particular, a curva estimada f deve ser o mais plana possivel, o que é
descrito pedindo que o vetor dos coeficientes « seja proximo de zero.

Essa particularidade é motivada do fato de que os dados de treino s3o
assumidos gerados pela mesma relagdo de fundo.
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O objetivo da e-SVR é obter um erro pequeno ao minimizar o risco
funcional

1 C
Rempld] = 5|2 + —di(x, Ua)

onde a funcdo distancia

n p
d-(x, Uax) := ZEE Xj — Z Uja;
i=1 j=1

mede a perda e-insensivel dos erros de treino e C > 0 é a constante que
determina a associagdo entre a complexidade do modelo (a planitude da

curva) e a quantidade de desvios maiores que £ que s3o tolerados
[haykin09,smola08,vapnik99b].
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O objetivo da e-SVR é obter um erro pequeno ao minimizar o risco
funcional

1 C
Rempld] = 5|2 + —di(x, Ua)

onde a funcdo distancia

n p
d-(x, Uax) := ZEE Xj — Z Uja;
i=1 j=1

mede a perda e-insensivel dos erros de treino e C > 0 é a constante que
determina a associagdo entre a complexidade do modelo (a planitude da
curva) e a quantidade de desvios maiores que £ que s3o tolerados
[haykin09,smola08,vapnik99b].

Desse modo, se C é um valor alto entdo o objetivo é minimizar a perda,
mas se C assume um valor baixo ent3o aprecia-se a planitude da curva.
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Formalmente, a e-SVR performa uma estimativa utilizando uma fun¢3o

perda e-insensivel e tenta diminuir a complexidade do modelo minimizando
2
[lex]]".
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Formalmente, a e-SVR performa uma estimativa utilizando uma fun¢do

perda e-insensivel e tenta diminuir a complexidade do modelo minimizando
2
[lex]]".

Para isso, seja §,-+,§,-_ >0, i=1,...,n denominadas varidveis de folga,
que penalizam a distancia entre as componentes de x e Ua. Ou seja,

de(x, Ua) <Y (&5 + &)
i=1

1=

logo as restricbes sobre as varidveis de folga

p
Xi—ZUUaj Sé‘-i-f,-—i_
=1
p 7 (27)

Y Ujaj—xi<e+&, Vi=1,..,n
j=1
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Formalmente, a e-SVR performa uma estimativa utilizando uma fun¢do

perda e-insensivel e tenta diminuir a complexidade do modelo minimizando
2

|lex|[*.

Para isso, seja §,-+,§,-_ >0, i=1,...,n denominadas varidveis de folga,
que penalizam a distancia entre as componentes de x e Ua. Ou seja,

d-(x, U Z(§++§

logo as restricbes sobre as varidveis de folga

P
X,—ZU,'J'Oéjﬁg‘f‘{;—i_

j=1
L (27)
Y Ujaj—xi<e+&, Vi=1,..,n
Jj=1

A estimativa e-SVR do vetor o é obtida como solu¢do do seguinte

problema de otimizacao
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T
minimizar EZOzJ —i—Z({,- +&7)
J:]_ I:].
P
sujeito a x,-—ZUUOgSE—i-f,-Jr 8
2 29)

p
> Ujog—xi<e+g
j=1

EF & >0, Vi=1,...,n

A resolugdo de uma estimativa e-SVR, tem seu étimo dado por a.
Podemos entdo calcular a meméria M, : R” — R" denominada Memdria
Autoassociativa de Projecdo em Subespaco Baseada na e-Regressdo de
Vetor de Suporte (e-SVR SPAM), através da expressdo

M (x) = Ua. (29)
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Por outro lado, a saida da e-SVR SPAM n3o satisfaz a propriedade de ser
minima, ou seja, a (29) ndo satisfaz

d:(x, M(x)) < d:(x, Uar), Vo € RP.

J4 que o termo ||c||3 em (28) pode n3o representar o minimo, logo M.
ndo é uma SPAM. )
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Por outro lado, a saida da e-SVR SPAM n3o satisfaz a propriedade de ser
minima, ou seja, a (29) ndo satisfaz

d:(x, M(x)) < d:(x, Uar), Vo € RP.

J4 que o termo ||c||3 em (28) pode n3o representar o minimo, logo M.
ndo é uma SPAM.

Podemos definir uma SPAM substituindo (28) pela seguinte dupla de
programas de otimizacdo
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min

1P
2
5_2%"
njfl min
(& +¢&)<e,
I=1 S. é
X —ZUijoéj <e+&f,
j=1
P
ZUUQJ—X,' <e+&,
j=1

&H,67>0,Vi=1,..,n

d-(x, Ua), Yo € RP.
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Y E+€)

i=1

P
X,'—ZUUOéJ'SE-Ff?_
j=1

ZU’JO‘J xi<e+§

g g >0, Vi=1,.

(30)
sendo £* é a solugdo do programa linear (38). Dessa forma, a solugdo
o/(x) da dupla de problemas de otimiza¢do necessariamente minimiza
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Apesar da abordagem utilizada pela dupla de problemas de otimiza¢ao,
preferimos (28) por ser baseado na abordagem padrdo da e-SVR. E
também, é possivel encontrar C > 0 capaz de obter o solugdo de (28)
muito similar 3 solucdo o’ da dupla de problemas de otimizac3o.
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Apesar da abordagem utilizada pela dupla de problemas de otimizac¢3o,
preferimos (28) por ser baseado na abordagem padrdo da e-SVR. E
também, é possivel encontrar C > 0 capaz de obter o solugdo de (28)
muito similar 3 solucdo o’ da dupla de problemas de otimizac3o.

Em muitas situagdes, o programa quadratico (28) é solucionado através da
sua forma dual, obtida utilizando o método de Lagrange.
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Logo o programa dual associado a (28) é o seguinte

maximizar —= Z [Z — ) Uj

= i=1
—ZA++A 5+Z)\+ A7)xi (31)

sujeito a 0< >\+ <C
0< A, <C Vk=1,..,n

2

A solugao do problema de otimizagdo quadratica dual é em termos dos
multiplicadores de Lagrange AT, A~ e n3o do vetor dos coeficientes
desejada.
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A partir do método de multiplicadores de Lagrange é possivel obter a
seguinte uma estimativa para o

n

ak = (\F =AU, Yk=1,...p.
i=1

é denominada expans3o de vetor de suporte.
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A partir do método de multiplicadores de Lagrange é possivel obter a
seguinte uma estimativa para o

n

ak=Y (A =AUk, Yk=1,..,p.
i=1

é denominada expansao de vetor de suporte.

Dualmente, M? denota a e-SVR SPAM baseada na formulagao dual.
Combinando (29) e a, a e-SVR SPAM M? : R" — R” definida por

Mi(x) = WA (x) = X (x)), VxeR”, (32)

onde 5\+(x) e A" (x) denotam a solucdo (31) e W = UUT é a matriz peso
sindptico produzida pela regra do produto externo [Haykin,09].

v
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Exemplo e-SVR SPAM

Retomando os dados do primeiro exemplo, fixando C = 10 e ¢ = 0.05,
calculamos o vetor dos coeficientes utilizando a formulagao primal

a.(x)=1[0.99 0.01 —0.01 0.02],
com as variaveis de folga E+ — & que aproximam a diferenca x — M_(x).

£(x) = [0000 0 384,
£ (x) = [996 000 0 0].

Assim podemos calcular a saida

M.(x) = [10.01 2.05 8.95 3.95 9.95 4.11]"
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Por outro lado, calculamos os multiplicadores de Lagrange, utilizando a
formulacdo dual

A () [0.00 0.00 0.98 0.75 0.26 1.67]7,
X"(x) = [1.67 1.66 0.00 0.00 0.00 0.00].

e a recordacdo

[209 134 150 132 163 177] [—1.67]
134 137 88 121 94 152 —1.66
150 88 122 92 135 110 0.98
132 121 92 117 98 134 0.75
163 94 135 98 150 117 0.26

177 152 110 134 117 189] | 1.67 |
N——r

w N 0-A"(x
— [10.01 2.05 895 3.95 9.95 4.11],

muito semelhante a da formulac3o dual.
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Por outro lado, calculamos os multiplicadores de Lagrange, utilizando a
formulacdo dual

XT(x) = [0.00 0.00 0.98 0.75 0.26 1.67]",
A (x) = [1.67 1.66 0.00 0.00 0.00 0.00].

e a recordacdo

[209 134 150 132 163 177] [—1.67]
134 137 88 121 94 152 —1.66
150 88 122 92 135 110 0.98
132 121 92 117 98 134 0.75
163 94 135 98 150 117 0.26

177 152 110 134 117 189] | 1.67 |
N——r

w N 0-A"(x
— [10.01 2.05 895 3.95 9.95 4.11],

muito semelhante a da formulacdo dual. O erro para ambos os casos é
mesmo, |[u! — M.(x)||2 = 0.15, que foi 0 menor erro encontrado nos
modelos expostos.
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Conclusao

@ Apresentamos a classe das SPAMs;

@ Apresentamos modelos de SPAMs baseados no S- e MM-Estimador
robusto;

@ Apresentamos modelos de SPAMs baseados na e-Regressio de
Maquina de Vetor de Suporte;

@ Pretendemos investigar o comportamento do e-SVR SPAM
comparado com outros modelos de memérias.

Silva,E.P. (UNICAMP-IMECC) SPAMs 59 / 60



Obrigada!
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