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Memorias Associativas com Ntucleo - KAM

Seja {(x!,y1), -+, (xP,y”)} o conjunto das memérias
fundamentais.
A equacgao da KAM é dada por:

P

y =Y k(xS x)y5, (1)
=1

onde k(x¢,x) é uma funcdo nicleo.

Um exemplo de fungao nicleo é dado pela funcao de base radial

gaussiana definida por:

hx,y) = exp (—'X‘y”) | @)
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Memoérias Associativas Recorrentes por Correlagao -

RCAM

o Memorias Associativas Recorrentes por Correlacao foram
introduzidas por Chiueh e Goodman, em 1991.

Seja {x!,--- ,xP} o conjunto das memdrias fundamentais.

A equagao de evolucao da RCAM é definida por:

p
xi(t+1) =sgn [ Y fe((xS, xS |, i=1,---,n, (3)
¢=1

em que as fungdes f¢ : [-n,n] = R, £ = 1,---,p, sdo chamadas
funcoes peso.
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Figura: Diagrama de blocos da RCAM
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Memorias Associativas Recorrentes por Correlagao

Exponencial - ECAM

e A equacao de evolugao da ECAM é definida considerando,
para todo k =1,--- ,p, fx : [-n,n] — R dadas por

fu(t) =e*, a>0. (4)



Memoérias Associativas Recorrentes por Correlagao -

Exemplo

Consideremos, o conjunto das memorias fundamentais dado por:
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e a ECAM definida considerando a = 1, isto é, consideremos
que as funcoes peso f¢ : [-n,n] — R sao definidas por

fe(t) =€, para&=1,2,3.



Memorias Associativas Recorrentes por Correlagao

Consideremos agora como padrao de entrada o vetor:

Temos que (x!,x(0)) = —1, (x2,x(0)) =3 e (x3,x(0)) = —3.
Dessa forma, obtemos:

p
X(l) = sgn (Z e(xkvx(0)>xk> = sgn (e_lxl + 63X2 + 8_3X3) — X2.
k=1

Assim, a saida correspondente ao vetor x(0) é x2.



Memorias Associativas Recorrentes por Correlagao

Temos que:

(x1,x(0)) = -1 | fi((x},x(0))) = e~ ~0.3679

(x2,x(0)) =3 | f2((x2,x(0))) = € ~ 20.0855

(x%,x(0)) = =3 | f3((x3,x(0))) = 73 ~ 0.0498

Assim, podemos observar que, uma vez que as fungoes peso fe,
&E=1,---,p, sdo nao decrescentes, elas enfatizam os pesos das
memorias fundamentais.



Memorias Associativas Recorrentes por Correlagao

Teorema (Convergéncia RCAM)

Seja f : [-n,n] — R uma funcdo continua e mondtona nao
decrescente. Entao a RCAM com equagao de evolugao:

x(t+1) = sgn | D F((xx(8)x¢ (6)
e=1

é assintoticamente estavel em ambos os modos sincrono e
assincrono de atualizagao.



Memorias Associativas Recorrentes por Correlagao

o Capacidade de Armazenamento

A capacidade de armazenamento da Memoria Associativa

por Correlagao Exponencial (ECAM), cresce
exponencialmente com o comprimento dos vetores x¢ ,
6 = 1) Y 2



Méquinas de Vetor de Suporte

Sejam {x%,y¢} C R x {-1,1}, £ =1,--- ,p o conjunto de exem-
plos de treinamento para um problema de classificagao e supo-
nha que as classes representadas pelo 1 e —1 sao linearmente
separaveis.
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Méquinas de Vetor de Suporte

A equacao do hiperplano de separacao é dada por:

wix +b=0, (7)

em que w e um vetor de pesos e b o bias.
Assim, temos que:

wixé +b >0, se ye =1
wixt +b <0, seye =—1



Para um dado vetor w e bias b, a distancia entre um hiperplano
de separacio e o vetor x¢ mais préximo é chamada margem de
separagao e serd denotada por p.



Uma Maquina de Vetor de Suporte identifica o hiperplano de
separacao 6timo, o qual maximiza a margem de separacao. Os
vetores x¢ mais préximos do hiperplano de separacio étimo sio
chamados vetores de suporte.
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Suponha que o hiperplano 6timo seja definido por:
wix + by = 0 (8)
e considere a funcao g : R™ — R definida por
g(x) = whx + by.
Dado x € R", podemos escrever

wo
X=Xp+7r7—7,
[Iwoll
onde x, é a projecao ortogonal de x sobre o hiperplano 6timo e |r| é a
distancia de x ao hiperplano.



hiperplano
dtimo




Como x, pertence ao hiperplano, temos que g(x,) = 0.
Assim,

w
g(x) = wéx + by = wf) <Xp + THWZH> + bo = g(xp) + 7||wol|.
Portanto,
. 9X)
[[woll



Podemos reescalar wg e by para obter:

wixt+b>1, sey=1
wixé +b< —1, se ye = —1

Observemos que para os vetores de suporte é valida a igualdade.



Considere um vetor de suporte x(®). Entéo, temos
g(x(s)) = Wéx(s) +bo = £1, para yg = *1.

Assim, temos

0 _ 9(x) _ { Hvi(il\’ 50 Y(s) = 1

r

[Iwoll

Portanto, denotando a margem de separagao por p, temos:

1

[Iwoll

p=|rl=

Logo, maximizar p é equivalente a minimizar ||wygl|.



Méquinas de Vetor de Suporte

Problema Primal

Dado o conjunto de dados de treinamento {(x, y¢) ?:1
linearmente separaveis, determine w e b que minimizam a
funcao

sujeito a restricao

yg(wéxg—l—b) >1, V¢E=1,---,p.



Este problema pode ser resolvido utilizando o Método dos
Multiplicadores de Lagrange, para transformar o problema
primal no problema dual correspondente.

Consideremos a funcao Lagrangeana do problema primal :

1 a .
J(w,b,a) = iwtw — Zai(yi(wtxl +b)—1),
i=1

onde «; > 0, sao chamados multiplicadores de Lagrange.

Condicoes de Otimizagao:

) SIR0) g S =0 w = Y a
e _ 2 X = = - iYi
aJ(w,ba)
2) %—Oizazyz—o



Problema dual

Dado o conjunto de dados de treinamento {(x¢, yg)}zgzl,
encontre os multiplicadores de Lagrange {O‘E}Ig)zl que
minimizam a fungao

122 .
Qo) = 52 Zaiajyiyj(xl)tx] - Zai

i=1 j=1 i=1

sujeito as restricoes

para todoi=1,--- ,p.



Além disso, temos que
aoilyi(Wox' + by) — 1] =0,

parai=1,---,p.
Assim, se x* nao for vetor de suporte, entdao ag; = 0.



Observacoes

o O problema dual é formulado inteiramente em termos dos
dados de treinamento;

o Apés calcular os valores de «y; étimos, podemos calcular
w( por meio da equacao:

Ns

i

W = E QoYX ,
i=1

onde Ny é o nimero de vetores de suporte.
o Para calcular by, utilizamos wq e a equagao:
WBX(S) +bp=1, parayg =1

N
Assim, temos bg = 1 — Z agiyi(xi)tx(s).
i=1



Pontos nao linearmente separaveis podem ser mapeados por
uma funcao nao linear ¢ em um espaco H de dimensao maior,
chamado espaco de caracteristicas, de forma que as imagens
sejam linearmente separdveis.




A funcao de decisao 6tima é dada por:
p .
9(x) = oK (x', %) + bo, (9)
i=1
onde K (x%,x) = (p(x?), p(x)) é chamada fun¢do niicleo.
Somente os multiplicadores de Lagrange associados aos vetores

de suporte s@o nao nulos, entao a funcao de decisao depende
somente deles.



A maximizacdo da margem de separacao em H pode ser obtida
por meio da resolugao do seguinte problema na forma dual

Problema dual

Dado o conjunto de dados de treinamento {(x¢, yé)}]g:p
encontre os multiplicadores de Lagrange {ozg}é’:l que
minimizam a fungao

1 PP o
Q(Oé) = 52 Z aiajyiyjK(xZ, X])—Z (67}
i=1 j=1 i=1
sujeito as restricoes

p
Z Y = 07
=1

0%207

para todoi=1,---,p



Uma funcao K é um nicleo véalido para uma maquina de vetor
de suporte se a matriz K = (k;j)pxp definida por

kij = K(xi,xj),

for simétrica semidefinida positiva.

Exemplos

@ Fungado de Base Radial Gaussiana
K(xi,xj) = exp (—||xi — xj||2/a2) .
© Funcao Nucleo Polinomial
K(x',x)) = ((x',x) + R)",

onde d é inteiro positivo e R > 0.



Hiperplano 6timo para padroes nao linearmente

separaveis

O objetivo é determinar um hiperplano 6timo que minimize a probabi-
lidade de erro de classificagao.
A margem de separacgdo é dita suave se um dado de treinamento (x*, y;)
violar a condigao

yi(wix’ +b) > 1.

Temos dois casos:
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Introduzimos varidveis de folga &, ¢ =1,--- , N, na definicdo do
hiperplano de separacao da seguinte forma:



Problema Primal

|

Dado o conjunto de treinamento {(x,y;)}\, encontre os
valores 6timos de w e b que satisfazem as restrigoes

62207

de modo que w e as variaveis de folga minimizem a funcao

o(w,§) = fw w+cZ§Z,

onde ¢ > 0 é constante.



Problema dual

Dado o conjunto de dados de treinamento {(x’,;)}, encontre os
multiplicadores de Lagrange {;}; que minimizam a funcio

1 N N . . N
Qa) = 52 Z aiayy; (x) ! — Z a;

i=1 j=1 i=1

sujeito as restrigoes

N
Z Oéidi = O,
=1

0<a; <c



Memoria Associativa Recorrente com Nicleo

Seja A = {x!,--- ,xP} C {—1,1}" o conjunto das memérias
fundamentais. A equacao de evolucao de uma Memoria
Associativa Recorrente com Nicleo é definida por:

zi(t+1) =sgn Zasng ,x(8) ], Yi=1,---,n, (10)

onde K é uma fungéo nicleo vélida do produto interno entre x¢
ex(t) e a ,i=1,---,n,&=1,---,p sdo coeficientes nao
negativos.
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Figura: Diagrama de blocos da RKAM 1.

1
Retirada do artigo: Recurrent Correlation Associative Memories: A Feature space
Perspective. Renzo Perfetti e Elisa Ricci (2008).



Comparando a fungao de decisao g dada por (9) com a equacao
de evolugao da RKAM (10)

p
=Y oy K (x',x) + bo,

i=1

x;(t+1) =sgn ZameK x(t))

e considerando que os neuronios sao atualizados de forma assincrona,
cada passo de atualizacao pode ser interpretado como uma operacao
de classificacao, que atribui o rétulo z;(t 4+ 1) ao vetor x(t).



A sintese da RKAM pode ser formulada como a solucao de n
problemas de classificacao, em que os conjuntos de treinamento
sao dados por {(Xé,xf)} C Ax{-1,1}, ¢ =1,---,pei =
1, ,n.



Propriedade
A RKAM se torna equivalente a RCAM com f = K, se a
matriz K = (ki;)pxp definida por

kij = K(Xi, Xj),
e tal que k;; = ko, para todo ¢ =1,--- ,p e satisfaz a condigao
k'ii > |kij|7

parai?j::l?"' 7p727é]



A condicao

kii > ‘kij|,
para i,j = 1,--- ,p, i # j corresponde a aproximar a ortogona-
lidade de qualquer par de memérias fundamentais distintas no

espaco de caracteristicas. De fato, denotando o angulo entre x*
e x’ no espaco de carateristicas por ¢;;, temos:

(o(x),o(x)) ki

4 L= ~ 0.
e GOl )] kii kjj

cost;; =



Ntcleo Exponencial

Consideremos o nicleo exponencial definido por

K(x',x7) = o™,
com a > 1.
A equagéo de evolugdo da RKAM se torna:

p .
z;i(t+1) = sgn Zoﬂxfab‘l’x(m , i=1,---,n  (11)

)
J=1



Relacao entre a funcao de base radial Gaussiana e o

nucleo exponencial

Observemos que ||x* — x/||? = 2n — 2(x*, x/).
Temos que:

eap (—I[x' — x|/02) = eap(~2n/o)eap(2(x,x7) [0?) = Ga' ),
com a = exp(2/0?) e G = exp(—2n/0?).

Este fator G faz com que os multiplicadores de Lagrange fiquem
multiplicados por 1/G, o que nao influencia no comportamento

do sistema descrito pela equagao (11).
Portanto o niicleo Gaussiano é equivalente ao nticleo exponencial.



Temos que (x,x/) =n — 2dH(X x7), onde dp(x*,x7) denota a
distancia de Hamming entre x* e x7.
Assim, para o nicleo exponencial, a matriz K = (k;;) é dada por:

ki = a”, kl] — CLna72alH(x xJ)
Portanto, temos:
cos eij — <()0<XZ)7 ()D(Xj)'> _ k?z‘j _ a—QdH(Xi7Xj)'
TGN G~ ks B,

Dessa forma, o niicleo exponencial ortogonaliza os padroes de en-
trada se a distancia entre eles é suficientemente grande. Desde
que cos f;; — oo quando a — oo, o nicleo exponencial pode or-
togonalizar padroes de entrada arbitrarios se a é suficientemente
grande.



A equagao de evolugdo da ECAM ¢é definida por:

P
x;(t+ 1) = sgn Za(xg’x(t»xf , i=1,---.n, (12)
£=1

Portanto a ECAM ¢ equivalente A RKAM com niicleo exponen-
cial se o] =1 para todo i =1,--- ,n, para todo j =1, ,p.



Obrigada!



