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Uma Memoéria Associativa (AM) é um modelo inspirado na maneira

com que o cérebro humano armazena e recorda informagoes por
associacao.



Memorias Assocaitvas

Uma Memoéria Associativa (AM) é um modelo inspirado na maneira
com que o cérebro humano armazena e recorda informagoes por
associacao.

A finalidade embutida por tras deste modelo esta em armazenar pares
de associacdes e recuperar corretamente um padrao que foi
previamente armazenado em sua estrutura, a partir de um padrao
incompleto ou ruidosa.



Definicao Matematica

Seja o conjunto {(x%,y%): £ =1,...,k}, onde x* € R" e y* € R,
chamado conjunto das memoérias fundamentais. Uma AM
corresponde uma aplicagao M : R” — R™ tal que

M(x%) = y* paratodo & =1,... k.




Formulacao do problema

Dado um conjunto de memorias fundamentais,
{(x5,y%) : ¢ =1,...,k}, onde x* € R" e y* € R™, queremos
determinar uma aplicacdo M : R” — R tal que
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Formulacao do problema

Dado um conjunto de memorias fundamentais,
{(x5,y%) : ¢ =1,...,k}, onde x* € R" e y* € R™, queremos
determinar uma aplicacdo M : R” — R tal que

@ M(xf) =yt paratodo ¢ =1,... k;

@ Dados padrdes ruidosos ou incompletos X¢ de x5,Vé =1,...,k, a
aplicacdo M deve ser capaz de recordar o padréo y¢, isto é
M(XE) = y& paratodo ¢ =1,... k.




Memdérias Associativas lineares por correlacao

Uma maneira para determinar uma memoria associativa € usar o
postulado de aprendizado do neuropsicélogo Hebb (1949).
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Memdérias Associativas lineares por correlacao

Uma maneira para determinar uma memoria associativa € usar o
postulado de aprendizado do neuropsicélogo Hebb (1949).

Postulado de Hebbiano

Quando um axibnio da célula A esta perto o suficiente para excitar
uma célula B e partipa do seu disparo repetida ou persistentemente,
entao algum processo de crescimento ou modificagdo metabolico
acontece em uma das células ou em ambas, de tal forma que a
eficiéncia de A como uma célula que dispara B é aumentada. (Haykin,
Simon)
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Dado o conjunto de memorias fundamentais {(x¢, y*) : ¢ k1,
onde x¢ € R" e y¢ € R™, podemos formular o postulado de Hebb no
contexto de memorias associativas lineares da seguinte maneira:
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Dado o conjunto de memorias fundamentais {(x¢, y*) : ¢ k1,
onde x¢ € R" e y¢ € R™, podemos formular o postulado de Hebb no
contexto de memorias associativas lineares da seguinte maneira:

Para que o padrdo y¢ € R™ seja recordado depois da apresentacéo de
x¢ € R", o termo do peso sinaptico wj; tem que ser proporcional a

£ ot
ambos X; e y;

Assim, wj = Zg 1y, (x; %) é a entrada da matriz W. Logo, a matriz de
correlagao é dada por

k
W=> y" (xt) (2
=1
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Observacao
Note que, se os vetores x', ..., x¥ sdo ortogonais, entdo

W.x' = [y1-(x‘)’+...+y’-(x")’+...+yk-(xk)’}-xi
= [y1-(x‘)’.x"+...+y"-(x")’-x"+...+y"‘(xk)’-x’}

i

Assim, a aplicagao M : R" — R definida por

M(x)=W-x
€ uma mem@ria associativa linear baseada no armazenamento por
correlagao para o conjunto fundamental {(xﬁ,yf) E=1,.. .,k} se, e
somente se, os vetores x', ..., xX sdo ortogonais.
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Algebra Minimax

Memodrias associativas morfoldgicas sao descritas em termos dos
produtos de matrizes que sao definidos na teoria desenvolvida por
Cuninghame-Green, denominada algebra minimax. A caractéristica
essencial desta estrutura algébrica € munir o conjunto dos nimeros
reais extendido com as operacooes binarias de maximo, minimo e
adicao.
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A base da artimética da estrutura algébrica (R_.,V, +) € (Rioo, A, +')
sa0 as seguintes
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A base da artimética da estrutura algébrica (R_.,V, +) € (Rioo, A, +')
sa0 as seguintes

@ + adicdo usual com a seguinte soma dos termos:

a+(—o0)=(—0)+a=—-o00 VaeR_;
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A base da artimética da estrutura algébrica (R_.,V, +) € (Rioo, A, +')
sa0 as seguintes

@ + adicdo usual com a seguinte soma dos termos:

a+(—o0)=(—0)+a=—-o00 VaeR_;

@ +' é definida por a+ b= b+ a(somausual), Va,be R e

a+' (+o00) = (+o0) +a=+oo Vae€ R ;
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A base da artimética da estrutura algébrica (R_.,V, +) € (Rioo, A, +')
sa0 as seguintes

@ + adicdo usual com a seguinte soma dos termos:

a+(—o0)=(—0)+a=—-o00 VaeR_;

@ +' é definida por a+ b= b+ a(somausual), Va,be R e

a+' (+00) = (+o0) +a=+oo Vae R ;

@ V e A sdo as operagdes do maximo e minimo.
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A base da artimética da estrutura algébrica (R_.,V, +) € (Rioo, A, +')
sa0 as seguintes

@ + adicdo usual com a seguinte soma dos termos:

a+(—o0)=(—0)+a=—-o00 VaeR_;

@ +' é definida por a+ b= b+ a(somausual), Va,be R e

a+' (+00) = (+o0) +a=+oo Vae R ;

@ V e A sdo as operagdes do maximo e minimo.
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Algebra Minimax

Dada a estrutura algébrica (R_o., V, +) € (Rio0, A, +'), €ntdo podemos
definir as seguintes operagdes no espago das matrizes M,.n(R).
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Algebra Minimax

Dada a estrutura algébrica (R_o., V, +) € (Rio0, A, +'), €ntdo podemos
definir as seguintes operagdes no espago das matrizes M,.n(R).

Sejam as matrizes A = [a;] e B = [bj;] pertencentes & My n(R),
entdo o maximo AV B e minimo A A B sao definidos, respectivamente

C=AVB<=cj=a;Vb; Yi=1,..mej=1...n (3)

D=AANB<=dj=ajAbj, Vi=1,...mej=1...n; (4)

v

29



Algebra Minimax

Defini¢cao ( Max-Produto e Min-Produto)

Sejam as matrizes A €¢ R™K e B ¢ Rkx",
@ O max-produto de A por B é dado por

k

C=ANB<«=cj=\/(ac+by), Vi=1,..mej=1...

=1
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Algebra Minimax

Defini¢cao ( Max-Produto e Min-Produto)
Sejam as matrizes A €¢ R™K e B ¢ Rkx",
@ O max-produto de A por B é dado por
K
C=ANB<«=cj=\[(ag+by), Vi=1,...mej=1...n; (5)
£=1

© O min-produto de A por B é dado por

K
D=ABRB <« dj= /\(ag+by), Vi=1,...mej=1...n
et
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Algebra Minimax

Defini¢cao ( Max-Produto e Min-Produto)
Sejam as matrizes A €¢ R™K e B ¢ Rkx",
@ O max-produto de A por B é dado por
K
C=ANB<«=cj=\[(ag+by), Vi=1,...mej=1...n; (5)
£=1

© O min-produto de A por B é dado por

K
D=ABRB <« dj= /\(ac+by), Vi=1,...mej=1...n; (6)
£=1
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Algebra Minimax

Sejam as matrizes A = [a;] e B = [bj] pertencentes a My n(R).

A<B<=ag;<b; Vi=1,..mej=1...n

26



Algebra Minimax

Sejam as matrizes A = [a;] e B = [bj] pertencentes & My n(R).

A<B<+=g;<bj Vi=1,..mej=1...n (7)

Dada a estrutura algébrica (R, V, A, +) e r € R, definimos o seu
conjugado aditivo r* como r* = —r. Consequentemente,

(r'Y=rerAnu=(rrvu’ )" VrueR.
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Algebra Minimax

Sejam as matrizes A = [a;] e B = [bj] pertencentes & My n(R).

A<B<+=g;<bj Vi=1,..mej=1...n (7)

Dada a estrutura algébrica (R, V, A, +) e r € R, definimos o seu
conjugado aditivo r* como r* = —r. Consequentemente,

(r)Y*=rerANu=(rrvu")* vrueR. (8)

28



Algebra Minimax

Definicao (Matriz Conjugada)

A matriz conjugada de A € My« n(R) € a matriz A* € M. m(R) tal que
suas entradas satisfazem

a; = —aj Vi=1,...mej=1,...,n.
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Algebra Minimax

Definicao (Matriz Conjugada)

A matriz conjugada de A € My« n(R) € a matriz A* € M. m(R) tal que
suas entradas satisfazem

*

a; = —aj Vi=1,...mej=1,...,n.

Propriedade (Dualidade das Operagodes)
Sejam as A € R™k B ¢ Rk*" e C e R™™, entdo
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Algebra Minimax

Definicao (Matriz Conjugada)
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Algebra Minimax

Definicao (Matriz Conjugada)

A matriz conjugada de A € My« n(R) € a matriz A* € M. m(R) tal que
suas entradas satisfazem

*

a; = —aj Vi=1,...mej=1,...,n.

Propriedade (Dualidade das Operagodes)

Sejam as A € R™K, B c RF*" ¢ C € R™™, entdo
Q@ ANB=(A*V B

Q@ AR B=(B*M A*)*;
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Algebra Minimax

Definicao (Matriz Conjugada)

A matriz conjugada de A € My« n(R) € a matriz A* € M. m(R) tal que
suas entradas satisfazem

*

a; = —aj Vi=1,...mej=1,...,n.

Propriedade (Dualidade das Operagodes)

Sejam as A € R™K, B c RF*" ¢ C € R™™, entdo
Q@ ANB=(A*V B

Q@ AR B=(B*M A*)*;

Q@ AyB<C+— B<A*NC <+ A< CR B*;
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Algebra Minimax

Definicao (Matriz Conjugada)

A matriz conjugada de A € My« n(R) € a matriz A* € M. m(R) tal que
suas entradas satisfazem

*

a; = —aj Vi=1,...mej=1,...,n.

Propriedade (Dualidade das Operagodes)

Sejam as A € R™K, B c RF*" ¢ C € R™™, entdo
Q@ ANB=(A*V B
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Memodrias associativas morfoldgicas originou-se a medida em que a
algebra de imagens estava sendo desenvolvida por Ritter. O
desenvolvimento da algebra de imagens foi impulsionada pelas
necessidades da Forca Aérea Americana de uma linguagem unificada
de processamentos de imagens.
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Memodrias associativas morfoldgicas originou-se a medida em que a
algebra de imagens estava sendo desenvolvida por Ritter. O
desenvolvimento da algebra de imagens foi impulsionada pelas
necessidades da Forca Aérea Americana de uma linguagem unificada
de processamentos de imagens.

O objetivo era criar uma estrutura algébrica unificada e completa que
fornecesse um ambiente matematico para o desenvolvimento de
algoritmos em processamento de imagens, sua otimizagao,
comparacgao, codificacao e avaliagao de performance.
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Memodrias associativas morfoldgicas originou-se a medida em que a
algebra de imagens estava sendo desenvolvida por Ritter. O
desenvolvimento da algebra de imagens foi impulsionada pelas
necessidades da Forca Aérea Americana de uma linguagem unificada
de processamentos de imagens.

O objetivo era criar uma estrutura algébrica unificada e completa que
fornecesse um ambiente matematico para o desenvolvimento de
algoritmos em processamento de imagens, sua otimizacao,
comparacgao, codificacao e avaliagao de performance.

Foi mostrado que a algebra minimax ( que descreve as operagoes do
produto de matrizes nas Memorias Associativas Morfolégicas) € uma
subalgebra da algebra de imagens.
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Memodrias associativas morfoldgicas originou-se a medida em que a
algebra de imagens estava sendo desenvolvida por Ritter. O
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Formulacao Matematica

Dado um conjunto de memorias fundamentais,

{(x5,y%) : £ =1,...,k},onde x* € R" e y* € R™, a MAM é aplicagéo
Myy : R™ — R dada por

Mxy(x) = Mxy N x 9)

para alguma matriz Mxy € R™*", denominada de matriz de peso
sinapticos.

29




Formulacao Matematica

Dado um conjunto de memorias fundamentais,
{(x5,y%) : £ =1,...,k},onde x* € R" e y* € R™, a MAM é aplicagéo
Myy : R™ — R dada por

Myxy(x) = Mxy @ X (9)

para alguma matriz Mxy € R™*", denominada de matriz de peso
sinapticos.
A MAM ¢é aplicacao Wyy : R™ — R dada por

Wxy(x) = Wxy & x (10)

para alguma matriz Wyy € R™*",

40



Observacao

Em virtude das propriedades de dualidade, nds iremos concentrar as
demonstracgées dos resultados apenas para aplicagao Wyy, visto que
resultados analogos sao obtidos usando as propriedades de
dualidade para aplicagao M xy
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

A matriz dos pesos sinapticos Wyy € R™*" ¢ a solugao do seguinte
problema:
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

A matriz dos pesos sinapticos Wyy € R™*" ¢ a solugao do seguinte
problema:

Dado um conjunto de memorias fundamentais,
{(x5,y%): €=1,...,k} CR" x R™, amatriz Wyy satisfaz

WxY:\/{AeRmX”:AMX’ESyf,Vﬁz17--~7k} (11)
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

A solucao de (11) pode ser obitida usando a versdo minimax do
armazenamento por correlagao, isto €
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

A solucao de (11) pode ser obitida usando a versdo minimax do
armazenamento por correlagao, isto €

Wyxy = Y X*, (12)
onde X = [x'x%...xkK] e R™K e Y = [yly2. .. ykK] € R™K sd0 as

matrizes cujas colunas correspondem os vetores dos pares do
conjunto de memdrias fundamentais.
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

A solucao de (11) pode ser obitida usando a versdo minimax do
armazenamento por correlagao, isto €

Wxy = YINX*, (12)
onde X = [x'x%...xkK] e R™K e Y = [yly2. .. ykK] € R™K sd0 as
matrizes cujas colunas correspondem os vetores dos pares do

conjunto de memdrias fundamentais.
Equivalentemente,

k

Wiy = A @ (—x%)), (13)
£=1
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

A solucao de (11) pode ser obitida usando a versdo minimax do
armazenamento por correlagao, isto €

Wxy = YINX*, (12)
onde X = [x'x%...xkK] e R™K e Y = [yly2. .. ykK] € R™K sd0 as
matrizes cujas colunas correspondem os vetores dos pares do
conjunto de memdrias fundamentais.

Equivalentemente,
K

Wiy = A @ (—x%)), (13)
=1
— X — X — X
onde y @ (—x¢) = yzl 1 yz. > yz_ n
Vo x5 yh =X Y5 —G
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao

Vamos mostrar que Wxy @ x¢ < y&, V¢ =1,...,k, além disso se
AN x¢ < yS VE=1,....k, entdo A < Wyy.
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao

Vamos mostrar que Wxy @ x¢ < y&, V¢ =1,...,k, além disso se
AN x¢ < yS VE=1,....k, entdo A < Wyy.
De fato, segue da definicao da matriz Wxy que

k
Wxy = Ay B (—x%)) < y*m (X%,
£=1

(14)
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao

Vamos mostrar que Wxy @ x¢ < y&, V¢ =1,...,k, além disso se
AN x¢ < yS VE=1,....k, entdo A < Wyy.
De fato, segue da definicao da matriz Wxy que

k
Wxy = Ay B (—x%)) < y*m (X%,
£=1

Assim,
Wy @ x° < {yg A (—Xg)/] ¥ Xt = y*.
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao

Vamos mostrar que Wxy @ x¢ < y&, V¢ =1,...,k, além disso se
AN x¢ < yS VE=1,....k, entdo A < Wyy.

De fato, segue da definicao da matriz Wxy que

K
Wxy = N\ B (—x%)) <y @ (—x%),
=1
Assim,
Wy @ x° < {yg A (—Xg)/] ¥ Xt = y*.

LOgO, ny M x¢ < yﬁ_
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao

Ainda, se A € R™" tal que AM x¢ < y&,Vé€ =1,... k, entdo

(Am x9); < y©® —
—

—

Vi=1,.--- meVj=1,.--- n.

k
V (a5 + %) < y©
&=1

ay+ %9 < y©

I

6

FORNG)
I

i<
— ag; < i

<

k
aj< N0 —x9) = a; < w,
e=i

Portanto, temos A < Wyy.
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Definicao

Sejam X = [x'x2...xK| e R™k e Y = [y'y2...yK] € R™K matrizes
cujas colunas correspondem os vetores do conjunto

{(x¢,y%) : £ =1,...,k} de memdrias fundamentais, respectivamente.

Dizemos que a matriz A € R™*" é & —perfeita do par (X, Y), se
AM XS = ys VE=1,--- k.

B3



Se existe uma matriz A € R™" ) —perfeita, entdo a matriz
Wxy € R™¥" satisfaz Wxy @ x¢ = y&,VE =1,--- k.
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Corolario

Se existe uma matriz A € R™" \ —perfeita, entdo a matriz
Wxy € R™" satisfaz Wyy 8 x* = y$,V¢ =1,--- k.

Demonstracao
Segue da desigualdade (15) que, Wxy M x* < yS, V& =1,--- |k
Além disso, pela hipotese existe uma matriz A € R™*" tal que
AN X8 = y&VE =1,--- k. Assim,

yo=AulX < WxyMx* <y5 VE=1,--- k.

Portanto, Wxy M x¢ = y*.
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Teorema 1

Se Wxy é ™ — perfeita para o par (X, Y) se, e somente se, para cada
¢ =1,--- k, cada linha da matriz

[}’EW (—XS)'} — Wy (17)

contém uma entrada nula.
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Memorias Associativas Morfol6gicas (MAMSs)

Se Wxy é M — perfeita para o par (X, Y)

= (Wxymx%)i=y, V=1, keVi=1,---,m

= yr—(Wxymx*);=0, Vé=1,--- ,keVi=1,---,m
n

— yi—-\/(Wj+x)=0, Vé=1,--- keVi=1,---.m
j=1

57



Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Se Wxy é M — perfeita para o par (X, Y)

— (WxymxS)i=y:, Ye=1,--- keVi=1,---.m
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Se Wxy é M — perfeita para o par (X, Y)

— (WxymxS)i=y:, YE=1,--- keVi=1,---.m
= ¥y - (Wxymx%);=0, Vé=1,--- .keVi=1,---,m
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Se Wxy é M — perfeita para o par (X, Y)

— (WxymxS)i=y:, YE=1,--- keVi=1,---.m
= ¥y - (Wxymx%);=0, Vé=1,--- .keVi=1,---,m

n

— yf—\/(w,,+x) 0, V¢=1,---,keVi=1,---,m

J=1
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Memorias Associativas Morfol6gicas (MAMSs)

n
— yf—i—/\(—w,-j—xf)zo, veE=1,--- keVi=1,---.m
j=1
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao

n
— yf—l—/\(—w,-j—xf)zo, VE=1,---  keVi=1,---,m
j=1

n
— /\(yf—xf—w;j)zo, VE=1,--- keVi=1,---,m
j=1

(o}



Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
n

= y+ /\ —wj—xf)=0, ¥¢=1,--- keVi=1,---,m
5

— /\(y, —wj)=0, Vé=1,---  keVi=1,---.m

— /\[yﬁm(—xﬁ)’—wxy =0, V=1, keVi=1,---.m

Ul

[2%¢]



Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao

n
= y+ /\ —Wj — x. =0, Vé=1,--- ,keVi=1,---,m

n

— /\(}’, 5 —w;)=0, V¢=1,---  keVi=1,---.m

= AFEmxy - Wy =0, ve=1,- keVi=1,..m
j i
j=1

Assim, ultima equacao é verdadeira se, e somente se, a coluna da
i-ésima linha de entrada da matriz y* N (—x¢)' — Wyxy contém um
elemento nulo na entrada.
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Observacao

O teorema estabelece que Wyy M x¢ = ys,Vé =1,... k se, e
somente se, para cada linhai=1,--- mecada& € {1,...,k} existe
uma indice j € {1,...,k} com j dependendo de i e &, tal que
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Corolario

Wxy M X =Y se, e somente se, para cada linhai=1,--- ,m e cada
ve{1,...,k} existe um de indice j € {1,...,k}, j dependendo de i e
v, tal que
k
X' =\ (5 -y)+y] (18)
£=1

v
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Pelo teorema Wxy & x¢ = y&,V€ =1,..., k se, e somente se, para
cadalinhai=1,--- ,mecada~ € {1,...,k} existe uma coluna de

indicej € {1,...,k}, j dependendo de i e v, tal que
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Pelo teorema Wxy & x¢ = y&,V€ =1,..., k se, e somente se, para
cadalinhai=1,--- ,mecada~ € {1,...,k} existe uma coluna de

indicej € {1,...,k}, j dependendo de i e v, tal que

k

v =% =wi= A\ - )
&=1

A8




Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Pelo teorema Wxy & x¢ = y&,V€ =1,..., k se, e somente se, para
cadalinhai=1,--- ,mecada~ € {1,...,k} existe uma coluna de

indicej € {1,...,k}, j dependendo de i e v, tal que

k

v =% =wi= A\ - )
&=1
Assim,
Kk

X =y =—wi=\/ (5 - )
=1

A9




Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Pelo teorema Wxy & x¢ = y&,V€ =1,..., k se, e somente se, para
cadalinhai=1,--- ,mecada~ € {1,...,k} existe uma coluna de

indicej € {1,...,k}, j dependendo de i e v, tal que

k

v =% =wi= A\ - )
&=1
Assim,

Portanto,
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Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Demonstracao
Pelo teorema Wxy & x¢ = y&,V€ =1,..., k se, e somente se, para
cadalinhai=1,--- ,mecada~ € {1,...,k} existe uma coluna de

indicej € {1,...,k}, j dependendo de i e v, tal que

k
v = =wi= \; - %)
£=1
Assim,
k
X =yl =—wi=\/(x -y}
£=1
Portanto,
k

— 3 3
X' =\ —y)+y
=1 5y




Memorias Associativas Morfologicas (MAMs)

Teorema 2

Seja X” uma versdo distorcida de x”. Entdo, Wxy @ X” = y¢ se, e
somente se,

m
T (\/ [y,-”Yfo)]

=1 \&#*y
eparacadaic {1,...,m} existe j € {1,...,n} tal que

X =x'v (\/ [Wﬁ“f)]

EF£Y
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Memodérias Morfol6gicas Autoassociativas

Se X =Y, isto &, y¢ = x5,Vé =1,..., k, dizemos que Wxyx e Mxx sdo
memorias autoassociativas.

As caracteristcas das memarias moforlégicas autoassociativas sao:
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Memodérias Morfol6gicas Autoassociativas

Se X =Y, isto &, y¢ = x5,Vé =1,..., k, dizemos que Wxyx e Mxx sdo
memorias autoassociativas.

As caracteristcas das memarias moforlégicas autoassociativas sao:
@ Capacidade de armazenamento ilimitado;
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Memodérias Morfol6gicas Autoassociativas

Se X =Y, isto &, y¢ = x5,Vé =1,..., k, dizemos que Wxyx e Mxx sdo
memorias autoassociativas.

As caracteristcas das memarias moforlégicas autoassociativas sao:
@ Capacidade de armazenamento ilimitado;
@ Convergéncia em um Unico passo.
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Seja X = [x'x2...xK] € R™K, entdo Wxx @ X = X.
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Teorema 3
Seja X = [x'x2...xK] € R™k, entdo Wxx 1 X = X.

Demonstracao

Sejawj = [xX$ W x¢], =X} — x* =0 paracadai=1,...,ne

V¢ =1,..., k. Assim, cada linha da matriz Wxx — [x* @ (—x°)']
contém uma entrada nula. Portanto, pelo teorema 1, tem-se que Wxx
é uma memoria perfeita, ou seja, Wxx M X = X
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SeWxxMz=veMxxNz=u,entaoWxxMv=veMxxRNu=u.
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Teorema 4

SeWxxMz=veMxxAz=u,entdo WxxMVv=veMxxRu=u.

Demonstracao

Pelo teorema 3, temos que a diagonal da matriz Wxyx é nula, ou seja,

w; =0,Vi=1,...,n. Assim,

(WxxNMv); =

Portanto, Wxx M v > v.

79

n
\/ Wi+ V;
=1

Wii + Vi

V.

(21)




Demonstracao
Sejami,j, 1 € {1,...,n}. Note que

k
Wy = /\(X,-£ —x) <X =X, Yy=1,..k
£=1
e
k
wy = /\(xf —xf) < x; —x/7, Vy=1,.., k.
£=1
Portanto,
wi+wy < (X —x)+x —x=x] —xI, Vy=1,..k
Consequentemente,

k

J)
£€=hn

(24)




Demonstracao
Aplicando a hipotese e desigualdade (25) parai=1,...,n, temos

=
I
<:

(wj + z))

‘W.
—_

vV
<s

(Wil+WU+Zj) vi=1,..n. (26)

‘W.
—_

Logo,

=
[V
<:

n n n
(W,'/ + W —l—Z/) = \/ [W,'/ + \/(W/j +Z/)]
= =1

J=1

I

Il
=

1

[Wil+vl]:(WXXMv)ia VI:1,...,n (27)

Il
<=

Il
R
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Demonstracao

Consequentemente,
v> WxxMVv

Portanto, da desigualdade (21) e (28), temos que

v=WxxMv.
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Tolerancia aos ruidos

A mudanga em um padrao de valores de pixel p(i,j) = 1 para
p(i,j) = 0 é denominada mudanga erosiva, ou seja, se X7 é padrao
erosivo de x7, entdo X7 < x7.
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Tolerancia aos ruidos

A mudanga em um padrao de valores de pixel p(i,j) = 1 para
p(i,j) = 0 é denominada mudanga erosiva, ou seja, se X7 é padrao
erosivo de x7, entdo X7 < x7.

Um padrao de valores de pixel p(i,j) = 0 para p(i,j) =1 €

denominada mudanga ditativa, assim se X € padrao dilativo de x7,
entdao X7 > x7.
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Tolerancia aos ruidos

A mudanga em um padrao de valores de pixel p(i,j) = 1 para

p(i,j) = 0 é denominada mudanga erosiva, ou seja, se X7 é padrao
erosivo de x7, entdo X7 < x7.

Um padrao de valores de pixel p(i,j) = 0 para p(i,j) =1 €
denominada mudanga ditativa, assim se X € padrao dilativo de x7,
entdao X7 > x7.

A memodria autoassociativa morfologica Wyxx € extremamente robusta
para padrdes que sao distorcoes devido a mudanca erosiva e My €
extremamente robusta para padrées que sao distor¢cdes devido a
mudanca dilativa. Desde que as versdes corrompidas satisfagam o
teorema 2.
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Tolerancia aos ruidos

A mudanga em um padrao de valores de pixel p(i,j) = 1 para

p(i,j) = 0 é denominada mudanga erosiva, ou seja, se X7 é padrao
erosivo de x7, entdao X7 < x7.

Um padrao de valores de pixel p(i,j) = 0 para p(i,j) =1 €
denominada mudanga ditativa, assim se X € padrao dilativo de x7,
entdao X7 > x7.

A memodria autoassociativa morfologica Wyxx € extremamente robusta
para padrdes que sao distorcoes devido a mudanca erosiva e My €
extremamente robusta para padrées que sao distor¢cdes devido a
mudanca dilativa. Desde que as versdes corrompidas satisfagam o
teorema 2.

As mémorias autoassociativas morfologicas Wyxx e Wxx sé@o
vulneravéis aos padrdes corrompidos com ruidos dilativos e erosivos.
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Kernel de Matrizes

Definicao

SejaZ = [z',22,...,zK] uma matriz de ordem n x k. Dizemos que Z

€ um kernel para o par (X, Y) se, e somente se, as condigbes sao
satisfeitas:

0 MZZWX:Z;
Q WomzZ=Y.

Segue da definicdo que se Z é um kernel para (X, Y), entao

WzyM (MzzR X) =Wz Z=Y. (29)

7




Teorema 5
Se Z é um kernel para (X, Y), entdo Z < X.

Demonstracao
Se Z é um kernel para (X, Y), entdo Mzz N x¢ = z5,¥6 =1,...
Assim,
z; = (Mzz@x*);
n
= A(m;+x)

j=1
< M+ X = X,

Vé=1,...,kei=1,...,n. Portanto, Z < X.
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Teorema 6
Se Z ¢ um kernel para (X, Y), XY uma versao corrompida de x" tal

quez <X,Vj=1,....nez/ =X/, sempre que mj = z] — z/, entéo
Mzz R X" =27. (30)

Demonstracao

Por hipdtese, z/."’ < )”(/7,Vj =1,...,n, assim

n

S i a 3 '3 7

X >z n\/ /\[zi—z,.Jrzj NVi=1,...,n
i=1 \§#y

e Mzz [N z& (teorema 3). Além disso, pelo corolario, para cada linha
i=1,...,necadaa c{1,... k}, existej € {1,...,k} dependendo
dei e o tal que
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k
z = /\ [zf—zf-l—z;"]
£=1
Fazendo o = v, temos
k
. £ €
zl = A {zj ~Z +z/}
=il
Segue que
k
9 2 ' 'S - 7 Sl — m..
Z/_Zj o /\{zj—z/.} f\/{zj—zi}fm,/.

—_

oy
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Fazendo o = v, temos

k
217: /\ [z.g—zf—i-z?].

Segue que

g2



Demonstracao

k
7=\ [f-%+7]
£=1
Fazendo o = v, temos
k
A — 3 '3 i
A [Zj 7 +Zi}'
£=1
Segue que
k k
Z-z=-(\F-2]|=V|g-2]-m
£=1 &=1

o3



k
Entéo, X! =z A A\ [z.g -+ 27]
J VAR i i
Assim, pelo teorema 2 segue o resultado.
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Consideracoes Finais

Estudar os seguintes artigos:

@ Sussner, Observations on Morphological Associative e the Kernel
Method, 2000.

@ Sussner e Valle, Grayscale Morphological Associative, 2006

@ Valle, An introduction to the Max-Plus Projection Autossociative
Morphological Memory e Some of Its Variatons, 2014.
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