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Na aula anterior, vimos como efetuar operagdes aritméticas
com numeros fuzzy usando a algebra intervalar.

Especificamente, a partir dos a-niveis de dois numeros fuzzy
A, B € Rz, definimos 0s a-niveis do conjunto fuzzy Ax B, em
que “x” denota uma das quatro operacoes.

Iniciaremos a aula de hoje descrevendo a funcao de
pertinéncia do conjunto fuzzy A« B em termos das fungdes de
pertinéncia de Ae B.

Posteriormente, apresentaremos o principio de extensao de
Zadeh e terminaremos a aula mostrando a relagao entre esse
principio e as operagcées com numeros fuzzy.



Caracterizacdo de Algebra dos Numeros Fuzzy

Considere numeros fuzzy A, B € Rx e seja x uma das quatro
operagoes aritméticas.
|

Por defini¢gdo, o numero fuzzy Ax B € Rz é tal que
[Ax B]* = [A]” = [B]*.

Pelo teorema da representacao de conjuntos fuzzy (Aula 5),

(AxB)(z) = sup aximpge(2), VzeR
a€l0,1]



Mas, para qualquer z € R, tem-se

X[asB*(2) =1
<~ ze[AxB]"
— ze[A”"x[B]"
— ze{xxy:xeclA",y<c[B]"}
— A c[A" yelB]*:z=X*Y
< 3x0, Y0 €R:z=Xo*yo,AX0) >, B(yo) > a
<  3xg,¥0 € R:Zz = xg* Yo, Min{A(Xo), B(yo)} > «
< sup min{A(x),B(y)} > a.

Z=Xx*y



Logo, para qualquer z € R, vale

(AxB)(z) = sup axja.gq(2)
a€l0,1]

= sup {a o < sup min{A(x), B(}’)}}

Z=xx*y

= sup min{A(x), B(y)},

Z=Xx*y

ou ainda,
(AxB)(z) = sup [A(x) A B(y)].

Z=x%y



Teorema 1

Sejam A, B € Rx numeros fuzzy, para qualquer z € R, tem-se:

(@) (A+ B)(z) = sup [A(x)AB(y)].

zZ=x+y

(b) (A—B)(2) = sup [A(x)AB(y)].

Z=X—y

(©) (A-B)(2) = sup [A() A B(Y)].

(d) (A/B)(z2) = sur/) [A(x) A B(y)], dado que 0 ¢ Supp(B).
z=x/y



Observacao:

Note que a equacéo

(Ax B)(z) = sup A(x) A B(y),

Z=X*Yy

pode ser usada para estender a operacao “x” ndo apenas para
nuameros fuzzy, mas também para quaisquer conjuntos fuzzy
A, B € F(R).
____________________________________________________________________|
Com efeito, essa equagao é um caso particular do principio
de extensao de Zadeh.



Principio de Extensdo de Zadeh

Em termos gerais, o principio de extensao de Zadeh permite
estender conceitos da teoria classica para a teoria fuzzy.
|
Suponha que desejamos estender uma fungao classica (crisp)
f: U — V para atuar em conjuntos fuzzy de U.
|
Em outras palavras, dado f : U — V, queremos encontrar uma
fungédo f : F(U) — F(V) que coincida com f para conjuntos
classicos.



Primeiramente, dado um conjunto classico A € U, temos
f(A)={veV:v="Ff(u),uecA}

Em termos da fungéo caracteristica, podemos escrever

v) = 1, JueA:v=f(u),
XHA\V) = 0, caso contrério,

1, sUpy.fu)=v xA(U) =1,
0, caso contrério,
= sup xa(u).
u:f(u)=v
Portanto,
xray(v) = sup xa(u).

u:f(u)=v

No caso fuzzy, a fungdo caracteristica € simplesmente
substituida pela funcao de pertinéncial!



Definigao 2 (Principio de Extensao e Zadeh)

Seja f: U — V uma funcéo classica. A extensao de Zadeh de
f & afuncado 7 : F(U) — F(V) que fornece, para qualquer

A € F(U), o conjunto fuzzy f(A) € F(V) cuja fungéo de
pertinéncia é

era(v) = sup @a(u), VYveV,

u:f(u)=v
ou, equivalentemente,

f(A)(v)= sup A(u), VveV.

u:f(u)=v



Observacao — Supremo do Conjunto Vazio

sup @ = 0.

Com efeito, 0 supremo de um conjunto S C [0, 1] € a menor
cota superior de S.

Se S = (), entdo qualquer x € [0, 1] é uma cota superior de S.

Portanto, a menor cota superior é 0.



Exemplo 3

Considere a fungéo f : Z — Z* dada por f(n) = n?, em que

Z* =1{0,1,2,...} é o conjunto dos inteiros ndo-negativos.
Determine a extensio de Zadeh 7 : F(Z) — F(Z*) aplicada ao
conjunto fuzzy A € F(Z) dada por

0.5, n=-1,

1, n=0,
A(n) = < 0.6, n=A1,

0.3, n=2,

caso contrario.



Exemplo 3

Considere a fungéo f : Z — Z* dada por f(n) = n?, em que

Z* ={0,1,2,...} é o conjunto dos inteiros ndo-negativos.
Determine a extensio de Zadeh 7 : F(Z) — F(Z*) aplicada ao
conjunto fuzzy A € F(Z) dada por

0.5, n=-1,

1, n=0,
A(n) = < 0.6, n=A1,

0.3, n=2,

caso contrario.

Resposta:
1, n=0,
2 0.6, n=1,
HA)N) =1 3 I

caso contrario.



Exemplo 4

Considere U = [0,10], V = [0,100] e a funcado f : U — [0, 100]
a funcao

f(x) = x2.
Determine a extens&o de Zadeh  : F(U) — F(V) aplicada ao
conjunto fuzzy A € F(U) dado por
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Considere U = [0,10], V =[0,100] e a fungéo f : U — [0, 100]
a funcéo

f(x) = x2.
Determine a extens&o de Zadeh 7 : F(U) — F(V) aplicada ao
conjunto fuzzy A € F(U) dado por

Resposta:



Observacgao — Principio de Extensdo de uma Bijecao

Se f: U — V for uma funcao bijetora, entao
fluy=v < v=rF"(u).
Nesse caso, a extenséo de Zadeh de f : U — V é dada por

f(A)(v) = sup A(u) = A(f " (v)).

u:f(u)=v



Produto Cartesiano

Dados dois conjuntos classicos A e B, o produto cartesiano
A x B é formado por todos os pares ordenados (a, b) em que
ac Aebe B,ouseja,

AxB={(ab):ac A e beB}.

|
Note que o produto cartesiano é formulado usando uma

conjungéo!



Definicdo 5 (Produto Cartesiano Fuzzy)

Dados dois conjuntos fuzzy A € F(U) e B € F(V), o produto
cartesiano A x B é o conjunto fuzzy Ax B € F(U x V) dado por

(Ax B)(u,v) =C(A(u),B(v)), Y(u,v)eUxV.
Na pratica, geralmente consideramos uma t-norma no lugar da
conjuncao fuzzy, ou seja,

(Ax B)(u,v) =A(u) A B(v), Y(u,v)eUxV.

|
Caso nao seja especificado a t-norma (ou conjungéao fuzzy),
assumiremos que o produto cartesiano é dado pelo minimo,
isto é,

(Ax B)(u,v) =A(u)AB(v), Y(u,v)eUxV.



Extensédo das Operagdes Aritméticas

Dada uma operacgao aritmética “x”, definaafuncao f : U — V
através da equacao

f(x,y)=xxy,

emque U=RxReV=R.
|
Agora, dados dois conjuntos fuzzy A, B € F(R) (em particular,
A e B podem ser numeros fuzzy), considere o produto
cartesiano A x B € F(U) usando o minimo.
|
Assim, pelo principio de extensao de Zadeh, temos

f(AB)(z)= sup (AxB)(x,y)
(x.y):f(x.y)=z
= sup A(x)AB(y),
(X,y)xxy=2z

conforme enunciamos no inicio da aula.



