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lgualdade e Inclusao de Conjuntos Fuzzy

Definigao 1 (Igualdade e Inclusdo de Conjuntos Fuzzy)

Considere dois conjuntos fuzzy A e B, definidos no mesmo
universo de discurso U.

» Dizemos que A e B sao iguais se possuem a mesma
funcao de pertinéncia, ou seja,

A(u) = B(u), VYueUlU.

» Dizemos que A é um subconjunto de B, denotado A C B,
se
A(u) < B(u), Yuel,

ou seja, para qualquer u € U, o grau de pertinéncia A(u) é
menor que o grau de pertinéncia B(u).

Note que A= Bseesomentese AC Be BC A



Exemplo 2

Considere conjuntos fuzzy de R com func¢des de pertinéncia:
A(u;1,1.5,3), B(u;0,1.5,2,4) e C(u; 1,25, 3).
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Note que AC Bporéem A¢Z Ce B¢ C.



A igualdade e a incluséo fuzzy remetem a teoria classica no
seguinte sentido:

» Um conjunto fuzzy A é ou ndo é igual a B.

» Um conjunto fuzzy A ou esta incluso ou néo esté incluso
em B.

Na teoria fuzzy, podemos atribuir um grau de pertinéncia para
a veracidade das afirmacdes:

» Aéigual a B.
» A é subconjunto B.



Medida de Inclusdo Fuzzy

Uma medida de inclusdo fuzzy estende a afirmagéao “A € um
subconjunto de B’ para conjuntos fuzzy.

Definicdo 3 (Medida de Inclusao Fuzzy)

Uma fungéo Incr : F(U) x F(U) — [0, 1] € uma medida de
inclusdo fuzzy se

1, ACB,

Incr(A, B) = {0 AZB

para quaisquer conjuntos crisp A, B C U.



Na teoria classica, tem-se A C B se a proposi¢ao
p:Yue Uue A— ueB,

€ verdadeira.
|
Em termos da fungao caracteristica, tem-se

xa(u)  xs(u) | xau) = xs(u)
1

0 0

0 1 1
1 0

1

0
1 1
que ¢ a tabela verdade da implicagéao.

e
Assim, tem-se A C B se e somente se

inf | xa(u) = xg(u)| =1.
uelU



Implicagao Fuzzy

Definicao 4 (Implicacéo Fuzzy)

Uma aplicagao /: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1], também denotada por
I(a, b) = a — b, decrescente no primeiro argumento e
crescente no segundo é uma implicacao fuzzy se satisfaz
1(0,0) = 1(0,1) = /(1,1)=1e /(1,0) = 0.

Observe que a implicagédo fuzzy satisfaz a tabela verdade da
implicacao classica!
|
A implicagao fuzzy é usada da seguinte forma para definir uma
classe de medidas de incluséo fuzzy:

inc(A, B) = inf |A(u) - B(u)]



Exemplo 5 (Implicacado de Lukasiewicz)

Ii(a,b)=1A(1—a+b)=min{1,1 — a+ b}.

Para os conjuntos fuzzy A e B mostrados abaixo,
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Exemplo 5 (Implicacado de Lukasiewicz)

Ii(a,b)=1A(1—a+b)=min{1,1—a+ b}.
Para os conjuntos fuzzy B e C mostrados abaixo,
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Inc,(B, C) ~ 0.3333.



Exemplo 6 (Implicacao de Godel)

1, a<b
wa,by=< " ~—"7
u(a,b) b, caso contrario.
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Exemplo 6 (Implicacao de Gddel)

1, a<b,

Iy(a, b) = :
u(a,b) b, caso contrario.

== =B

—B 5 C

Incy(B, C) = 0.
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Inck(A, B) ~ 0.7200.
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Exemplo 7 (Implicagédo de Kleene-Dienes)

Ik(a,b) = (1—a)Vvb=max{1— a,b}.

I
25

Inck(B, C) ~ 0.1733.



Apesar de fornecer uma medida para a veracidade da
afirmacgao “A é um subconjunto de B’ quando A e B sao
conjuntos fuzzy, as medidas de inclusao fuzzy ainda
apresentam um retrocesso a teoria classica.

Exemplo 8

Considere conjuntos classicos
A={1,2,3}, B={1,2,45} e C=1{4,56}.

Note que nenhum conjunto esta contido no outro. Além disso,
sendo A, B e C conjuntos classicos, tem-se

Incr(A, B) = Incx(A, C) =0,
para qualquer medida de inclusao fuzzy.

Contudo, podemos esperar que A estd mais contido em B do
que em C. As medidas subsethood capturam essa ideia.



Medida Subsethood

Definicao 9 (Medida subsethood)

Uma aplicacdo S : F(U) x F(U) — [0,1] é uma medida
subsethood se satisfaz

(a) S(A,B)=1se ACB.

(b) S(U,0) =0.

(c) SeAC BC C, entao

S(C,A) < S(B,A) e S(C,A) < S(C,B).

Exemplo 10

As medidas de inclusao /nc; e Incy sao também medidas
subsethood.



Pode-se definir medidas subsethood através das seguintes
equacoes:

1, A=0,
S'(A.B) = {Card(AmB) caso contrario
Card(A) ’ ’
1, AUB=1),
S°(A.B) = {Card(B) caso contrario
Card(AU B)’ ’

Exemplo 11
Se A={1,2,3}, B={1,2,4,5} e C = {4,5,6}, entdo

S"(A,B)=2/3 e S"(AC)=0.
Analogamente,

SY(A,B)=4/5 e S(AC)=1/2.



Cardinalidade de Conjuntos Fuzzy

Se U = {uy, uUy,...,up} €um universo de discurso finito, entao
a cardinalidade de um conjunto fuzzy A € F(U) é definida
através da equacao

n
Card(A) = A(w).
i=1
No caso geral, define-se

Card(A) = / A(u)du,
U

uma vez que a integral acima faz sentido.



Exemplo 12

Considere 0 maximo e o minimo para calcular a uniao e
interseccdo. Nesse caso,
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S"(B,C) = ~ 0.4232



Exemplo 12

Considere 0 maximo e o minimo para calcular a uniao e
interseccdo. Nesse caso,
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Exemplo 12

Considere 0 maximo e o minimo para calcular a uniao e
interseccdo. Nesse caso,
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S'(C,B) = ~ 0.9523



Exemplo 12

Considere 0 maximo e o minimo para calcular a uniao e
interseccdo. Nesse caso,
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Medida de Similaridade Fuzzy

Uma medida de similaridade fuzzy avalia o quanto dois
conjuntos fuzzy sao iguais.

Definicdo 13 (Medida de Similaridade Fuzzy)

Uma aplicagao Sim : F(U) x F(U) — [0, 1] é uma medida de
similaridade fuzzy se satisfaz

(a) Sim(A, B) = Sim(B, A).

(b) Sim(U, () = 0.

(c) Sim(AA) =1.

(d) Se AC BC Centao

Sim(A, B) > Sim(A,C) e Sim(B,C) > Sim(A, C).

Uma medida de similaridade fuzzy é dita forte se
Sim(A, B) = 1 implica A = B.



Na teoria classica, tem-se A = B se, e somente se, AC Be

B C A
|
Dada uma medida subsethood e uma norma triangular A,
pode-se definir uma medida de similaridade Simg como segue

Simg(A, B) = S(A, B) A S(B, A).

|
Note que o conectivo “e” € modelado por uma t-norma pois
uma conjungao fuzzy pode nao ser comutativa.

Similarmente, uma medida subsethood é usada porque uma
medida inclusdo fuzzy pode violar uma das 4 propriedades da
medida de similaridade.



Exemplo 14

Considere o minimo e o maximo como t-norma e t-conorma.
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S(B,C)~0.4232 e S"(C,B)~0.9523
Sil’)’)sm(B7 C) = 0.4232.



Exemplo 14

Considere o minimo e o maximo como t-norma e t-conorma.
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SY(B,C)~ 04352 e SY(C,B)~ 0.9792
Simsu(B, C) = 0.4352.



