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Nessa aula, generalizaremos as operacdes de uniao,
intersec¢éo e complemento de conjuntos.

Operagdes com conjuntos classicos:

» Interseccgédo:

AnB={xeU:xcAexec B}

» Uni&o:
AUB={xeU:xcAoux c B}.

» Complemento:
A°={xelU:x¢A}.

Essas operacdes estdo intimamente relacionadas aos
conectivos “e” (conjuncao), “ou” (disjuncao) e “nao” (negacao)
da logica cléssica.



Interseccao de Conjuntos Fuzzy
Em termos das funcdes caracteristicas, a interseccao satisfaz:

xa(x)  xs(x) | xans(X)
0

0 0
1 0 0
0 1 0

1 1 1
Tabela verdade da conjuncao.

No caso fuzzy, a funcao de pertinéncia da interseccdo AN B é
determinada ponto-a-ponto a partir de uma conjungao fuzzy
das funcdes de pertinéncia de A e B, ou seja,

(AN B)(x) = C(A(x), B(x)), Vxe U,

em que C denota uma conjungéao fuzzy.



Conjuncéao Fuzzy

Definicao 1 (Conjuncgéo Fuzzy)

Uma fungéo C : [0,1] x [0,1] — [0, 1] decrescente em ambos
argumentos € uma conjungao fuzzy se

€(0,0)=C(0,1) =C(1,0)=0 e C(1,1)=1.
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Exemplo 2 (Minimo)

Cu(a, b) = min{a,b} =anb.




Exemplo 3 (Produto)

CP(au b) =a-b.
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Exemplo 3 (Produto)

=a-b.

Cp(a, b)




AnB

--eA
-=up

max{0,a+ b —1}.

Exemplo 4 (Conjungao de Lukasiewicz)
CL(a7 b)



Exemplo 4 (Conjungao de Lukasiewicz)

Ci(a,b) =max{0,a+b—1}.




Exemplo 5 (Conjuncao Drastica)

a b=1,
CD(a,b): b, a:1,
0, caso contrario.
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Exemplo 5 (Conjuncao Drastica)

a b=1,
CD(a,b): b, a:1,
0, caso contrario.




Exemplo 6 (Kleene-Dienes)
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Exemplo 6 (Kleene-Dienes)

0, b<1-—a,

Cxla,b) = {b b>1-a




Exemplo 7 (Kleene-Dienes)
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A conjungéo de Kleene-Dienes nao é comutativa!

Ela também néo é associativa, ou seja, podemos ter
(AnNB)NC#ANn(BnNC).




Norma Triangular

A interseccao de conjuntos classicos é comutativa, associativa
e satisfaz An U = A.

Impondo essas propriedades na intersecgao de conjuntos
fuzzy, concluimos que a conjuncao deve ser comutativa,
associativa e ter 1 como identidade. Logo, temos:

Definicao 8 (Norma Triangular ou t-norma)

Uma norma triangular ou t-norma é uma operacao
A :0,1] x [0,1] — [0,1], com A(a,b) = a A b, tal que

1. aAb=bA a, (comutativa)
2. (aAb)Ac=al (bAc), (associativa)
3. b<c = aAb<alc, (monétona crescente)
4. aN1=a, (identidade)

para a, b, c € [0,1].



Examples 9

» As conjungbes do minimo, produto, Lukasiewicz e drastica
sdo todas normas t-normas denotadas por Ay, Ap, AL €
Ap, respectivamente.

» A conjuncao de Kleene-Dienes ndo é uma t-norma.

As t-normas geralmente ndo podem ser ordenadas. Porém, o
minimo € a maior t-norma enquanto que a t-norma drastica é a
menor t-norma.

Pode-se demonstrar a seguinte relacdo em que A denota uma
t-norma arbitraria:

alApb<alAb<alyb, Vabel01].



Uni&o de Conjuntos Fuzzy
Em termos das funcdes caracteristicas, a unido satisfaz:

xa(x)  xs(x) | xaus(X)
0

0 0
1 0 1
0 1 1

1 1 1
Tabela verdade da disjungéo.

No caso fuzzy, a funcao de pertinéncia da unido AU B é
determinada ponto-a-ponto a partir de uma disjungéo fuzzy
das funcdes de pertinéncia de A e B, ou seja,

(AUB)(x) = D(A(x), B(x)), Vxe€ U,

em que D denota uma disjungéo fuzzy.



Disjuncéao Fuzzy

Definicao 10 (Disjuncéao Fuzzy)

Uma fungéo D : [0,1] x [0,1] — [0, 1] crescente em ambos
argumentos é uma disjuncao fuzzy se

D(0,0)=0 e D(0,1)=D(1,0)=D(1,1) =1.

|
Uma disjungdo fuzzy néo precisa ser comutativa, associativa
nem possuir uma identidade!



Conorma Triangular

A unido de conjuntos classicos é comutativa, associativa e
satisfaz AU () = A.

Impondo essas propriedades na unidao de conjuntos fuzzy,
concluimos que a disjuncao deve ser comutativa, associativa e
ter 0 como identidade. Logo, temos:

Definigado 11 (Conorma Triangular ou t-conorma)

Uma conorma triangular ou t-conorma é uma operacao
v :[0,1] x [0,1] — [0, 1], com /(a, b) = a</ b, tal que

1.ayb=bv a, (comutativa)
2. (avb)yvc=av(bvo), (associativa)
3. b<c = avyb<ave, (monétona crescente)
4. ayy 0= g, (identidade)

para a, b, c € [0,1].



Exemplo 12 (Maximo)

vm(a, b) = max{a,b} = aV b.
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Exemplo 12 (Maximo)

vm(a, b) = max{a, b} = aVv b.




Exemplo 13 (Soma probabilistica)

vre(a,b)=a+b—a-b.
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Exemplo 13 (Soma probabilistica)

ve(a,b)=a+b—a-b.




Exemplo 14 (T-conorma de Lukasiewicz)
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Exemplo 14 (T-conorma de Lukasiewicz)

vi(a, b) =min{1,a+ b}.




Exemplo 15 (Conjuncao Drastica)

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.3

0.2

0.1

a b=0,

vo(ab)=4¢b, a=0,

1,

caso contrario.
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Exemplo 15 (Conjuncao Drastica)

a b=0,
vo(ab)=4¢b, a=0,
1, caso contrario.




|
As t-conormas geralmente nao podem ser ordenadas. Porém,
0 maximo € a menor t-conorma enquanto que a t-conorma
dréastica é a maior t-norma.

|
Pode-se demonstrar a seguinte relagdo em que 7 denota uma
t-conorma arbitraria:

ayumb<awvb<aspb, Vahbecl01].



Complemento de um Conjunto Fuzzy
Na teoria classica, o complemento de um conjunto A é formado
por todos os elementos que nao pertencem a A, ou seja,

AC={xeU:x¢A}L

Em termos das fungdes caracteristicas, o complemento
satisfaz satisfaz:

XA(X) | xac(x)
0 1
1 0
Tabela verdade da negagéo.

No caso fuzzy, a fungdo de pertinéncia do complemento A° é
determinada ponto-a-ponto pela negacao fuzzy da funcao de
pertinéncia de A, ou seja,

A°(x) =n(A(x)), VxeU,

em que n denota uma negacao fuzzy.



Negacao Fuzzy

Definicao 16 (Negacéo Fuzzy)

Uma aplicagao decrescente n : [0,1] — [0, 1] € uma negacéo
fuzzy se satisfaz n(0) =1 e n(1) =0.

Definicao 17 (Negacao Fuzzy Forte)

Uma negacao fuzzy é dita forte se € uma involucao, ou seja,

n(n(a)) =a, Vaclo,1].



Exemplo 18 (Negacao Usual (Standard))

773(3) =1-—a

1

0.9 A
)
]
0.8+ " Ad
L}
.
0.7 [
.
L}
0.6 ) : .
]
¥
05}
0.4
0.3
0.2

La 3
0.1r

0 Il Il Il Il hd I Il
3

Esta é uma negagéo forte!



Exemplo 18 (Negacao Usual (Standard))

ns(a)=1-a
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Esta é uma negacao forte!



Exemplo 19 (Negacao de Sugeno)

A negacao usual é obtida considerando A = 0.



Exemplo 19 (Negacao de Sugeno)

I I I I I I I I -
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A negacao usual é obtida considerando A = 0.



Exemplo 20 (Negacéao de Yager)

nw(@) = V1—a%, we(0,+o00).
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A negacao usual é obtida considerando w = 1.



Exemplo 20 (Negacéao de Yager)

nw(@) = V1—a%, we(0,+o00).

¥
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A negacdao usual é obtida considerando w = 1.



Leis de DeMorgan

Leis de DeMorgan

Na teoria classica dos conjuntos, as operagoes de uniao,
intersecg@o e complemento satisfazem

(ANB)*=A°UB° e (AUB)°=A°nB°.

Tripla de DeMorgan: (A, <7, 7).

As leis de DeMorgan valem na teoria fuzzy se a unido,
interseccé@o e complemento sao determinados usando uma
t-norma, uma t-conorma e uma negacao fuzzy forte tais que

n(aAb) =n(a)vnb) e n(awb)=n(a) An(b),

para todo a, b € [0,1].



Exemplo 21

Sao exemplos de tripla de DeMorgan:
» (Am, VM, ns) — Minimo, méximo e negacgao usual.

» (Ap,vp,ns) — Produto, soma probabilistica e negacéao
usual.

» (AL,v1,ns) — T-norma e t-conorma de Lukasiewicz e
negacgao usual.



Lei do Terceiro Excluido

Lei do terceiro excluido

Na légica classica, uma proposi¢ao € verdadeira ou sua
negacao é verdadeira.
Em termos da linguagem de conjuntos, tem-se que:

AUAC = U.

Na teoria fuzzy, ndo temos essa lei!



Exemplo 22

Considere a negacao usual e a t-conorma do maximo.
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Neste caso, AU A° # U.



Lei da ndo-contradicao

Lei da ndo-contradicéo

Na logica classica, duas afirmagdes contraditérias ndo podem

ser verdadeiras ao mesmo tempo.
Em termos da linguagem de conjuntos, tem-se que:

AN A° =1(.

Na teoria fuzzy, ndo temos essa lei!



Exemplo 23

Considere a negacao usual e a t-norma do minimo.
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Neste caso, AN A° £ ().



A violacao da lei da ndo-contradigdo mostra que a teoria fuzzy
permite a coexisténcia de uma classe e seu complemento!



