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A nocao de medida generaliza a nogao de conceitos como
comprimento, area, volume, etc.

Em probabilidade, a nogao de medida é usada para avaliar a
ocorréncia de um evento.

Na aula de hoje, revisaremos a medida de probabilidade e
apresentaremos as chamadas medidas fuzzy que, de certo
modo, generalizam a medida de probabilidade.

O conteldo da aula de hoje esta baseado no Capitulo 7 do
livro “Topicos de Logica Fuzzy e Biomatematica” de Barros e
Bassanezi.



o-algebra
Na probabilidade, identificamos um evento com um
subconjunto de um espago amostral 2 e atribuimos a ele um
namero que indica a chande dele ocorrer.
|
Formalmente, tais subconjuntos devem satisfazer a seguinte
defini¢cdo:

Definicdo 1 (o-algebra)

Uma familia .A de subconjuntos de Q é uma o-algebra se:
1. 0 e A
2. Se Ac A, entdo A® € A.

3. Se A, € A, para todo k € N, entdo U A€ A.
keN

Exemplo 2

O conjunto das partes de Q é um exemplo de o-algebra.




Medida de Probabilidade

Fixada uma o-algebra A de Q, definimos uma medida de
probabilidade em A da seguinte forma:

Definicao 3 (Medida de Probabilidade)
Uma fungéo P definida numa o-algebra é uma medida de
probabilidade em A se

» P(A) > 0 paratodo A € A.

» P(Q) =1.

» Se Ax € A,k € N,com A;N A; = () para todo i # j, entdo

P (U Ak> = P(Ay).

keN keN

A propriedade 3 é chamada c-aditividade.



Teorema 4 (Continuidade da medida de probabilidade)

Uma medida de probabilidade P em uma o -algebra A satisfaz:
» Se Ay € A k €N, satisfaz A; C A; para todo i < j, entdo

P = i ;
(U Ak) Jim P(Ax)
keN
» Se Ax € A,k € N, satisfaz A; C A; para todo i < j, entdo

P (ﬂ Ak> = lem P(Ax).

keN



A c-aditividade de uma medida de probabilidade P é muito
forte e pode nao ser razoavel em algumas situacoes.

Exemplo 5

Suponha que desejamos medir a produtividade de um grupo
de trabalhadores de uma determinada industria. Seja p(A) a
produtividade de um grupo A de trabalhadores. Nesse caso,
nao é razoavel que i seja necessariamente aditiva, ou seja,
w(AU B) = u(A) + u(B) quando AN B = (). Pode ocorrer
w(AN B) < u(A) + u(B) se houver incompatibilidade entre os
grupos de trabalhadores A e B.



Medida de Sugeno

Em 1974, Sugeno introduziu a seguinte classe de medidas:

Definicao 6 (Medida de Sugeno)

Seja A uma o-algebra. Uma fungéo us : A — [0,1] € uma
medida de Sugeno em A se

ns(P) =0e pus(Q) =1.
Se A,Be A, comAC B, entdo pg(A) < ug(B).
Se Ay € A,k € N, satisfaz A; C A; para todo i < j, entdo

1s (U Ak) = Jim us(Ag).

keN

v

v

v

v

Se Ay € A,k € N, satisfaz A; C A, para todo / < j, entéo

(s (ﬂ Ak) = lim_ji5(Ag)-

keN



Medidas Fuzzy

A medida de Sugeno € um caso particular das chamadas
medidas fuzzy, em que exclui-se a continuidade.

Definicao 7 (Medida Fuzzy)

Seja .4 uma o-algebra. Uma fungéo p : A — [0,1] é uma
medida fuzzy em A se

> p(0) =0e pu(Q)=1.
» Se A,Be A, comAC B, entéo u(A) < u(B).



Exemplo 8

Sejam A uma o-algebra e g, : A — [0, 1] uma fun¢édo
satisfazendo

2. g\(AUB) = g\(A) + gx\(B) + Agr(A)g.(B), com A > —1 se
AnB=4.

Mostre que g, € uma medida fuzzy.



Exemplo em Biomatematica

Consideremos uma alcatéia com n lobos, ou seja,
Q= {xq1,Xo,...,Xn}. A cada elemento x; de Q, atribuimos um
numero p; € [0, 1] representando sua capacidade de predagao.
O valor p; pode estar associado a idade do lobo, por exemplo.
|
Podemos definir uma fungdo g que mede a potencialidade de
predacdo numa cagada de um grupo de lobos A C Q.
|
O potencial de cacada da alcatéia ser maximo corresponde a
dizer

9() = g({x1,-...X}) = 1.

Para dois grupos A e B, com AN B = (), tomamos
9(AUB) =g(A) +9(B) + Ag(A)g9(B), A > —1.

O potencial de predagao € uma medida fuzzy.



Além disso, a potencialidade de predacao descrita pela funcao
g tem a seguinte interpretacdao dependendo do paradmetro A:
» Se )\ € (—1,0), entdo os lobos cooperam pouco (capturam
mas também espantam as presas).

» Se A =0, entdo os lobos cooperam moderadamente (nao
espantam as presas).

» Se A\ > 0, entdo os lobos da alcatéia cooperam fortemente
(captam e fazem as presas correrem na direcdo de outros
lobos).



Medida de Possibilidade

Outro conceito muito utilizado na teoria fuzzy € o conceito de
possibilidade.

Definicao 9 (Medida de Possibilidade)

Uma medida de possibilidade 7 sobre Q2 € uma funcao
7 : P() — [0, 1] tal que
1. 7(0)=0en(Q) =1.
2. Para qualquer familia {A;,i € Z} de subconjuntos de Q,

tem-se
™ (U A,-) = sup{n(A):ieT}.

i€eZ

Observacao:

Uma medida de possibilidade € um subconjunto fuzzy das
partes de Q.



O Principio de Consisténcia

Considere a frase:
“Tal fato é possivel mas improvavel”.

Essa frase mostra que ha uma diferenca entre possibilidade e
probabilidade. E mais, podemos assumir que a possibilidade,
denotada por 7, deve satisfazer a desigualdade

m(A) > P(A), Ac A,

chamada principio de consisténcia.
|
O principio de consisténcia estabelece uma relagéo entre
possibilidade e probabilidade.



Distribuicao de Possibilidade

Tal como em probabilidade, tem-se a nogéo de distribuicao de
possibilidade:

Definicdo 10 (Distribuicao de possibilidade)

Uma distribuicdo de possibilidade sobre um conjunto ndo-vazio
Q é uma funcéo ¢ : Q — [0, 1] satisfazendo ¢(w) = 1 para
algum w € Q.

|
Qualquer conjunto fuzzy normal de Q define uma distribuicao
de possibilidade.



Por um lado, uma medida de possibilidade 7 induz uma
distribuicéo de possibilidade ¢, sobre 2 definida da seguinte
forma:

or(w) =7m1({w}), YweQ.

|
Por outro lado, dada uma funcéao de distribuicdo de
possibilidade ¢ : Q — [0, 1], podemos definir a medida de
possibilidade 7 sobre Q2 através da equacao

m(A) = sup{p(w) : w € A}, VACQ.



Na teoria da probabilidade, tem-se o conceito de “valor
esperado”, que é obtido usando uma integral da medida de
probabilidade.
|
De um modo similar, usamos o conceito de integral fuzzy para
definir o conceito de valor esperado de uma medida de
possibilidade.
|
Antes de apresentar o conceito de integral fuzzy, revisaremos
alguns conceitos classicos. Nao estaremos preocupados aqui
com questdes de existéncia!



Integral de Lebesgue

Primeiramente, dizemos que uma fungéo g : Q — [0,0) é uma
funcdo simples se

k
gw) = aixaw),
i=

em que A;, 1 </ < k, € uma particdo de Q2 e x4, € a fungéo
caracteristica de A;.

Definicdo 11 (Integral de Lebesgue)

Seja 1 uma medida o-aditiva em Q. A integral de Lebesgue de
uma fungao simples g sobre Q2 com respeito a u é

k
/diu = aju(A).
i=1



De um modo geral, pode-se mostrar que a integral de
Lebesgue de uma funcao simples satisfaz

/di” - /OOO pw € Q: g(w) > a}da.

A integral de Lebesgue de uma funcéo positiva f : Q — [0, c0) é
definida com base no fato que ela € limite de uma sequéncia
de fungdes simples.

Dessa forma, tem-se:

/Qfdu _ /Ooou{w €Q: f(w) > a}da.

Em palavras, a integral de Lebesgue de f pode ser obtida pela
integral de Riemann da fungéo que indica a medida dos
“niveis” de f.



Exemplo 12

Se X : Q — [0, 00) é uma variavel aleatéria em Q2 com medida
de probabilidade P, entdo a esperanca de X é

E(X) = /Q XdP — /0 " PIX > xdk,

emque [X > x] = {w € Q: X(w) > x}.



Integral de Choquet

A integral de Choquet é definida sem exigir que u seja
o-aditiva:

Definicao 13 (Integral de Choquet)

A integral de Choquet de uma funcédo f : Q — [0,00) em
relacdo a uma medida p (ndo necessariamente aditiva) é

(©) /Q foly = /000 1w € Q: f(w) > a}da.

Algumas propriedades, como a linearidade, ndo séo validas se
1 nao for aditival



Integral de Sugeno

De um modo geral, a integral de Sugeno é obtida substituindo
na integral de Lebesgue (ou Choquet) a soma pelo supremo e
o produto pelo minimo. Formalmente, tem-se:

Definicao 14 (Integral de Sugeno)

Sejam f: Q — [0, 1] uma funcdo e 1 uma medida fuzzy sobre
Q. Aintegral de Sugeno de f sobre Q2 com respeito a i €

(S)/Qfdu =sup{a A pf{w e Q: f(w) > a}: ae[0,1]}.
ou ainda,

(S)/Qfdu =sup{a A pf{w € Q: f(w) > a} : a €[0,1]}.



Exemplo 15

Seja F um subconjunto de R, cuja fungao de pertinéncia é
oF(x) = max{0, —4x? + 4x}.

Determine o valor da integral de Sugeno

(S) /R fm,

em que m denota a medida usual de Lebesgue.



Exemplo 15

Seja F um subconjunto de R, cuja fungéo de pertinéncia é
pr(x) = max{0, —4x2 + 4x}.

Determine o valor da integral de Sugeno

S) / fdm,
R

em que m denota a medida usual de Lebesgue.

Resposta:

/fd 1+f



Tal como o valor esperado de uma variavel aleatéria com
respeito a uma medida de probabilidade, define-se o valor
esperado fuzzy usando a integral de Sugeno:

Definigcéo 16 (Esperanga Fuzzy)

Sejam X : Q — [0, 1] uma variavel incerta (tipicamente uma
funcao de pertinéncia) e . uma medida fuzzy em Q. A
esperancga fuzzy (ou valor esperado fuzzy) de X € o nimero
real

EF(X) = (S)/QXdu — sup [o A p{w € Q: X(w) > al].

0<a<1

Propriedades da esperanca fuzzy e exemplos podem ser
encontrados no livro de Barros e Bassanezi.



