~ Aula?2
Conjunto Fuzzy como
Modelador de Incerteza

MS580 - Introducao a Teoria Fuzzy

Marcos Eduardo Valle

Departamento de Matematica Aplicada
Instituto de Matematica, Estatistica e Computagéo Cientifica
Universidade Estadual de Campinas



Num dicionario, sdo muitos os sindbnimos da palavra incerteza
como: subjetividade, imprecisao, aleatoriedade, duvida,
indecisdo, ambiguidade, imprevisibilidade.

Com efeito, existem varios tipos de incerteza.

A teoria fuzzy trata incertezas relacionadas a linguagem
natural.

Abortaremos a teoria fuzzy introduzindo o conceito de
conjuntos fuzzy.



Conjuntos Classicos

Um conjunto é uma coleg¢ao de objetos que, por alguma razéo,
nos convém situar coletivamente como uma unica entidade.
Tais objetos sédo geralmente referidos como elementos do

conjunto.

Os elementos podem ser qualquer coisa como, por exemplo,
livros de uma biblioteca, numeros, pessoas, paises, etc.

O importante é que um elemento ou pertence ou ndo pertence
a um certo conjunto. Essa relagéo entre um conjunto e um
elemento € chamada relagéao de pertinéncia.



Um conjunto é definido de uma das seguintes formas:
» Listando seus elementos explicitamente.
Por exemplo, A= {0,1,e,7}.
Esta forma s6 vale para conjuntos finitos (e, pequenos...)
» Especificando uma propriedade dos seus elementos.
Porexemplo, A={xeR:9<x <11}.

Nas duas formas anteriores, assumimos que 0s elementos
pertencem a um universo de discurso.



» Um conjunto também pode ser caracterizado por meio de
sua funcéo caracteristica y4: U — {0,1}:

(x) = 1, x€A,
XA =00, x¢A

Por exemplo,




O conjunto A= {x € R: 9 < x < 11} pode representar o
conjunto dos “numeros proximos de 10”.

Nesse caso, o numero 11 é préximo de 10 mas 12 ndo é
préximo de 10.

Da mesma forma, o nimero
11,0000000000000000000000000000000000000000001
também nao é préximo de 10.

Na teoria dos conjuntos fuzzy,
11,0000000000000000000000000000000000000000001
pertence mais ao conjunto dos niumeros proximos de 10
que 12.

Nao dizemos se um elemento pertence ou ndo a um
conjunto fuzzy, mas dizemos o grau com que o elemento
pertence ao conjunto fuzzy.



Conjuntos Fuzzy

Definicdo 1 (Conjunto Fuzzy)

Considere um universo de discurso U (conjunto classico). Um
subconjunto fuzzy, ou simplesmente conjunto fuzzy, Ade U é
caracterizado por uma fungdo ¢4 : U — [0, 1], chamada
funcao de pertinéncia.

O valor pa(x) indica o grau com o que elemento x € U
pertence ao conjunto fuzzy A.

Notacgao:

A familia de todos os conjuntos fuzzy de U sera denotada por
F(U).



Exemplo 2

O conjunto fuzzy dos “ndimeros préximos de 10” pode ser
caracterizado, por exemplo, pela seguinte fungao de
pertinéncia:

PA

Observe que ha uma transi¢éo gradual entre pertinéncia e
nao-pertinéncia!



Note que que os conjuntos fuzzy sao obtidos ampliando o
contra-dominio da fungéo caracteristica do conjunto binario
{0, 1} para o intervalo [0, 1].

Na linguagem da fuzzy, um conjunto classico costuma ser
denominado conjunto crisp.

A teoria dos conjuntos fuzzy generaliza a teoria classica dos
conjuntos. Porém, um conjunto fuzzy A pode ser identificado
como o seguinte conjunto classico de pares ordenados:

{(x,0a(x)) : x € U}.



Notagao para Conjunto Fuzzy

» Como um conjunto fuzzy A é completamente
caracterizado por sua funcéo de pertinéncia ¢ 4.

» Uma fungéo ¢4 : U — [0, 1] caracteriza um Unico conjunto
fuzzy A.

Logo, é comum usar A para representar tanto a fungao de
pertinéncia como o conjunto fuzzy.

|
Neste contexto, um conjunto fuzzy A é uma fungao

A:U—[0,1],

em que o valor A(x) representa o grau com que o elemento x
pertence a A.



De um modo geral, qualquer fungao A: U — [0,1] é um
conjunto fuzzy. Todavia, uma fungéo A: U — [0, 1] é util na
teoria dos conjuntos fuzzy se podemos atribuir um significado
plausivel para ela.



» Uma fungdo de pertinéncia caracteriza um conjunto fuzzy,
e vice-versa.

» Contudo, hd uma certa arbitrariedade na escolha da
funcao de pertinéncia que descrever um certo conceito.

Exemplo 3

O conjunto dos numeros “proximos de 10” pode ser modelado
pelo conjunto fuzzy cuja fungédo de pertinéncia é

wA(x) =max{0,min{x —9,11 — x}}

cujo gréfico é

PA




Exemplo 4

Alternativamente, o conjunto dos numeros “préximos de 10”
poderia ser modelado pelo conjunto fuzzy cuja fungao de
pertinéncia é

(PA(X) _ e—(x—10)2.

cujo gréfico é

PA




Funcdes de Pertinéncia Tipicas

Fungéo Triangular

0, X < a,
X-a . xeclam
A(x;a,m,b) = rgfa € [a,m),
B> X €[m,b),

0, X > b,

ou

)

m—a b—m

A(x;a,m,b) = max{o,min {H b_X}}



Funcdes de Pertinéncia Tipicas

Funcéo Trapezoidal

0, X < a,
2=4  x¢clam),

A(x;a,m,n,b) =<1, X € [m, n),
b=x " x €[n,b),
0, X > b,

ou

A(x;a,m,n,b):max{o,min{x_a 1 b_X}}.

m—-a 'b-n



Funcdes de Pertinéncia Tipicas

Funcédo Gaussiana

A(X, m, 0—) = e_(X—m)Z/o-Z‘

Funcao Sigmoide

0, X < a,
2
2(5=2) , x € [a,m)
A(X;a7b): o-a 2
1—2(2%2) , X €[m,b)
1, x> b.

emque m= (a+ b)/2.



Numero Fuzzy

Numeros fuzzy generalizam os numeros reais e, de um modo
mais geral, os intervalos compactos de R.

Numero Fuzzy (definicao fraca)

Um ndmero fuzzy é um conjunto fuzzy cuja funcao de
pertinéncia A: R — [0, 1] é da forma

fa(x), x € l[a m),

1

A(x) = , x € [m,n],
ga(x), x e (n, b,
0 caso contrario.

em que a, m,n, b sdo rais taisque a< m< n< b, fs € ga sao
funcdes respectivamente crescente e decrescente, e
geralmente continuas.



Fuzzy x Probabilidade
A funcao densidade de uma varidvel aleatoria atribui a cada
elemento x € U um namero representado sua probabilidade.

Exemplo 5

A funcéo densidade n : R — [0, 1] de uma variavel aleatéria
com distribuicdo normal com média 1. e variancia o2 é dada por

1 aewjas?

n(x) = 2ro

Note que

O conceito de funcao de pertinéncia ¢4 generaliza a nogao de
fungéo densidade néo exigindo [, wa(x)dx =1?



Exemplo 6
Suponha que vocé esta morrendo de sede no deserto e
encontra duas garrafas, A e B, com os seguintes dizeres:
A: O conteldo desta garrafa tem pertinéncia 0,9 no conjunto
dos liquidos potaveis.
B: O conteudo desta garrafa tem probabilidade 0,9 no
conjunto dos liquidos potaveis.

Dado que vocé precisa beber algo (senédo vocé morre de
sede), qual das duas garrafas vocé escolheria?



» Um grau de pertinéncia 0,9 significa que o conteudo da
garrafa A é “préximo” de um liquido potavel (digamos,
agua pura).

Portanto, ndo deve fazer mal.

» A probabilidade 0,9 do conteldo da garrafa B ser liquido
potavel significa que hd uma chance em 10 do liquido ser
veneno.

Conclusao: é preferivel beber 4gua suja que eventualmente
tomar veneno.



Fuzzy x Probabilidade

Ha uma diferenca conceitual entre fungéo de pertinéncia e
funcao densidade.

» A fungéo de pertinéncia indica, de certo modo, a
compatibilidade de x com o conceito descrito por A.

» A funcado densidade, de certo modo, indica a frequéncia
relativa de x em A.

|
A resposta da pergunta: “O conceito de funcao de pertinéncia
w4 generaliza a no¢ao de funcao densidade ndo exigindo
Jy ea(x)dx =1?” é ndo!
Com efeito, pode-se definir a probabilidade de um evento
fuzzy!



Conjuntos Fuzzy Generalizados

De um modo geral, um termo pode ter significados diferentes
para pessoas diferentes.

Exemplo 7

Por exemplo, o termo “proximo de 10” pode significar uma
funcao linear por partes ou uma Gaussiana.

|
Em vista disso, pode haver incerteza na fungao de pertinéncia
da funcéao “préximo de 10”.



Conjuntos Fuzzy Intervalares

Num conjunto fuzzy intervalar, a pertinéncia de um elemento é
descrita por um intervalo / C [0, 1].

Conjunto Fuzzy Intervalar

Um conjunto fuzzy intervalar € descrito por uma fungao de
pertinéncia A : U — T em que T denota o conjunto de todos os
intervalos fechados de [0, 1].

Observacao:

Um conjunto fuzzy intervalar pode ser escrito como A = (A, A),
em que A e A s@o conjuntos fuzzy tradicionais tais que
A(x) < A(x) para todo x € U.



Conjuntos Fuzzy do Tipo 2

Num conjunto fuzzy do tipo 2, a pertinéncia de um elemento é
descrita por um numero fuzzy.

Conjunto Fuzzy Tipo 2

Um conjunto fuzzy do tipo 2 é descrito por uma fungéo de
pertinéncia A : U — I em que I denota o conjunto de todos
0s numeros fuzzy de [0, 1], isto é, nUmeros fuzzy tais que
0<a<b<i.



