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Nas aulas anteriores, apresentamos dois exemplos de
sistemas baseados em regras fuzzy usando o método de
inferéncia de Mamdani.

Lembre-se que um sistema baseado em regras fuzzy contém
as seguintes componentes:

» Dicionario, que define conjuntos fuzzy sobre as variaveis.

» Base de regras, que estabelece uma relacéo entre as
variaveis.

» Método de inferéncia, usado para determinar a saida
dado uma certa entrada.

» Eventualmente, tem-se também um processo de
defuzzificacdo que associa um conjunto fuzzy a um
namero real.

Na aula de hoje, generalizaremos o método de inferéncia de
Mamdani. Sobretudo, estabeleceremos uma conexao do
método de inferéncia com as composigdes relagao-conjunto
fuzzy.



Escrevendo uma Base de Regras Fuzzy

Suponha que as variaveis independentes xq, Xo, . .., X, estao
definidas em universos Xi, X, ..., X, e as variaveis
dependentes y1, Vo, ..., ¥m estdo definidas em Yy, Yo,..., Y.

De um modo geral, a i-ésima regra de uma base com k regras
fuzzy pode ser escrita da seguinte forma:

SEx1éA,-1ex2éA,-2e exnéA,-n,
ENTAO y; éBrey,éBpe ... € yné Bin.



Note que o antecedente
X1 éA,’1 EXQéA,'ge ex,,éA,-n,
pode ser escrito como
X é A,',
em que

X=(X1,X2,...,Xn) € X=X; x Xo X ...x Xp,

A= Ai XA/QX...XAinE]"(X),

€ dado pelo produto cartesiano dos conjunto fuzzy no
antecedente.
De um modo similar, podemos escrever 0s consequentes da
seguinte forma

yé B,

emqueyeY=Yix---xYpeBeF{Y),i=1,...,k



Concluindo, um sistema com k regras fuzzy pode ser escrito
como _
SExé A ENTAOyéB;,, Vi=1,... k.

|
Nas aulas anteriores, vimos que o0 método de inferéncia de
Mamdani fornece um conjunto fuzzy B € F(Y) ap6s a
apresentacao de uma entrada xg € X.
|
Veremos que o método de Mamdani pode ser generalizado
para fornecer um conjunto fuzzy B € F(Y) ap6s a
apresentacdo de um conjunto fuzzy A € F(X).



Método de Inferéncia de Mamdani
Considere uma base de regras fuzzy. Dado
Xo = (Xo1, Xo2, - - -, Xon) € X, N0 método de inferéncia de
Mamdani, primeiro calculamos as ativagoes

n
W,':A,'(Xo): /\Aij(XOj)7 Vi = 1,...,/(
j=1

Observe que o produto cartesiano A; = Ajy X ... x Ajp €
determinado usando o minimo!
|
Posteriormente, determina-se B € F(Y) através da equagéao

k
B= U w; A B;,
i=1

em que a unido é determinada usando o maximo, ou seja,

k
B(y)=\/wiABi(y), Wyev.
i=1



Observe agora que Xo € X pode ser descrito pela fungao
caracteristica xo : X — {0, 1} dada por

Xo(X) = {1’ X=Xo

0, caso contrario.

Dessa forma, a ativagéo da j-ésima regra é

w; = Ai(Xo) = \/ [xo(X) A Ai(X)].

xeX

|
Podemos agora considerar o caso mais geral em que
observamos A € F(X) no lugar de x, € X.

Com efeito, a ativagdo da i-ésima regra sera

wi = \/ [A(X) A Ai(x)].

xeX



Resumo do Método de Inferéncia de Mamdani
Concluindo, considere uma base de regras fuzzy
SExé A ENTAOyYé B, Vi=1,... k.
Dado um conjunto fuzzy A € F(X), o método de inferéncia de
Mamdani fornece o conjunto fuzzy B € F(Y) dado por

k
B(y)=\/ [WiABi(y)].vy €Y,

i=1
em que
wi=\/ [AX)ANAX)], Vi=1,... k.
xeX

Outros métodos de inferéncia podem ser obtidos substituindo o
minimo por uma t-norma!



Método de Inferéncia Disjuntivo
Dadas k as regras fuzzy

SExé A ENTAOyéB;, Vi=1,... k.
e um conjunto fuzzy A € F(X), determinamos B € F(Y) como

k
B(y)=\/ [wi & Bi(y)].Vy €Y,

i=1
em que

wi=\/ [AX) A A(X)], Vi=1,... .k
xeX
Chamamos método de inferéncia disjuntivo porque B é
obtido pela unido (disjuncdo) dos B;’s.
» O método de inferéncia de Mamdani é também conhecido
como modelo max-min.

» O método de inferéncia obtido considerando o produto Ap
€ chamado método de Larsen.



Medida de Possibilidade

A ativagéo de uma regra no método de inferéncia disjuntivo
pode ser interpretado em termos de uma medida de
possibilidade:

Definicdo 1 (Medida de Possibilidade)

Considere uma familia de conjuntos fuzzy A¢,...,Ax de X. A
possibilidade sup-A de A € F(X) dado A;, denotada por
Poss(A, A)), é

Poss(A, A)) \/A

xeX

Em palavras, Poss(A, A;) € supremo (maior valor) da
interseccdo de Ae A;.



Em termos da medida de possibilidade, o método de inferéncia

disjuntivo pode ser escrito como:
|
Dadas k as regras fuzzy

SExé A ENTAOYéB;, Vi=1,... k.
e um conjunto fuzzy A € F(X), determinamos B € F(Y) como

k
B(y) = \/ [Poss(A, A) A B(y)], ¥y € Y.

i=1



Regra Composicional de Inferéncia sup-A

O método de inferéncia disjuntivo da pagina anterior pode ser
reformulado em termos da composicao relagdo-conjunto.
Especificamente em termos da regra composicional de
inferéncia.

Definicao 2 (Regra Composicional de Inferéncia (RCI))

Dada uma relacéo fuzzy R € F(X x Y), a regra
composicional de inferéncia define fuzzy B € F(Y) através
da equagéao seguinte equagao para qualquer A € F(X):

B=AoR.



Teorema 3 (Método de Inferéncia Disjuntivo e a RCI)

Seja /\ uma t-norma continua e considere um sistema de
regras fuzzy

SEx é A ENTAOY éB;, Vi=1,... k,
emque A € F(X) e B F(Y) paratodoi=1,... k.
Dado um conjunto fuzzy A € F(X), o conjunto fuzzy

k
=\/ [Poss(A A) A Bi(y)],
i=1

satisfaz B= Ao R em que R € F(X x Y) é a relagdo dada por

k

R(x,y) = \/ Ai(x) & Bi(y).

i=1



Demonstragao.

Com efeito, paratodoy € Y, tem-se

2
=

Il
<»

[

[\/ [A(X) & A,-(x>]] A B,-(y)}

Il
R

I
<



Consisténcia de um Método de Inferéncia

De um modo geral, um método de inferéncia define uma
funcao ¢ : F(X) — F(Y) que associa a cada A € F(X) um
conjunto fuzzy B € F(Y).

Definicao 4 (Consisténcia de um Método de Inferéncia)

Dizemos que uma fungéo ¢ : F(X) — F(Y) € consistente com
uma base de regras fuzzy

SExé A ENTAOYé B, Vi=1,... Kk,
se Y(Aj) = Bjparatodoi=1,... k.

Em outras palavras, ¢ é consistente com a base de regras se e
somente se v interpola os pares (A;,Bj) :i=1,... k.



Consisténcia da Regra Composicional de Inferéncia

No caso da regra composicional de inferéncia, temos
YR(A)=AoR,

emque R € F(X x Y) e “o” denota uma composi¢ao sup-A.
|
Tal como no método de inferéncia de Mamdani, suponha que
R é determinada da seguinte forma:

K
R(X,y) = \/ Ai(x) & Bi(y).

i=1
|
Que condicdes devemos impor sobre os conjuntos fuzzy A;
dos antecedentes para que ¢ seja consistente?



Conjuntos Fuzzy Ortonormais

Definicao 5 (Conjuntos Fuzzy sup-/ Ortonormais)

Dizemos que os conjuntos fuzzy A+, Ao, ..., A S80 sup-A
ortonormais se

VAMX =1, Vi=1,.. Kk,

xeX

\/ [Ai(x) A A(x)] =0, Vi #].

xeX

Em outras palavras, Aq, Ao, . .., Ax S80 sup-A ortonormais se e

somente se
1, i=j
AI o Aj — b j’ .
0, caso contrario.



Teorema 6

Considere conjuntos fuzzy As, As, . .., Ax normais, ou seja,
SUPycx Ai(X) = 1 paratodoi=1,..., k. Temos que:
1. Ay, Ao, ..., A s80 sup-min ortonormais se e somente se

Supp(Ai) N Supp(Aj) =0, Vi# .
2. A, As, ..., A S80 sup-/\| ortonormais se e somente se

Ax) +A(x) <1, VxeX e Vi#].



Demonstracao.

Devemos apenas considerar a equagao Ao A; = 0 para i # |,
ou seja,

SUpAi(x) AAi(x) =0 <<= Ai(x) AA(x)=0,vxc X
xeX

1. Considerando a composigao sup-min, encontramos
Aj(x) A Aj(x) = 0 para todo x € X, que corresponde a
afirmar que no existe x € X tal que A;(x) > 0 e A;(x) > 0.
Equivalentemente, Supp(A;) N Supp(A;) = 0.

2. Considerando a composicao sup-/\;, encontramos
A,'(X) YAV} Aj(X) =0 «<— 0V (A,(X) + Aj(X) = 1) =0
— AX)+AKX)-1<0
—  AXx)+Ai(x) <1,

para todo x € X. O



Consisténcia do Método de Inferéncia Disjuntivo

Teorema 7

Considere um sistema de regras fuzzy

SExéA ENTAOy éB;, Vi=1,...,k,

emque A; € F(X) eBic F(Y) paratodoi=1,..., k e defina a
relagdo R € F(X x Y) através da equacdo

k
R(x,y) = \/ Ai(x) A By(y),

i=1

em que A denota uma t-norma continua. Se os conjuntos
fuzzy Ay, ..., Ak Sdo sup-/\ ortonormais, entao

BgZAgoﬁ, V§:1,...,k

ou seja, Y3 (A) = Ao R é consistente com as regras fuzzy.



Demonstracao.

Com efeito, se Ay, ..., Ax sdo sup-A ortonormais, entao

17 §:i7

Poss(A¢, Aj) =
(Ae, 4) {0, caso contrario.

Logo, paratodo y € Y, tem-se

(Ac o R)(Y) = \k/ [Poss(A¢, A)) A By(y)]
- I[F:oss(Ag, A¢) £ Be(y)] v \/ [Poss(Ac. A7) & Bi(y)]
= [1 A Be(y)] v \/ oA Bi(;é)?
— Bi(y). .



Consideracdes Finais

Observe que, embora desejavel, a consisténcia de um método
de inferéncia ndo é necessaria para o bom desempenho do
sistema baseado em regras fuzzy em uma aplicagao pratica.

De fato, o sistema baseados em regras fuzzy forneceu
excelentes resultados no problema backing-up a truck da aula
anterior embora os conjuntos fuzzy dos antecedentes nao séo
sup-min ortogonais.

Ainda assim, observamos que conjuntos fuzzy A, ..., Ak
podem n&o ser sup-A; ortonormais (com uma certa t-norma)
mas ser sup-/A, ortonormais (com uma outra t-norma).

Por exemplo, os conjuntos fuzzy dos antecedentes do
problema backing-up a truck sao sup-/A; ortogonais.



