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Na aula de hoje veremos como combinar uma relagdo com um
conjunto, uma situagao muito comum nas aplicagdes da teoria
fuzzy.

Como motivacao para o estudo da composicao
relagao-conjunto, considere o seguinte exemplo abstrato:

Exemplo 1

Suponha que R descreva (de forma muito simplifica) a
associacao entre febre alta (medida entre 36°C e 40°C) e a
dor de cabeca (medida em uma escala de 0 a 10).
|
Sabendo que a temperatura € em torno de 38°C, qual sera o
nivel de dor de cabeca?
|
Em outras palavras, sabendo que a temperatura € um conjunto
A, qual sera o conjunto da dor de cabec¢a?



Composicao Relacao-Conjunto Cléssica

Supunha que temos uma relagéo classica R C U x V e
observamos um conjunto classico A C U.
|
Podemos definir o conjunto classico B C V de todos os
elementos de V que estao relacionados (por meio de R) com
algum elemento de A.

Formalmente, definimos o conjunto B da seguinte forma:

B={veV:3dueUuecA/ (uv)eR}



Do classico para o Fuzzy
Em termos da funcao de pertinéncia, temos
xg(v)=1 < 3JueU:xalu)=1 e xr(u,v)=1
< 3JueU:xa(u) A xr(u,v)=1
< sup [xa(u) & xr(u,v)] =1,
uel

emquealAb=1se esomentese,a=1eb=1.
|
Dessa forma, podemos escrever

xs(V) = EEB [xa(u) A xr(u,v)].

|
No caso fuzzy, substituimos a funcao caracteristica pela
funcao de pertinéncia, ou seja,

B(v) = sup [A(u) & R(u, v)],
uel

em que A denota uma t-norma.



Composicdes Sup-A Relagao-Conjunto Fuzzy

Definicao 2 (Composigcéao sup-/A Relagado-Conjunto)

Seja A umat-normae R € F(U x V) uma relagéo fuzzy.

» Dado um conjunto fuzzy A € F(U), definimos o conjunto
fuzzy B= Ao R € F(V) através da seguinte equagao:

B(v) =sup [A(u) A R(u,v)], VveV.
uel

» Dado um conjunto fuzzy X € F(V), definimos o conjunto
fuzzy Y = R o X € F(U) através da equacéo

Y(u) =sup [R(u,v) A X(v)], VueU.
veU



Exemplo 3

Considere a relagao fuzzy R € F([36,40] x [0, 10], dada por

R(x,y) = min{1,w,g},

que descreve a associacao entre febre alta e a dor de cabeca.

Grau de Pertinéncia

Dor de cabega o 3 Temperatura



Exemplo 3

Dado o conjunto fuzzy A € F([36,40]), dado por
A(x) =0V ((x —37) A (39 — X)),

que descreve a temperatura em “torno de 38°C”.

Grau de Pertinéncia
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Determine a composi¢ao sup-min B= Ao R



Exemplo 3

Resposta: Neste caso, a composi¢cao sup-min Ao R fornece

(Ao R)(y) = 0.75 A (g) .

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 4

Considere a relagao fuzzy R € F([36,40] x [0, 10], dada por

R(x,y) = min{1,w,g},

que descreve a associacao entre febre alta e a dor de cabeca.

Grau de Pertinéncia

Dor de cabega o 3 Temperatura



Exemplo 4

Suponha que observamos o conjunto fuzzy B € F([0,1])

-0 10 (9)]

que descreve o conceito “forte dor de cabega”.

1

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 4

O maior conjunto fuzzy A € F([36,40]) talque A= Bo R,

em que “o” denota a composicao sup-min, é

1

0.9+ B

o o o
5 2 &
T : T
i i i
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Em palavras, A é o conjunto fuzzy de “febres” que provoca
“forte dor de cabeca”.



Exemplo 5

Considere universos finitos U = {uy, us} e V = {vq, vo, v3}.
Dada a relacéo fuzzy R € F(U x V) e o conjunto fuzzy
A € F(U), representados por

A=[08 1.0]

R:[LO 0.5 0.8]

0.1 04 09

determine o conjunto fuzzy Ao R obtido considerando a
composicao max-A;, em que A\, denota a t-norma de
Lukasiewicz.



Exemplo 5

Considere universos finitos U = {uy, iz} e V = {vy, vo, v3}.
Dada a relagéo fuzzy R € F(U x V) e o conjunto fuzzy
A € F(U), representados por

R:[LO 0.5 0.8] A=[08 1.0]

0.1 04 09

determine o conjunto fuzzy Ao R obtido considerando a
composicao max-A;, em que A\, denota a t-norma de
Lukasiewicz.

Resposta: O conjunto fuzzy Ao R corresponde ao vetor

AocR=[08 04 09]



Extensao Cilindrica e Extensao

A composicao sup-A relacdo-conjunto também pode ser
deduzida usando o conceitos de extensdo cilindrica e projecao.

Definigao 6 (Extenséo Cilindrica)

A extensao cilindrica em U x V de um conjunto fuzzy
A € F(U) é arelagao fuzzy cil(A) € F(U x V) dada por

cil(A)(u,v) = A(u), YueU,veV.



Exemplo 7

A extensao cilindrica em [36,40] x [0, 10] do conjunto fuzzy
A € F([36,40]), dado por A(x) =0V ((x —37) A (39 — x)),

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 7

A extensao cilindrica em [36,40] x [0, 10] do conjunto fuzzy
A € F([36,40]), dado por A(x) =0V ((x —37) A (39 — x)), é

Gil(A)(x,y) = 0V ((x —37) A (39— x)),Vx € [36,40], y € [0,10].

Grau de Pertinéncia
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Definicao 8 (Projecéao)

Considere uma relagéo fuzzy R € F(U x V).

» A projecao de R em U é o conjunto fuzzy
projy(R) € F(U) dado por

projy(R)(u) = supR(u,v), Vue U.
yev

» A projecao de R em V é o conjunto fuzzy
projy(R) € F(V) dado por

projy(R)(v) = supR(u,v), VveV.
uel



Exemplo 9

Considere a relagao fuzzy R € F([36,40] x [0, 10], dada por

R(x,y) = min{1,w,g},

que descreve a associacao entre febre alta e a dor de cabeca.

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 9

A projecao de R em U = [36,40] é o conjunto fuzzy
projy(R) € F(U) dado por

projy(R) = min {1,@} :

Grau de Pertinéncia

0.4

o L L L L L
36 365 37 375 39 395 40

H 1
38 38.5
Temperatura



Exemplo 9

A projecado de R em V =[0,10] é o conjunto fuzzy
projy(R) € F(V) dado por

o<

projy(R) = min {1,

Grau de Pertinéncia
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Seja A\ uma t-normaeR € F(U x V) uma relagdo fuzzy.

» Dado um conjunto fuzzy A € F(U), a composi¢cdo sup-A
B=AoR e F(V) satisfaz

B = projy(cil(A) N R).

» Dado um conjunto fuzzy X € F(V), a composicao sutp-/\
Y =RoX e F(U) satisfaz

Y = projy(R n cil(X)).

Aqui, a intersecgdo é calculada usando /\.



Demonstracao.

Demonstraremos apenas o primeiro item. Note que
projy (cil(A) N R)(v) = sup [cil(A)(u, v) A R(u, v)]
uel

= sup [A(u) A R(u, V)] = (Ao R)(v),
uel

paratodo v € V. O



Exemplo 11

Considere a relagédo R

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 11

E o conjunto fuzzy A.

1
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Exemplo 11

A extensdo cilindrica de A é a relagao




Exemplo 11

A interseccao cil(A) N R, calculada usando o minimo, é

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 11
A projecadoem V =[0,10] de cil(A)NR &

Grau de Pertinéncia
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que é exatamente Ao R.



Outras composicoes Relacdo-Conjunto

De forma semelhante a composi¢éo sup-A aplicada em uma
relagdo e um conjunto, tem-se:

Definigao 12 (Composigéo inf-sy Relagdo-Conjunto)

Seja 7 umat-conorma e R € F(U x V) uma relacéo fuzzy.

» Dado um conjunto fuzzy A € F(U), definimos o conjunto
fuzzy B= Ae R € F(V) através da seguinte equagao:

B(v) = uIQL [A(u) 7 R(u,v)], VveV.

» Dado um conjunto fuzzy X € F(V), definimos o conjunto
fuzzy Y = R e X € F(U) através da equacédo

Y(u) = [R(u,v) v X(v)], VueU.

inf
velU



Exemplo 13

Considere universos finitos U = {uy, us} e V = {vq, vo, v3}.
Dada a relacéo fuzzy R € F(U x V) e o conjunto fuzzy
A € F(U), representados por

A=[08 1.0]

R:[LO 0.5 0.8]

0.1 04 09

determine o conjunto fuzzy A e R obtido considerando a
composicao min-s7,, em que s/, denota a t-conorma de
Lukasiewicz.



Exemplo 13

Considere universos finitos U = {uy, Uz} e V = {vq, vo, v3}.
Dada a relacéo fuzzy R € F(U x V) e o conjunto fuzzy
A € F(U), representados por

R:[LO 0.5 0.8]

01 04 09 ¢ A=[08 1.0

determine o conjunto fuzzy A e R obtido considerando a
composi¢ao min-s/,, em que 1/, denota a t-conorma de
Lukasiewicz.

Resposta: O conjunto fuzzy A e R corresponde ao vetor
AeR=[1.0 1.0 1.0].
Lembre-se que

AoR=[08 04 09].



Definicao 14 (Composicao inf-— Relagcédo-Conjunto)

Seja — uma implicacéo fuzzy e R € F(U x V) uma relagéo
fuzzy.

» Dado um conjunto fuzzy A € F(U), definimos o conjunto
fuzzy B= A>R € F(V) através da seguinte equagao:

B(v) = JQL [A(u) = R(u,v)], VYveV.

» Dado um conjunto fuzzy X € F(V), definimos o conjunto
fuzzy Y = R> X € F(U) através da equagao

Y(u) = VIQL [R(u,v) = X(v)], VueU.



Exemplo 15

Considere universos finitos U = {uy, us} e V = {vq, vo, v3}.
Dada a relacéo fuzzy R € F(U x V) e o conjunto fuzzy
A € F(U), representados por

A=[08 1.0]

R:[LO 0.5 0.8]

0.1 04 09

determine o conjunto fuzzy AR obtido considerando a
composicao min-—;, em que —; denota a implicacao fuzzy de
Lukasiewicz.



Exemplo 15

Considere universos finitos U = {uy, Uz} e V = {vq, vo, v3}.
Dada a relacéo fuzzy R € F(U x V) e o conjunto fuzzy
A € F(U), representados por

R:[LO 0.5 0.8]

01 04 09 ¢ A=[08 1.0

determine o conjunto fuzzy AR obtido considerando a
composi¢ao min-—;, em que —; denota a implicagéo fuzzy de
Lukasiewicz.

Resposta: O conjunto fuzzy A>R corresponde ao vetor
A>R=[01 04 0.9].
Lembre-se que

AocR=1[08 04 09 e AeR=[1.0 1.0 1.0].



Exemplo 16

Considere a relagao fuzzy R € F([36,40] x [0, 10], dada por

R(x,y) = min{1,w,g},

que descreve a associacao entre febre alta e a dor de cabeca.

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 16

Dado o conjunto fuzzy A € F([36,40]), dado por

A(x) =0V ((x —37) A (39 — X)),

que descreve a temperatura em “torno de 38°C”.

Grau de Pertinéncia
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Exemplo 16

A composigao inf-—y; A> R, em que — ) denota a implicagao
de Gédel, fornece o conjunto fuzzy.

Grau de Pertinéncia
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