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Na aula anterior, apresentamos algumas operacdes com
relagbes fuzzy.

Em particular, vimos que duas relagbes podem ser
combinadas usando a composicao sup-A.

Em outras palavras, dadas duas relagbes R e S,
determinamos ) =R o S.

Na aula de hoje, discutiremos como resolver a equacao
relacional fuzzy
RoX =S8,

em que R e S sao relagdes dadas e a incognita X' é também
uma relagao fuzzy.



Exemplo 1

Considere universos finitos U = uy,us, V = vy, o €
W = wq, w,. Dadas as relagdes R € F(U x V) e
S € F(ux W), com

0.5 0.5} o 32[0.3 0.3}’

R= [0.5 0.5 0.3 03

determine X € F(V x W) talque R o X = S, em que o denota
a composicao max-min.



Exemplo 1

Considere universos finitos U = uy, Uz, V = v, o €
W = wy, wr. Dadas as relagbes R € F(U x V) e
S € F(ux W), com

0.5 0.5} o S:[O.B 0.3]’

R= [0.5 0.5 0.3 0.3

determine X € F(V x W) talque R o X = S, em que o denota
a composicao max-min.

Resposta: Umasoluggdode Ro X =S é

0.3 0.3
= {0.3 0.3} '



Exemplo 2

Considere universos finitos U = uy,us, V = vy, o €
W = wq, w,. Dadas as relagdes R € F(U x V) e
S € F(ux W), com

0.3 0.3} o S:[O.S 0.5}’

R= [0.3 0.3 0.5 05

existe X € F(V x W) tal que Ro X =S, em que o denota a
composicao max-min?



Exemplo 2

Considere universos finitos U = uy, o, V = v4, o €
W = wy, w,. Dadas as relagbes R € F(U x V) e
S e F(ux W), com

03 03 05 05
R:[o.s 0.3} e 52[0.5 0.5]’

existe X € F(V x W) tal que R o X = S, em que o denota a
Composi¢ao max-min?

Resposta: N&o existe A tal que R o X = S pois

03 03 5 1.0 1.0/ |03 03 - 0.5 05
0.3 0.3 1.0 1.0, |03 03 0.5 05|

Logo, para qualquer X teremos Ro X < S.



Uma equacao relacional R o X = S pode néao ter solugao.

Porém, a inequagéo relacional R o X < S sempre admite uma
solucao.

Com efeito, a solugéo trivialde Ro X < Sé X = 0.

Na pratica, buscaremos a maior solugao da inequagao

&
[¢]
e
IN
“»

Formalmente, resolveremos o problema: Dados R € F(U x V)
e S € F(U x W), determine

X*=sup{X¥ e F(Vx W) : RoX <S}.

Para tanto, apresentaremos alguns conceitos matematicos
importantes.



Implicacao Residual

Defini¢cao 3 (Implicacdo Residual)

Dada uma t-norma A : [0, 1] x [0,1] — [0, 1], 0 operador
Ia :0,1] x [0,1] — [0, 1] dado por

In(a,b) =sup{ze€[0,1]:aLz<b}, Vabe]|0,1],

€ chamado implicacao residual de A.

Notacao:

A implicacao residual /5 também pode ser denodada da
seguinte forma: a - b= Ixr(a, b), para todo a, b € [0, 1].

Nomenclatura:
A implicagao residual é também chamada R-implicacao.




Exemplo 4

Verifique que I» € uma implicagao fuzzy.




Exemplo

|

Verifique que In € uma implicagédo fuzzy.

Resposta: Primeiro, note que

In(0,0) =sup{z€[0,1]:0Az<0} =1,
In(0,1) =sup{z€[0,1]:0Az<1} =1,
In(1,1) =sup{z€[0,1]:1AZz<1} =1,
In(1,0) =sup{z€[0,1]:1AZz<0}=0.

Sea<c,entdtoal z<cA zparatodo z € [0, 1]. Além disso,
c Az < bimplica a A z < b. Portanto,
{z€[0,1]:cAz<b}C{ze€][0,1]:aA z < b}. Logo,

In(c,b) =sup{z€[0,1]:cA z<b}
<sup{z€[0,1]:aA z<b}=Ixr(ab).

De um modo similar, pode-se mostrar que /x(a, b) < In(a,c)
sempre que b < c.



Exemplo 5

Determine a implicacao residual de a Ay b = min{a, b}.




Exemplo 5

Determine a implicacao residual de a Ay b = min{a, b}.
Resposta: A implicacao residual do minimo é

1, a<b
b, caso contrario.

IM(a, b) = {

A implicacao /), é chamada implicacao de Godel.



Exemplo 6

Determine a implicacdo residual de a Ap b = ab.




Exemplo 6

Determine a implicagao residual de a Ap b = ab.

Resposta: A implicacao residual do produto é

1, a<hb
b/a, caso contrario.

IF’(av b) - {

A implicacao /p é chamada implicacao de Goguen.



Exemplo 7

Determine a implicagéo residual de a/A; b= max{0,a+b—1}.




Exemplo 7

Determine a implica¢éo residual de a/A; b= max{0,a+b—1}.

Resposta: A implicacao residual de Lukasiewicz é

Ii(a,b) = min{1,1 —a+ b}.



Exemplo 8

Determine a implicagéo residual da t-norma drastica

b, a=1,
alApb=4qa b=1,
0, caso contrario.



Exemplo 8

Determine a implicac¢do residual da t-norma drastica

b, a=1,
alpb= a b=1,
0, caso contrario.

Resposta: A implicacao residual da t-norma drastica é a
implicagéo fuzzy

b, a=1,
1, caso contrario.

ID(a, b) = {

Infelizmente essa implicacdo nao tem propriedades
interessantes!



Definicdo 9 (Adjungao)

Considere uma t-norma A e uma implicagédo fuzzy —.
Dizemos que o par (A, —) forma uma adjuncao se

anx<b <= x<a—b,

para a, b, x € [0, 1].

Observacgao:

Numa adjungéo (A, —), a implicagéo fuzzy faz o papel da
“‘inversa” da t-norma.



Se (A, —) forma uma adjungéo, entdo — é a implicagdo
residual de A\, ou seja,

(a— b)=sup{ze[0,1]:aAz<b}, Vabe]|0,1].

Demonstragao.

Com efeito,

(a— b)=sup{ze€[0,1]:z<(a— b)}
=sup{ze[0,1]:a/A z < b}.



Numa adjungéao, temos a implicagéo residual —» de uma A.
|
Porém, nem toda implicagao residual —  forma uma adjuncao
com A.

Exemplo 11

Mostre que Ap e Ip ndo formam uma adjuncéo.



Numa adjunc¢ao, temos a implicacao residual — de uma A.
|
Porém, nem toda implicagao residual —  forma uma adjuncao
com A.

Exemplo 11

Mostre que Ap e Ip ndo formam uma adjuncgéo.
Resposta: Bastatomara= 0.5, b= 0.3 e x = 1. Nesse caso,

Ip(a,b) = 1p(0.5,0.3) =1>1,

alApx=05Ap1=05«£03.

x <lIp(a,b) #a/ x <b.



Reticulados Completos Residuado

A estrutura algébrica obtida equipando o intervalo [0, 1] com
uma t-norma A e sua R-implicacdo — é chamada reticulado
completo residuado.
|
Em outras palavras, ([0, 1],V,A, A, —,0,1) &€ um reticulado
completo residuado se o par (A, —), em que A é uma t-norma
e — € uma implicacao fuzzy, forma uma adjuncao.

Exemplo 12

Exemplos de reticulados completos residuados:
» ([0,1],V,A, AL, —,0,1).
» ([0,1],V, A, Apm,—m,0,1).
» ([0,1],V,A,Ap,—p,0,1).



Composicao Inf-—

Em analogia @ composi¢éao sup-A e inf-s7, definimos a
composicao inf-— como segue:

Definigdo 13 (Composigao inf-—)

Dadas relagées fuzzy R € F(U x V)e S € F(V x W), a
composicao inf-— de R por S, denotada por
RS € F(U x W), é dada por

(Re8)(u,w) = inf [R(u,v) = S(v,w)], Y(u,w)eUxW.

velU



Equacao Relacionais Fuzzy

Teorema 14 (Solugéo de Inequacdes Relacionais)

Seja ([0,1],V, A, A\, —,0,1) um reticulado completo residuado.
Dadas relagées fuzzy R € F(U x V) e S € F(U x W), tem-se

RIS =sup{X¥ e F(Vx W):RoX <S8}

Em palavras, X* = R~' > S é a maior relacdo fuzzy tal que
RoX <S.

Teorema 15

Se a equacgéo relacional R o X = S admite solugéo, entao

X* =R >8 é maior solugdo, ou seja, Ro X* =S e X < X*
para qualquer solugdo X.



Demonstracao do Teorema 12.

Note que

[ A A

Logo,

RoX <S
(RoX)(u,w) <S(u,w), YueUVweW

sup [R(u,v) A X(v,w)] <S(u,w), VueUVwe W
veV

R(u,v) AX(v,w) <S(u,w), YueUVveVvVvweW

X(v,w) <R(u,v) = S(u,w), YueUVveVvyweW

X(v,w) < inL [R(u,v) = S(u,w)], VYveVyweW
ue

X(v,w) < inf R (v,u) = S(u,w)], VYveVvweW
ue

X(v,w) < (R 1s8)(v,w), WYveVyweW
X<R 'S

X' =sup{X RoX <S}=sup{X¥ : X <R 'pS}=R'>S.

]



Exemplo 16

Considere universos finitos U = uy,us, V = vy, o €
W = wy, wo. Dadas as relagbes R € F(U x V) e
S € F(ux W), com

0.1 0.7} o 82[0.6 0.2]’

R= [0.5 0.3 0.4 05

determine, se existir, ¥ € F(V x W)talque Ro X =S, em
que o denota a composi¢cao max-min?



Exemplo 16

Considere universos finitos U = uy, o, V = v4, o €
W = wy, w,. Dadas as relagbes R € F(U x V) e
S e F(ux W), com

0.1 07 06 02
R—[os 0.3} e 52[0.4 0.5]’

determine, se existir, ¥ € F(V x W) talque Ro X =S, em
que o denota a composi¢cao max-min?

Resposta: A composi¢cdo min-— fornece

. 1 o _J04 10
TR DS‘{o.a 0.2
Note que
. [o6 02]
Rod _{0.4 0.5]_8'

Logo, X'* é solugcédo da equacéo relacional.



