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Na aula anterior, vimos que uma relagéo fuzzy R de U para V
€ um subconjunto do produto cartesiano U x V, ou seja,

R e F(Ux V).
|
Sendo um subconjunto fuzzy, podemos fazer as operagdes de
intersecgdo, unido e complemento usando os conceitos de
conjuncao, disjuncdo e negacao fuzzy, respectivamente.
|
Além das operacoes elementares, veremos dois tipos de
composigoes de relagdes fuzzy.



Interseccao de RelagOes Fuzzy

Definicao 1 (Interseccéao de Relagbes Fuzzy)

SejaC :[0,1] x [0,1] — [0, 1] uma conjuncao fuzzy. A
interseccao de duas relagdes fuzzy R,S € F(U x V), denotada
porY =RNS, éarelagdo fuzzy Y € F(U x V) dada por

Y(u,v) = C(R(u, v),S(u, v)), V(u,v) e Ux V.

Observagéao:

» Tal como na intersec¢cédo de conjuntos fuzzy, a intersecgao
de relagbes fuzzy é geralmente definida em termos de
uma t-norma.

» Se nao for mencionada a conjuncéo fuzzy ou a t-norma,
considera-se 0 minimo.



Exemplo 2

Considere as relagbes fuzzy R,S € F([0, 1] x [0, 1]) dadas por

Rx,y)=1A(1+x—-y) e S(x,y)=|x—-yl|

R S

» Arelagdo R descreve “x é menor ou igual a y”.
» Arelacdo S descreve “x é diferente de y”.



Exemplo 2

A interseccao ) = RN S € arelagéo fuzzy dada por

Vx,y) =0 +x-y)Alx -yl

que descreve “x € menor e diferente de y”.



Unido de Relagbes Fuzzy

Definicao 3 (Unido de Relagbes Fuzzy)

Seja D : [0,1] x [0,1] — [0, 1] uma disjuncao fuzzy. A unido de
duas relagdes fuzzy R,S € F(U x V), denotada por
Y=RUS, éarelagdo fuzzy Y € F(U x V) dada por

Y(u,v) = D(R(u, v),S(u, v)), V(u,v) e Ux V.

» Tal como na unido de conjuntos fuzzy, a unidao de relagdes
fuzzy é geralmente definida em termos de uma t-conorma.

» Se nao for mencionada a disjungao fuzzy ou a t-conorma,
considera-se 0 maximo.




Exemplo 4

Considere as relagbes fuzzy R,S € F([0, 1] x [0, 1]) dadas por

Rx,y)=1A(1+x—-y) e S(x,y)=|x—-yl|

R S

» Arelagdo R descreve “x é menor ou igual a y”.
» Arelacdo S descreve “x é diferente de y”.



Exemplo 4

A unido Y = RN S é arelagao fuzzy dada por
Yoey) = (1A +x=y) vix—y

que descreve “x € menor ou igual ou diferente de y”.



Complemento de Relacbes Fuzzy

Definicao 5 (Complemento de Relagdes Fuzzy)

Sejan : [0,1] — [0, 1] uma negagéo fuzzy. O complemento de
uma relacado fuzzy R € F(U x V), denotada por ) = R¢ é a
relagdo fuzzy Y € F(U x V) dada por

Y(u,v) = n(R(u, v)), V(u,v) e Ux V.

» Se nao for mencionada a negagéao fuzzy, considera-se a
negacgao usual ng(a) =1 — a.




Exemplo 6

A negagéo da relagado fuzzy R € F([0,1] x [0,1]) & R° dada
por R¢(x,y) =1 — (1 A (1 +x—y)) =0V (y—x).

RC

que descreve “x nao é menor ou igual a y”.



Composicao de Relagdes Classicas

Considere relagbes classicas R C Ux VeSC V x W.

A composicdo de R com S é arelagdo RoS C U x W dada por
RoS={(u,w):3ve V, (uv)eR,(v,w)eS}

Em palavras, (u,w) € Ro S se existe v € V tal que (u,v) € R
e(v,w)eS.

De forma alternativa, u e w estao relacionados (em termos de
R o S) se u esta relacionado com um v (por meio de R) e esse
mesmo v esta relacionado com w (por meio de S).



Em termos da fungao caracteristica, temos

XRos(U,W) =1 <<= 3JveV:xr(uv)=1xs(v,w)=1.
— JveV:xr(uv)Axs(v,w)=1.
<~ SupXR(“a V)AXS(V7 W) = 17
veV
emquealAb=1se,esomentese,a=1eb=1.

1
Concluindo, podemos escrever

X’ROS(Uv W) = Ssup X'R(Uv V) TAN XS(V> W)
veV
|
Substituindo a fungéo caracteristica pela fungéo de
pertinéncia, obtemos a composicao sup-/\ para relagdes fuzzy.



Composicao Sup-A

Definicao 7 (Composi¢ao sup-A)

Seja A :[0,1] x [0,1] — [0, 1] uma t-norma. A composi¢ao
sup-A de duas relagdes fuzzy R € F(U x V) e S € F(V x W),
denotadapor Y =R o S, €arelacdo fuzzy Y € F(U x W)
dada por

Y(u,w) =supR(u,v) AS(v,w).
veV

Observagéao:

» Se ndo for mencionada a t-norma, considera-se o minimo.



Exemplo 8

Considere as relagbes fuzzy R,S € F([0, 1] x [0, 1]) dadas por

Rx,y)=1A(1+x—-y) e S(x,y)=|x—-yl|

R S

» Arelagdo R descreve “x é menor ou igual a y”.
» Arelacdo S descreve “x é diferente de y”.



Exemplo 8

A composigao sup-min Y = R o S é a relagao fuzzy dada por
Y(x,y)=sup (1 —x+2)A|z—y|
z€[0,1]




Exemplo 8

Analogamente, a composigdo R o R € a relagao fuzzy dada por

(RoR)(X,¥) = sup (1-x+2)A(1—Z+y).
z€[0,1]




Produto Max-A

SeU={u,...,unt, V=A{vq,...,w} e W={wy,...,w,} sé@o
conjuntos finitos, as relagbes R € F(U x V) e S € F(V x W)
podem ser representadas por uma matrizes.

i nz2 ... NHg S11 S12 ... S1p
ro1  roo ... Ik So1 Soo ... Sop
R=|. . . e S=1|. . .
frmt Tm2 ... Tmk Sk1 Sk2 ... Skn

Nesse caso, a composicao sup-A pode ser vista como um
produto matricial, chamado produto max-A.



Definicao 9 (Produto Max-A)

Considere matrizes R = (ri) € [0,1]™k e S = (si) € [0, 1]*".
O produto max-A de R por S, denotado por R o S € [0, 1]™*",
€ dado por

n
(RoS)j= Inj%{fi/ Asit =\ Asy,
T =1

paratodoi=1,..., mej=1,...,n:

Observacao:

No produto matricial usual, temos

k
(RS)j =Y {rsy}-
=1

Portanto, o produto max-A é obtido substituindo a soma pelo
maximo e o produto por uma t-norma.



Algoritmo do Produto Max-A

Dadas matrizes R = (r) € [0, 1]k e S = (sj) € [0,1]¥*", 0
produto Y =R o S € [0,1]™*" é determinado como segue:
para /=1 até nfaca
paraj =1 até mfaca

Yii=

para/ =1 até k faca

|y = max{yj, ri & sy}

fim

fim

fim
em que A denota uma t-norma.



Exemplo 10

Determine o produto max-min (max-A\y,) e max-Lukasiewicz
(max-A[) das matrizes

01 0.7
0.3 0.4] e S= [0'2 0'8].

R =
05 0.0 04 1.0




Exemplo 10

Determine o produto max-min (max-A\y,) e max-Lukasiewicz
(max-A[) das matrizes

01 0.7
0.3 0.4] e S= [0'2 0'8].

R =
05 0.0 04 1.0

Resposta: O produto max-min é

04 0.7
RopmS= |04 04].
0.2 05

O produto max-Lukasiewicz é

0.1 0.7
Ro S= |00 04].
0.0 0.3



Composicao Inf-s7

De um modo analogo a composi¢ao sup-A, definimos:
Definigao 11 (Composicao inf-v/)

Seja v : [0,1] x [0,1] — [0, 1] uma t-conorma. A composi¢ao
inf-<7 de duas relagdes fuzzy R € F(U x V)e S € F(V x W),
denotadapor )Y =R e S, € arelacdo fuzzy Y € F(U x W)
dada por

V(u,w) = inf R(u,v) 7 S(v, w).

Observagéao:

» Se nao for mencionada a t-conorma, considera-se o
maximo.



Exemplo 12

Considere as relagbes fuzzy R,S € F([0, 1] x [0, 1]) dadas por

Rx,y)=1A(1+x—-y) e S(x,y)=|x—-yl|

R S

» Arelagdo R descreve “x é menor ou igual a y”.
» Arelacdo S descreve “x é diferente de y”.



Exemplo 12

A composigao inf-max ) = R e S é a relagao fuzzy dada por
Yixy)= inf (1+x-2)viz-yl
z ’




Exemplo 12

Analogamente, a composigdo R e R é a relagao fuzzy dada por

(ReR)(X,¥) = sup (1+x—2)V(1+2—y).
z€[0,1]




Definicao 13 (Produto Min-v7)

Considere matrizes R = (ri) € [0,1]™* e S = (sy) € [0, 1]F*".
O produto min-s7 de R por S, denotado por R e S € [0,1]7*", é
dado por

n
(ReS)j= Irgig({rnv Sy} = //—\1 ri 7 Sjj,

paratodoi=1,...,mej=1,... n:

Observacgao:

O produto min-sy7 € obtido substituindo a soma pelo minimo e o
produto por uma t-conorma.



Algoritmo do Produto Min-vy

Dadas matrizes R = (r) € [0, 1]k e S = (sj) € [0,1]¥*", 0
produto Y =R e S € [0,1]"*" é determinado como segue:
para /=1 até nfaca
paraj =1 até mfaca

yij=1

para/ =1 até k faca

| yij = min{yj, 1y 7 Sj}.

fim

fim

fim
em que 57 denota uma t-conorma.



Exemplo 14

Determine o produto min-max (min-s/) € min-Lukasiewicz
(min-s7,) das matrizes

01 0.7
0.3 0.4] e S= [0'2 0'8].

R =
05 0.0 04 1.0




Exemplo 14

Determine o produto min-max (min-s/) € min-Lukasiewicz
(min-s7,) das matrizes

01 0.7
0.3 0.4] e S= [0'2 0'8].

R =
05 0.0 04 1.0

Resposta: O produto min-max é

0.2 0.8
ReyS=103 08].
0.4 08

O produto min-Lukasiewicz é

0.3 09
Re S= |05 1.0].
1.0

0.4



