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Na aula anterior, apresentamos o método das diferengas finitas
para a solucao de uma equacéo diferencial ordinaria com
condicao de contorno.
|
Na aula de hoje, veremos que o método das diferencas finitas
pode ser aplicado também para a resolugdo de uma equagao
diferencial parcial.
|
Especificamente, ilustraremos a aplicacdo do método das
diferencas finitas para a resolu¢cao numérica da equagao do
calor.



A Equacéao do Calor

Considere uma barra fina de tamanho L. Pela lei do
resfriamento de Newton, a temperatura em um ponto x no
instante de tempo t, denotada por u(x, t), satisfaz a equagéo a
equacéo diferencial parcial

ui(x,t) = uxx(x,t), 0<x<L e 0<t<T,
com a condicao inicial
u(x,0)=q(x), 0<x<lL,
e as condicdes de contorno
u0,) =y e u(l,t)=v, 0<t<T.

|
Aqui, g representa a temperatura inicial da barra e 1 € vy
correspondem a temperatura na fronteira da barra.



Discretizacao
Tal como nas equagdes diferenciais ordinarias, dividimos o
intervalo [0, L] em n+ 2 pontos

, L .
xi=hi, comh=—— parai=0,1,....n+1.
n+1

Analogamente, definimos

. T .
li = JAt, comAt:E, paraj=0,1,....,m.

Além disso, denotaremos por uj; a aproximagao da solugéo
exata u em (x;, t).

Note que, da condig&o inicial, concluimos

upo=2q(x), Vi=1,....n.



Aproximagao para Uy

A derivada parcial de uyx em um ponto (x;, {;) pode ser
aproximada da seguinte forma usando o método das
diferencas finitas:

u(x; — ) = 2u(x; ) + U + . §)

u(x;, ) ~ h2 ’

com erro local O(H?).
|
Substituindo u(x;, ;) por sua aproximagao u;;, temos:

Ui—1j— 2U,'j + Uiyt




Método Explicito

A derivada parcial u; pode ser aproximada usando a diferenca
avancada, ou seja,
u(x;, tj + At) — u(x;, t;)

At ’

Ut(Xi7 tj) ~

com erro local O(At).
____________________________________________________________________________|

Substituindo u(x;, f;) por sua aproximag&o em u;;, encontramos:

Uij+1 — Uj

ut(Xia tj) ~ At



Substituindo as aproximacgdes para as derivadas parciais na
equacao diferencial, encontramos

Uij1 — Uj _ Ui—t1,j — 2Uj + Ui,j
At h? ’

parai=1,....nej=0,1,... m—1.
1
Reorganizando os termos, encontramos:

Ujj1 = aliqj+ (1 — 204)U,‘7j + aljty j,

em que
At
-

o =



Usa as condi¢des de contorno, podemos escrever a seguinte
equacao vetorial:

U/‘+1:AUj—|—b, paraj=0,1,....m—1.

em que
1 -2« o)
« 1-2a o
A= ,
a 1-2a o
« 1-2a
[ Uy 1 [y ]
Upj 0
u = : e b= :
Un_17j O
[ Unj | [ 2]




Da condicao inicial, temos

Uo :
q(Xn-1)
L q(xn) |

|
A partir dessa equagéao, deduzimos u; 1 usando a relagéo

U1 =Au;+b, paraj=0,1,..., m—1.

-
Esse é o chamado método explicito.



Lembre-se que as aproximagdes para as derivadas tem erro
local O(H?) e O(Ab).

Esse fato, porém, ndo garante que u;; € uma boa aproximagéo
para a solugéo exata u(x;, t;).

Com efeito, pode-se mostrar que uma boa aproximacao pode
ser obtida somente se

_ A4t

e <

a

‘ N —

Essa inequagao € uma restricao severa para a utilizagao do
método explicito.

Por exemplo, se h = 0.01, deveremos ter At < 1,/20.000.



Exemplo 1

Aplique o método explicito para a equagao do calor
ur(x, t) = uxx(x,f), 0<x<1 e 0<t<1,
com a condicao inicial
ux,0)=x(1-x), 0<x<H1,
e as condi¢des de contorno
u(0,t)=u(1,t)=0, 0<t<1,

usando . .
h=- At = —.
7 & Al=g



Nesse caso, a = 4 e temos a relacao de recorréncia

U1 j+1 -7 4 0 Uy

Uj| =4 -7 4 Ugj|, para;j=0,1,23.

Uz j+1 0 4 -7 Us;
Da condicao inicial, temos

uo = [0.18750 0.25000 0.18750}T

Da relagcéo de recorréncia, encontramos
[-0.31250 —0.25000 —0.31250}7
[1.18750 —0.75000 1.18750]T
-

11.312 14.750 —11.312]7
u4:[138.19 ~193.75 138.19]"

Esse resultado é inconsistente pois ndo ha fonte de calor e a
temperatura no instante t = 1 € maior que a temperatura em
certos pontos da barra no instante inicial.



Método Implicito

Usando a diferenca atrasa, derivada parcial u; pode ser
aproximada por
u(xi, ) — u(x;, tj — At)

At ’

Ut(Xi, t]) ~

com erro local também O(At).
|
Substituindo u(x;, t;) por sua aproximagao em uj;, temos:

Yij — Uij—1

Uf(Xf7 tj) ~ At



Substituindo as aproximacgdes para as derivadas parciais na
equacao diferencial, encontramos

Uij = Uij—1 _ Uit — 2Uj + Ujt1,j
At 2 ’

parai=1,....,nej=1,....,m.
1
Reorganizando os termos, encontramos:

—aUji—1j + (1 + 2a)u,-7/- —aUipqj= Ujj1,

em que
At
-

o =



Usa as condi¢des de contorno, podemos escrever a seguinte
equacao vetorial:

Au;=u,_{+b, paraj=1,....m

em que
14 2« -«
- 1+20 —«
A = ", “. 9
—a 14+ 2« —o
—o 14+ 2«
[ Uy 1 [y ]
Upj 0
u = : e b=|:
Un_17j O
[ Un,j | | 2




Da condicao inicial, temos

Ug = :
q(xn-1)
| q(xn) |

|
A partir dessa equagéo, deduzimos u; usando a relagao

Au;=u;_; +b, paraj=1,...,m.

I ——
Como u; € obtido resolvendo um sistema linear, essa
abordagem é conhecida como método implicito.



Tal como no método explicito, as aproximacdes para as
derivadas no método implicito tem erro local O(h?) e O(At).

No método implicito, porém, nao ha nenhuma restrigéo para o
tamanho de h e At.

Formalmente, pode-se mostrar que uj; converge para a solugao
exata u(x;, tj) quando h — 0 e At — 0.

Em outras palavras, obtemos uma boa aproximagao uj; de
u(x;, t;) tomando h e At suficientemente pequenos.



Exemplo 2

Aplique o método implicito para a equacao do calor
ur(x, t) = uxx(x,f), 0<x<1 e 0<t<1,
com a condicao inicial
ux,0)=x(1-x), 0<x<H1,
e as condi¢des de contorno
u(0,t)=u(1,t)=0, 0<t<1,

usando . .
h=- At = —.
7 & Al=g



Nesse caso, a = 4 e temos a relacao de recorréncia
9 -4 0 Uyj Uq j—1
-4 9 4| || = |Uj_1|, para;j=1,234.
0 -4 9 Usj Uz j—1
Da condicao inicial, temos
up = [0.18750 0.25000 0.18750}T
Da relagcéo de recorréncia, encontramos
0.054847 0.076531 0.054847}T
0.016321 0.023011 0.016321}7

0.0048763 0.0068913 0.0048763]T
0.0014582 0.0020619 0.0014582]T

Us =
Uz =

=
[
[
=

Nesse caso, o resultado é consistente com a fisica do
problema. Resultados melhores podem ser obtidos
considerando h e At menores!



Consideracdes Finais

Na aula de hoje vimos como o método das diferengas finitas
pode ser usado para resolver uma equagao diferencial parcial,
especificamente, a equaco do calor.

Em particular, vimos o método explicito e 0 método implicito.

Ambos os métodos sdo baseados em aproximacoes da
derivada parcial da ordem O(h?) e O(At).

O método explicito, porém, exige que At < h?/2. O método
implicito ndo possui nenhuma restricao sobre he At.

Na literatura, exitem abordagens mais avang¢adas para a
resolucao de equacdes diferenciais parciais.

O método de Crank-Nicolson, que utiliza diferencgas finitas
com aproximagdes O(h?) e O(At?), é um exemplo.



