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Questio 1. Sejam (a,b) um intervalo aberto em R, f : (a,b) — R e x € (a,b). Considere as seguintes afirmagdes:

2 lim |f(z+h) = f(@)| =0, ()
by lim |f(w+h) = fz—B) =0. @)

Mostre que a) sempre implica b) e dé um exemplo na qual b) vale mas a) ndo é vilido.

Questio 2. Sejam (X, dy) e (Y, dy) espagos métricos. Suponha que f : X — Y é uma bije¢do de modo que a
inversa f ! exista. Mostre que, se X é compacto e f é continua em X, entdo f~! é uma funcio continua em Y.

Questdo 3. Seja I = [0, 1] o intervalo unitério fechado em R. Suponha que f : I — I é uma fungéo continua. Mostre
que existe x € [ tal que f(z) = x.

Questao 4. Seja f : R — R e suponha que existe g € R na qual a funcdo f ¢é continua. Suponha também que,
para todo x,y € R, f satisfaz a equagdo f(x + y) = f(z) + f(y). Mostre que existe uma constante a € R tal que
f(z) = ax paratodo x € R.

Dica: Mostre primeiro que se f é continua em xg € R, entdo f é continua em todo € R. Depois, mostre que
f(n) = an para todo inteiro positivo n. Finalmente, mostre que f(¢q) = aq para todo ¢ € Q e use a continuidade de
f para concluir que f(z) = ax para todo x € R.

Questdo 5. Sejam (X, d) e (Y, d) espagos métricos. Uma fungéo f : X — Y é dita Lipschitz continua em X se
existe uma constante real positiva k tal que

dy(f(m),f(y)) < k:dX(x,y), Vz,ye X.

Mostre que, se f : X — Y €& Lipschitz continua em X, entdo f é também uniformemente continua em X. Verifique
que a reciproca ndo é verdadeira considerando a fungéo real f : [0,1] — R definida como f(z) = /x.

As questdes serdo consideradas somente se forem apresentados os cdlculos necessarios.
BOA PROVA!!!



