Analise Real e Elementos de Analise Real

Lista de Exercicios para o Exame

1 Nuameros Reais

Exercicio 1. Seja p um niimero primo. Mostre que ,/p € um nimero irracional, i.e., ndo existe ¢ € Q tal que @ =y
Dica: Use o seguinte teorema: “Se um nimero primo p divide ab, entdo p divide a ou b”.

Exercicio 2. Mostre que v/2 + v/3 é um ndmero irracional.

Exercicio 3. Encontre o sup e inf de cada um dos seguintes conjuntos:

1. O conjunto de todos os nimeros da forma 277 + 379 4+ 57", onde p, ¢ e r s@o inteiros positivos.
2. 8 ={zx:32%2 - 10x + 3 < 0}.
3. S={z:(x—a)(x—b)(z —c)(x —d) <0},ondea < b<c<d.

Exercicio 4 (Propriedade da Comparagdo). Seja S um conjunto ordenado e suponha A, B C S sejam subconjuntos
ndo-vazios tais que a < b paratodoa € Ae b € B. Mostre que, se B admite supremo, entdo A também admite
supremo e sup A < sup B.

Exercicio 5. Dados ndmeros reais a e b tais que a < b + ¢, para todo € > 0, entdo a < b.

Exercicio 6 (Propriedade de Aproximacao). Seja .S C R um conjunto ndo-vazio com supremo, digamos s = sup S.
Mostre que, paratodo a < s, existe x € Stalque a < x < s.

Definicao 1 (Representacido Decimal Finita). Um niimero real da forma

ai a2 Qn
Thm =00+~ +—5+... 1
"0 T 102 107’ )
onde ag é um inteiro e ay, . . . , ay, sdo inteiros tais que 0 < a; < 9 é geralmente escrito na forma:

Tn = a00.a102 . ..0n,

chamada representacdo decimal finita de r,.

Exercicio 7. Mostre que, se um nimero 7, é dado por uma decimal finita (1), entdo r,, € Q. Mostre também que a
reciproca ¢ falsa.

Exercicio 8. Considere um nimero real z > 0. Mostre que, para todo inteiro n > 1, existe um decimal finito
rn = ag.aj ... an, tal que

1

Definicao 2 (Representacdo Decimal Infinita). A representagdo infinita de um niimero real r € R, denotada por
r = ag.a1a2a3 . . ., € definida como o supremo do conjunto {r1,rs, ...}, onde cada ry, satisfaz (2) paran = 1,2, .. ..

Exercicio 9. Encontre o nimero racional cuja representagdo decimal é 0.3344444 . . ..
Definicdo 3 (Valor Absoluto). Dado x € R, o valor absoluto de x, denotado por |z

2| z, sex >0,
z| = .
—x, caso contrdrio.

, € definido como segue:

Exercicio 10 (Desigualdade Triangular). Mostre que a seguinte desigualdade vale par todo =,y € R:

|z +y| < x| + |yl



2 Conjuntos e Funcoes

Exercicio 11. Prove ou de um contra-exemplo para as seguintes afirmagdes onde A, B, C' sdo conjuntos arbitrarios:
(@ AUBUC)=(AUB)UCeAN(BNC)=(ANnB)NnC.

(b) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

© (AUB)N(AUC)=AU(BNC(O).

d (AuB)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U(CNA).

) AN(B\C)=(AnB)\(ANCO).

(H (A\C)N(B\C) = (ANB)\C.

(g) (A\ B)UB = Aseesomentese B C A.

Exercicio 12. Seja f : S — T uma fung¢do. Dados subconjuntos arbitrarios A, B C S, mostre que

f(AUB) = f(A)U f(B) e f(ANB)C f(A)Nf(B).

Exercicio 13. Seja f : S — T uma funcdo e suponha que X, X1, Xo C SeY,Y1,Ys C T. Mostre que ou de um
contra-exemplo para cada um dos seguintes itens:

(@ X C fHf(X)).

® f(fY)cY.

© fYIUYs] = fHY) U fH(Y).

@ fMinYs] =71 (vi) n 1 (Ya).

@ fTHT\Y)=8\ ().

Exercicio 14. Seja f : S — T uma funcdo. Mostre que as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(a) f & injetora,

() f(ANB) = f(A)N f(B), paratodo A, B C S.

(¢) f7Yf(A)] = Aparatodo A C S.

(d) Se A, B C S sio subconjuntos disjuntos, entio f(A) e f(B) sio também disjuntos.
(e) Para todo subconjunto A e B de S com B C A, tem-se f(A\ B) = f(A)\ f(B).

Exercicio 15. Seja S a colecdo de todos os subconjuntos de um dado conjunto 7. Seja f : S — R uma fungio
definida em S. A funcdo f € dita aditiva se f(AU B) = f(A) + f(B), sempre que A e B forem subconjuntos
disjuntos de 7'. Mostre que, se f é aditiva, entdo as seguintes equagdes valem para todos subconjuntos A, B C T

fLAUB) = f(A)+ f(B\A) e f(AUB)= f(A)+ f(B) - f(AN B).

3 Sequéncias e Séries

Exercicio 16. Seja {s,, } uma sequencia de nimeros reais. Mostre que lim,,_,~, S, = s se, e somente se, lim,, o0 (Sp—
s)=0.

Exercicio 17. Demostre as seguintes afirmacgdes sobre sequéncias de niimeros reais.

a) 2" — 0se |z| < 1 ediverge se |z| > 1.



b) Se s, — 0e {c,} é uma sequencia limitada, entdo {c,s,} — 0.
¢) z"/n! — 0 para todo z € R.
d) Sea, = Vn?+2 —n,entdo a, — 0.

Exercicio 18. Seja 0 < 21 < le xyy1 = 1 — /1 —x,, para todo n > 1. Mostre que {z,} é uma sequencia
decrescente, i.e. x,4+1 < x,, que converge para zero. Mostre também que x,,11/z, — 1/2.

Exercicio 19. Considere sequencias de inteiros positivos {a,, } e {b, } definidas recursivamente tomando a; = b; = 1
e igualando as partes racionais e irracionais da seguinte equagdo para n > 2:

an + bn\@ = (an—l + bn—l\/ﬁ)z-

Mostre que a2 — 2b2 = 1 paran > 2. Conclua que a,,/b,, — /2 por valores maiores que /2 e que 2b,,/a, — V2
por valores menores que /2.

Exercicio 20. Seja {s,} uma sequéncia monétona de niimeros reais. Mostre que {s,,} converge se, e somente se, é
limitada.

Exercicio 21. Prove que a convergéncia de uma sequéncia de nimeros reais {s,, } implica a convergéncia da sequéncia
{Isn|}. A reciproca é verdadeira? Justifique sua resposta.

Exercicio 22. Seja s; = v/2 e defina

Sn+t1 =1/24++/Sn paratodon =1,2,...
Mostre que {s,,} converge e que s, < 2 paratodon =1,2,....

Exercicio 23. Mostre que a sequéncia de nimeros reais definida abaixo converge.

1 1 1 —1)n1
xn:1—7+7—7+...+%, Vn=1,2,...
n

Exercicio 24. Seja a,, uma sequéncia de nimeros reais tais que
1
lant2 — any1] < §!an+1 —an|, Vn>1

Mostre que a sequéncia {a, } converge.

Exercicio 25. Mostre que uma série de termos ndo-negativos converge se e somente se a sequéncia das somas parciais
¢ limitada.

Exercicio 26. Sejama = ) a, e b = >_ b, séries convergentes. Mostre que, para quaisquer constantes « e 3, a série
> (aay, + Bby,) converge para a soma aa + b, i.e.,

oo oo oo
Z(aan + pby,) = aZan + ﬂan.
n=1 n=1 n=1
Exercicio 27. Suponha que a,, > 0e b, > O paratodon = 1,2, .... Mostre que, se existe uma constante positiva c e

um inteiro NV tais que a,, < cb,, para todo n > N, entéo a convergéncia de ) _ b,, implica a convergéncia de »  a,.

Exercicio 28 (Teste da Comparagio no Limite). Suponha que a,, > 0e b, > 0 paratodon = 1,2, ... sdo tais que

Mostre que ) a,, converge se, e somente se, » b, converge.



Exercicio 29. Encontre o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

2 Yontan, S P )
on 3

SED P UNDPE ©)

Exercicio 30. Dada uma sequéncia de nimeros reais {z, }, defina sua média aritmética o,, como segue para todo
n=20,1,...

TotxT1+...+tx,
n+1 '

op =
a) Mostre que, se lim,,—, o £, = x, entdo lim,,_, o, 0y, = .

b) Construa uma sequéncia {x,,} que ndo converge mas que lim,,_,o, 0, = 0.
Exercicio 31. Dada uma série de nimeros reais y | a,, defina

_ |an‘ + an e _ ‘an‘ — Qn
Pn 9 Adn B .

Mostre que:

a) Se Y a, é condicionalmente convergente, i.e. Y a, converge mas »_ |a,| diverge, entdo ambas > p, e > qn
divergem.

b) Se >’ |ay| converge, entdo ambas Y . p, € > ¢, convergem e vale a equagio:
oo o0 [e.e]
D =) P dn
n=1 n=1 n=1

Exercicio 32. Considere uma série de poténcias )~ , an,z™ cujos coeficientes estdo relacionados através da seguinte
equagdo:
an + Aay_1+ Ban,_o=0, VYn=2,3,...

Mostre que, para todo x no qual a série converge, tem-se que a soma da série é:

ap + (a1 + Aap)x
1+ Az + Bx?

4 Limites e Func¢ées Continuas

Exercicio 33. Investigue o comportamento da fung¢do f : R — R definida como

f<a:>—{ A,

caso contrario,

quando x — 1. Justifique sua resposta demonstrando (e determinando) a existéncia do limite lim, 1 f(z).
Exercicio 34. Seja f : R\ {0} — R a fungdo dada por

_ lol

f(z)

X

O limite lim,_,¢ f(z) existe? Justifique sua resposta.

Exercicio 35. Defina f : (0,1) — R como f(z) = sin(2). Investigue o comportamento de f para 2 préximo 0. Em
outras palavras, mostre se o limite lim,_,o f(z) existe ou ndo. Faga a mesma andlise para a fungdo g : (0,1) — R
dada por f(z) =1/z.



Exercicio 36. Sejam (a, b) um intervalo abertoem R, f : (a,b) — Rex € (a,b). Considere as seguintes afirmacdes:

&) i [f(@+h) ~ f(z)] =0, )
b) lim |f(+h) — fa— )] = 0. ©)

Mostre que a) sempre implica b) e dé um exemplo na qual b) vale mas a) néo é vilido.

Exercicio 37. Mostre que a fungdo constante e a funcdo identidade em R sdo ambas fun¢des continuas. Em outras
palavras, dados ¢ € R e X C R, mostre que a fun¢do f : X — R definida como f(z) = ¢ paratodo z € X é uma
fun¢do continua em X. Mostre também que a fung¢do g : X C R — R dada por g(z) = x paratodo x € X é continua
em X.

Exercicio 38. Mostre que todo polindmio em R € uma fung@o continua. Em outras palavras, dados ag, a1, ...,a, € R
e X C R, mostre que a fungdo polindmial p(x) = ag + a1 + . .. + apa™ é continua em X.

Exercicio 39. Seja f : [a,b] € R — R uma fungdo continua tal que f(z) = 0 se = é racional. Mostre que f(x) =0
para todo x € [a, b].

Exercicio 40. Sejam f,g,h : [0,1] C R — R fung¢des definidas como segue:

a) f(x)=g(x) =h(z)=0, se x for um ndmero irracional, 7
b) f(x)=1¢e g(z) ==, se « for um nimero racional, (8)
c) h(zx)=1/n, se © = m/n for um racional (sem fator comum), )
d) hiz)=1, se x = 0. (10)

Mostre que f ndo é continua em nenhum ponto de [0, 1], g é continua somente no ponto x = 0, e h é continua apenas
nos pontos irracionais de [0, 1].

Exercicio 41. Considere a seguinte funcdo definida no intervalo [0, 1] € R:

T se x € um racional,
1—=x se x éum irracional.

)= {
Mostre que:
a) f(f(x)) =z paratodo z € [0, 1],
b) f(z)+ f(1 —z) = 1paratodo z € [0, 1],
¢) f é continua somente no ponto x = 1/2,
d) f assume qualquer valor entre 0 e 1,
e) f(r+y)— f(x) — f(y) éracional para todo z,y € [0, 1].

Exercicio 42. Seja f : R — R e suponha que existe ¢y € R na qual a funcdo f é continua. Suponha também que,
para todo x,y € R, f satisfaz a equagdo f(x + y) = f(z) + f(y). Mostre que existe uma constante a € R tal que
f(z) = ax paratodo x € R.

Dica: Mostre primeiro que se f é continua em zg € R, entdo f é continua em todo x € R. Depois, mostre que
f(n) = an para todo inteiro positivo n. Finalmente, mostre que f(¢q) = aq para todo ¢ € Q e use a continuidade de
f para concluir que f(z) = ax para todo x € R.

Fazer também os exercicios: 1, 14, 16, 18 do Capitulo 4 do Livro Texto.



5 Derivadas

Exercicio 43. Mostre que a n-ésima derivada do produto h de duas funcdes f e g satisfaz a seguinte equagdo chamada

formula de Leibnitz:
n

W () =" (Z) FP (2)g" P (z), (1)

k=0

(1) = o

Exercicio 44. Seja f : [a,b] — [a,b] uma func@o continua em todo intervalo [a, b] e diferencidvel em (a, b), com
|f/(x)] < a < 1 paratodo z € (a,b). Mostre que f possui um dnico ponto fixo em [a, b], ou seja, existe um tnico
¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

onde

Exercicio 45. Determine os intervalos nos quais as fungdes f e g sdo crescente ou decrescente. Determine também
os pontos de madximo e minimo, se existirem.

a) f(z) =23 +ax+b, zeR. (12)
b) g(x) =log(z® —9), |z|> 3. (13)
Exercicio 46. Encontre o polindmio p de menor grau tal que
p(x1) = a1, p(x2) =az, p'(z1)=bi, p'(z2) = b, (14)
onde x1 # x3 € a1, as, by e be sdo numeros reais dados.

Exercicio 47. Mostre que a férmula no teorema do valor médio pode ser escrita como

flz+h) - f(x)
h

= f'(x + 0h),

onde 0 < § < 1. Determine # como uma fun¢éo de x e h quando

a) f(z) =a?

b) f(z) = e”.

Exercicio 48. Seja f uma fungdo tal que sua derivada € definida e satisfaz |f’(z)| < 1 para todo z no intervalo
0 < x < 1. Defina a sequéncia a,, = f(1/n), paran = 1,2, ..., e mostre que lim,,_,, a, existe.

Dica: Use o critério de Cauchy.

Exercicio 49. Suponha que f tem derivada finita em (a, b) e é continua em [a, b] com f(a) = f(b) = 0. Mostre que
para todo real A existe algum c em (a, b) tal que f'(c) = Af(c).
Dica: Aplique o teorema do valor médio no produto g(z) f(z) para uma certa fung¢do g que depende de \.

Fazer também os exercicios: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 22 do Capitulo 5 do Livro Texto.



