Lista 7 - Sequéncias de Cauchy, Subsequéncias e Questdes Relacionadas.

Definicdo 1. Uma sequéncia de niimeros reais { s, } € dita
a) crescente se sp, < Spq1 paratodon =1,2;...,

b) decrescente se s, 11 < s, paratodon =1,2,...,

¢) mondtona se € crescente ou decrescente.

Exercicio 1. Seja {s,,} uma sequéncia monétona de nimeros reais. Mostre que {s,} converge se, e somente se, ¢
limitada.

Exercicio 2. Prove que a convergéncia de uma sequéncia de niimeros reais { s, } implica a convergéncia da sequéncia
{Isn|}. A reciproca é verdadeira? Justifique sua resposta.

Exercicio 3. Seja s = V/2 e defina

Sn+l =1/24++/Sp, paratodon =1,2,...

Mostre que {s,,} converge e que s, < 2 paratodon =1,2,....
Exercicio 4. Mostre que a sequéncia de nimeros reais definida abaixo converge.
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Exercicio 5. Seja a,, uma sequéncia de niimeros reais tais que

1
lant2 — ant1] < gfanﬂ —ap|, Vn>1.

Mostre que a sequéncia {a,, } converge.

Exercicio 6. Determine o limite superior e inferior das seguintes sequéncias:

a) ap, = (_1>n’
b) a, = (—=1)"(1+ 1/n),
¢) ap = (—1)"n,

d) a, = n?sin®(nn/2).
Exercicio 7. Considere sequéncias de nimeros reais {a,} ¢ {b, }. Mostre que

lim sup(a, + b,) < limsup a,, + limsup by,
n—oo n—oo n—oo

dado que a soma do lado direito ndo forneca a indeterminagdo co — oo.
Exercicio 8. Seja {a,,} uma sequéncia de nimeros reais. Mostre que:
a) liminf, .. a, <limsup,,_, . an.

b) A sequéncia {a,} converge se, e somente se, lim inf, .~ a,, e limsup,,_, . a, sdo ambos finitos e iguais. Nesse
caso, tem-se limy, ..o a,, = liminf,_ .. a, = limsup,,_, ., an.

c) Tem-se a,, — 400 se, e somente se, lim inf,,_, a, = limsup,,_, ., a, = +o0.



d) Tem-se a,, — —oo0 se, e somente se, lim inf,,_, a, = limsup,,_,, a, = —o0.
Exercicio 9. Sejam {a, } e {b,} sequéncias de nimeros reais. Mostre que, se a,, < b, paratodon = 1,2, ..., entdo

liminf a,, = liminfb, e limsupa, = limsupb,.
n—o0 n—o0 n—00 n—00

Exercicio 10. Sejam {p,} e {¢,} sequéncias de Cauchy num espago métrico (X,d). Mostre que a sequéncia de
nimeros reais {d(pn, ¢,)} converge.

Exercicio 11. Seja (X, d) um espago métrico. Mostre que se 7" C X é um conjunto compacto, entdo 7" € completo,
i.e., toda sequéncia de Cauchy definida em 7" € convergente em 7'.



