Lista 4 - Espacos Métricos, Conjuntos Abertos e Fechados
e Pontos Aderentes e de Acumulagao.

Exercicio 1. Considere as seguintes métricas em R":

n
dm(X7Y) = lIgzaSXn |.’IJ1 - yz’ € dS(X7Y) = Z; ’xz - yi‘a
1=

onde X = [r1,%2,...,Tn] €Y = [y1,Y2,...,Yn]. Apresente a figura geométrica dada pela bola aberta B(0, 1) de raio
1 e centro na origem O para os espagos métricos (R?,d,,) e (R?,d,,).

Exercicio 2. Sejam d,, e d as métricas do exercicio anterior e seja ||x — y|| a métrica Euclidiana usual derivada do
produto interno de R™. Mostre que as seguintes desigualdades sdo vélidas para todo x,y € R™:

dm(XaY) S ||X - y” é dS(va) € dS(X7y) g \/EHX - YH S ndm(X7Y)

Exercicio 3. Seja (M, d) um espago métrico e defina

: __d(z,y)
d(xz,y) = TTdwy)

Mostre que 0 < d'(z,y) < 1 para todo z,y € M. Mostre também que d’ é também uma métrica em M.

Exercicio 4. Mostre que um intervalo aberto em R é um conjunto aberto e que um intervalo fechado é um conjunto
fechado.

Exercicio 5. Determine os pontos de acumulagdo dos seguintes conjuntos de R e determine se este ¢ um conjunto
aberto, fechado ou nenhum dois dois.

a) O conjunto dos inteiros;

b) O intervalo (a, b];

¢) O conjunto de todos os nimeros da forma 1/n, paran = 1,2,..;

d) O conjunto dos ndmeros racionais;

e) O conjunto de todos os nimeros da forma (—1)" + 1/m, param,n = 1,2,..;

f) O conjunto de todos os nimeros da forma (1/n) + (1/m), param,n =1,2,..;

Exercicio 6. Mostre que todo conjunto aberto ndo-vazio de R contém niimeros racionais e irracionais;

Exercicio 7. Mostre que, em R, o conjunto vazio ) e o proprio conjunto dos reais R os sdo ambos abertos e fechados.

Exercicio 8. Mostre que o interior .S° de um subconjunto S C R™ € um conjunto aberto em R".

Exercicio 9. Um conjunto S C R" é dito convexo se paratodo x,y € S etodoreal § € (0, 1), tem-se x+(1—0)y €
S. Apresente uma interpretagio geométrica desse conceito em R? e R3 e mostre que toda bola aberta em R™ é convexa.

Exercicio 10. Se .S e T sdo subconjuntos de R"™, mostre que
(S)N(T°) =(SNT)° e (SHU(T°)C(SUT)°.

Exercicio 11. Seja X um espago metricoe A, B C X. Mostre que, se A é aberto e B é fechado, entdo A\ B é aberto
e B\ A é fechado.



