Lista 10 - Limites e Fun¢des Continuas

Exercicio 1. Seja (X, dx ) um espaco métrico. Suponhaque £ C X e p € X é um ponto de acumulagio de E (ponto
limite). Considere funcdes f, g : £ — R tais que

lim f(z) = A e limg(z)=B.

i i
Mostre que,
&) lm(f+g)(@) = A+ B, M)
b)  lim(fg)(x) = AB. @
&) Im(f/g)(@) = A/B, seB#0. Q)

Exercicio 2. Investigue o comportamento da funcéo f : R — R definida como

~—  caso contrdrio,

quando x — 1. Justifique sua resposta demonstrando (e determinando) a existéncia do limite lim,_,; f(z).

Exercicio 3. Seja f : R\ {0} — R a funcao dada por

O limite lim,_,¢ f(z) existe? Justifique sua resposta.

Exercicio 4. Defina f : (0,1) — R como f(z) = sin(%). Investigue o comportamento de f para = é préximo 0. Em
outras palavras, mostre se o limite lim,_,q f(x) existe ou ndo. Faga a mesma andlise para a fungdo g : (0,1) — R
dada por f(z) = 1/x.

Exercicio 5. Sejam (a,b) um intervalo aberto em R, f : (a,b) — R e x € (a,b). Considere as seguintes afirmagdes:
a) }Lii%’f@?‘f'h)—f(x)’ =0, 4)
b) }llin%)]f(x—{—h)—f(x—h)\:(]. (%)

Mostre que a) sempre implica b) e d& um exemplo na qual b) vale mas a) ndo é valido.

Exercicio 6. Sejam (X, dx), (Y,dy) e (Z,dz) espagos métricos. Suponhaque F C X, f: E—Y,g: f(E) —» Z
edefinah : F — Z como h(x) = g(f(z)) paratodo x € E. Mostre que, se f é continua num ponto p € E e se g é
continua no ponto f(p), entdo h é continua em p.

Exercicio 7. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos. Mostre que uma fungfo f : X — Y é continua se e somente
se f~1(C) é um subconjunto fechado em X para todo subconjunto C fechado em Y.

Exercicio 8. Sejam (X, d) um espago métrico e f, g : X — R funcdes continuas. Mostre que f + g, gf sdo também
funcdes continuas em X. Mostre também que, se g(z) # 0 para todo = € X, entdo f/g também é uma funcéo
continua de X em R.

Exercicio 9. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos. Suponha que f : X — Y é uma bijecdo de modo que a
inversa f~! exista. Mostre que, se X é compacto e f é continua em X, entdo f~! é uma fun¢io continua em Y.



Exercicio 10. Mostre que a fungdo constante e a fungfo identidade em R sdo ambas fungdes continuas. Em outras
palavras, dados ¢ € R e X C R, mostre que a fungéo f : X — R definida como f(z) = ¢ para todo z € X é uma
fun¢do continua em X. Mostre também que a fung¢do g : X C R — R dada por g(z) = x para todo x € X é continua
em X.

Exercicio 11. Mostre que todo polindmio em R € uma funcdo continua. Em outras palavras, dados ag, a1, ...,a, € R
e X C R, mostre que a fungdo polindmial p(z) = ag + a1z + ... + a,x™ é continua em X.

Exercicio 12. Prove ou dé€ um contra-exemplo. A imagem de um conjunto aberto por uma aplica¢do continua é um
conjunto aberto. Em outras palavras, sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos. Se f : X — Y é uma funcéo
continua e A C X é um conjunto aberto em X, entdo f(A) é um conjunto aberto em Y?

Exercicio 13. Seja f : [a,b] C R — R uma fungéo continua tal que f(z) = 0 se x é racional. Mostre que f(xz) =0
para todo = € [a, b].

Exercicio 14. Sejam f,g,h : [0,1] C R — R fung¢des definidas como segue:

a) f(z)=g(x)=h(z)=0, se x for um nimero irracional, (6)
b) f(z)=1¢e g(x)=0, se x for um nimero racional, @)
c) h(z)=1/n, se = m/n for um racional (sem fator comum), (8)
d) h(z)=0, sex = 0. )

Mostre que f nédo é continua em nenhum ponto de [0, 1], g é continua somente no ponto = = 0, e h é continua apenas
nos pontos irracionais de [0, 1].

Exercicio 15. Considere a seguinte fun¢do definida no intervalo [0, 1] € R:

fz) =

x se x éum racional,
1—2x se x éumirracional.

Mostre que:

a) f(f(x)) =z paratodo z € [0, 1],

b) f(x)+ f(1 —z) =1 paratodo z € [0,1],

¢) f é continua somente no ponto z = 1/2,

d) f assume qualquer valor entre O e 1,

e) f(x+vy)— f(z)— f(y) éracional para todo z,y € [0, 1].

Exercicio 16. Seja f : R — R e suponha que existe xyp € R na qual a funcéo f é continua. Suponha também que,
para todo z,y € R, f satisfaz a equagdo f(x + y) = f(x) + f(y). Mostre que existe uma constante a € R tal que
f(z) = ax paratodo z € R.

Exercicio 17. Seja f : [a,b] € R — R uma funcdo continua e defina g : [a,b] — R como segue: g(a) = f(a) e,
para a < x < b, tome g(z) como sendo o maximo de f no sub-intervalo [a, z]. Mostre que g é uma fungdo continua
em [a, b].

Exercicio 18. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos e f : X — Y. Mostre que f é continua em X se, e
somente se, f ~I(int B) C int f~!(B) para todo B € Y. Mostre também que f é continua em X se, e somente se,
f(A) C f(A) paratodo A C X.



