Lista 2 - Transla¢des, Norma e Algumas Desigualdades
Fundamentais

Definigao 1. O produto escalar de dois vetores u = (a,b) e v = (x,y) em R? é definido através da equagio
(u,v) = ax + by. D

Exercicio 1. Use a definicdo do produto escalar para mostrar que as seguintes propriedades propriedades
sdo validas para quaisquer vetores u, v e w em R? e para qualquer escalar A € R%:

a) Aditiva: (u + w,v) = (u,v) + (w, v);

b) Homogénea: (A\u,v) = A(u,v);

¢) Simétrica: (u,v) = (v,u);

d) Definida: (u,u) = 0 se, e somente se u é o vetor nulo, i.e., u = (0,0).
Definic¢ido 2. Dois vetores u e v em R2 sdo ortogonais se, e somente se, (u,v) = 0.
Exercicio 2. Verifique se os seguintes vetores sdo ortogonais:

a) u=(3,4) ev=_(1,-13);

b) u=(-1,1)ev = (4,—4);

) u=(-3,—6)ev=(2,-1);

Exercicio 3. Dado o vetor u = (1, 1), mostre que qualquer vetor do conjunto A = {v € R? : v = (=, \), A €
R} é ortogonal a u. Verifique que o conjunto A corresponde a reta que passa pela origem e pelo ponto
(—1,1).

Exercicio 4. Dado o vetor u = (1,—3), determine o conjunto de todos os vetores do plano R? que sdo
ortogonais a u. Esboge no plano esse conjunto juntamente com o vetor u.

Exercicio 5. Dado um vetor u = (z,y) € R?, mostre que v = (—\y, \z), para A € R, é ortogonal a u.

Defini¢do 3. Fixado um vetor vg = (z0,y0) € R?, definimos a translagdo T sequndo vy como segue para todo
u=(z,y) € R%:
T(u) = u + vo. (2)

Exercicio 6. Determine e esboge a translagdo dos seguintes conjuntos:

a) Do triangulo com vértices (2, —1), (0,4) e (5, 1) segundo o vetor vy = (-2, 1);

b) Do triangulo com vértices (2, —3), (4,4) e (—2, 3) segundo o vetor vy = (2, 2);

¢) Do grafico da fungdo f(z) = 3z + 1 segundo o vetor vy = (1,0);

d) Do conjunto {(z,y) € R?: (z,y) = A\(3, 1), A € R} segundo o vetor vy = (—1,1);

Defini¢do 4. A norma de um vetor u = (z,y) € R? é definida como segue:

lull = v/{u,u) = Va2 +y2. ©)

Um vetor u € R? é dito unitdrio se ||u|| = 1. A distancia entre dois vetores u,v € R? é definida como

d(u,v) = [ju—wvl|. (4)



Exercicio 7. Verifique se os seguintes vetores sdo unitarios:
= (=1,0);

= (1,-3);

u=(3/5,4/5);

u=(1/v2,1/\/2).

Exercicio 8. Dado um angulo ¢ qualquer, verifique que u = (cos #, sen #) é um vetor unitdrio.

1. u

t'>9°!\-’

Exercicio 9. Seja u = (z,y) € R? um vetor unitdrio qualquer. Verifique que existe um angulo 6 tal que
xr=cosfey=senb.

Exercicio 10. Esboge no plano o conjunto de todos os vetores unitarios.

Exercicio 11. Dado um vetor qualquer u = (z,y) € R?, mostre que v = u/||u|| é um vetor unitério. Inter-
prete essa afirmagdo geometricamente.

Propositi¢ao 5 (Desigualdade de Schwarz). Para u e v em R?, vale a desigualdade:
[(w, v <l [|v]] ®)

Exercicio 12. Verifique que a desigualdade de Schwarz considerando os seguintes pares de vetores:

a) u=(6,7)ev=(2—-4);

=(—1,6)ev = (5,0);
o u=(1l,-1)ev=(9,-5);
d) u=(-1/5,1/2)ev =(-9,1/3);

Exercicio 13. Verifique as seguintes propriedades da norma de vetores:

a) |lv|| > 0, para todo vetor v € R%;
b) ||v|| = 0 se, e somente se, v = 0;

o) [[Av| = |A||lv]| paratodo v € RZe X € R;
d) [lu+v| < |lul| + |[v] para todo u,v € R2.

Exercicio 14. Verifique as seguintes propriedades da distancia d(u, v) = ||u — v|:

a) d(u,v) > 0, para todo vetor v, v € R?;

b) d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v;

¢) Simetria: d(u,v) = d(v, u);
d) Desigualdade Triangular: d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), para todo u, v, w € R2.

Defini¢do 6. Uma fungio f : R? — R? que associa um vetor a outro do plano é uma isometria se, e somente se,

d(f(u), f(v)) = d(u,v), Yu,veR™: (6)

Em termos gerais, uma isometria ndo distorce o plano. Por isso, sdo também chamadas movimentos
rigidos. Observe no Exercicio 6 que as transla¢des sdo isometrias.

Exercicio 15. Dado um vetor fixo vy = (zo, yo), mostre que a translagdo 7(u) = u + vy é uma isometria do
plano.



