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Seminário Anterior ...(Métri
a D∞ de Diamond-Kloeden:) Para todo u, v ∈ RFD∞(u, v) = supr∈[0,1] dH(ur , vr ) = supr∈[0,1]max{|u−r − v−r |, |u+r − v+r |} (1)Espaço FN-type (C ([a, b],RF),D):Para todo f , g ∈ C ([a, b],RF ) e λ ∈ R, de�nimosD(f , g) = sup{D∞(f (x), g(x)) | ∀x ∈ [a, b]};
(f + g)(x) = f (x) + g(x) e (λf )(x) = λf (x), ∀x ∈ [a, b].Norma de f ∈ (C ([a, b],RF),D)

||f ||F = D(0, f ), (2)onde 0(x) = X{0} ≡ 0, ∀x ∈ [a, b].L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 3 / 17



Integral de AumannUma função f : [a, b] → RF é dita serfortemente mensurável se o mapeamento [f (x)]α (level set mapping) émensurável para todo α ∈ [0, 1]. (Aqui, mensurável signi�
a Borelmensurável!)integrably bounded se ∃ h : [a, b] → R tal que
||f (t)||F ≤ h(t), ∀t ∈ [a, b]; (3)integrável se é fortemente mensurável e integrably bounded.De�nição (Integral Fuzzy de Aumann)A integral fuzzy de Aumann de f : [a, b] → RF é de�nida ∀r ∈ [0, 1]:

[

(FA)∫ ba f (x)dx]r = ∫ ba [f (x)]rdx =

[

∫ ba f r−(x)dx ,∫ ba f r+(x)dx] . (4)L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 4 / 17



Integral de RiemannDe�nição (Integral Fuzzy de Riemann)Uma função f : [a, b] → RF é dita ser Riemann integrável em [a, b] se
∃ I ∈ RF que satisfaz a seguinte propriedade: para todo ǫ > 0 existe δ > 0t.q. qualquer divisão d : a = x0 < . . . < xn = b 
om norma ν(d) < δ equaisquer ξi ∈ [xi , xi+1], i = 0, . . . , n − 1, temos queD∞

(n−1
∑i=0 f (ξi )(xi+1 − xi ) , I) < ǫ. (5)I é a integral de Rimeann fuzzy de f e é denotada porI = (FR)∫ ba f (x)dx .L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 5 / 17



Integral de Hensto
kSejam f : [a, b] → RF , ∆n : a = x0 < . . . < xn = b,
ξi ∈ [xi , xi+1], i = 0, . . . , n − 1, e δ : [a, b] → R t.q. δ(x) > 0.P = (∆n, ξ) é dito δ-�ne se [xi , xi+1] ⊆ (ξi − δ(ξi ), ξi + δ(ξi )).De�nição (Integral Fuzzy de Hensto
k)Uma função f : [a, b] → RF é dita ser fuzzy Hensto
k (HF-)integrável separa todo ǫ > 0 existe δ : [a, b] → R, δ(x) > 0, t.q. para qualquer divisãoP δ-�ne temos D∞

(n−1
∑i=0 f (ξi )(xi+1 − xi ) , I) < ǫ. (6)I é a integral de Hensto
k fuzzy de f e é denotada porI = (FH)

∫ ba f (x)dx .L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 6 / 17



f 
ontínua ⇒ FA = FR = FHTeoremaUma função 
ontínua f : [a, b] → RF é fuzzy Aumann, Riemann eHensto
k integrável. Além disso,
(FA)∫ ba f (x)dx = (FR)∫ ba f (x)dx = (FH)

∫ ba f (x)dx . (7)Notação:A integral fuzzy de uma função 
ontínua f : [a, b] → RF é denotada por
∫ ba f (x)dx . (8)L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 7 / 17



Propriedades de ∫TeoremaSejam f , g : [a, b] → RF 
ontínuas e α, β ∈ R, então ...
∫ ba (αf (x) + βg(x))dx = α

∫ ba f (x)dx + β
∫ ba g(x)dx ;

∫ 
a f (x)dx +
∫ b
 f (x)dx =

∫ ba f (x)dx, para 
 ∈ [a, b];
∫ ba 
 · f (x)dx = 
 ·

∫ ba f (x)dx, para 
 ∈ RF .Multipli
ação de 
onjuntos fuzzy:A mutltipli
ação de u ∈ F (X ) e v ∈ F (X ) é um 
onjunto fuzzy w dadoporwr = (u · v)r
= [min{ur−v r−, ur−v r+, ur+v r−, ur+v r+},max{ur−v r−, ur−v r+, ur+v r−, ur+v r+}].L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 8 / 17



Um exemplo ...Considere a função de Green on [0, 1]:G (t, s) = { −s(1− t) , s ≤ t
−t(1− s) , s > t (9)
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Um exemplo ...
De�na y : [0, 1] → RF :y(t) =

∫ t0 G (t, s)(0; 1; 2)ds + ∫ 1t G (t, s)(0; 1; 2)ds
=

∫ t0 (−2s(1− t);−s(1− t); 0)ds +
∫ 1t (−2t(1− s);−t(1− s); 0)ds

=
(t2 − t; 12(t2 − t); 0).
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Diferença de Números FuzzySe f̂ é a extensão de Zadeh de f (x , y) = x − y , para x , y ∈ R, entãof̂ (u, u) = u − u 6= 0, ∀u ∈ RF \R.(Diferença de Hukuhara:) Dados u, v ∈ RFu ⊖H v = w ⇔ u = w + v ;u ⊖H u = 0, ∀u ∈ RF ;Pode não estar de�nido, e.g., (0; 1; 2; 3) ⊖H (0; 1; 3);Se existir, (u ⊖H v)r = [u−r − v−r , u+r − v+r ].(Diferença Generalizada de Hukuhara:) Dados u, v ∈ RFu ⊖gH v = w ⇔ u = w + v ou v = u + (−w);Se existir,
(u ⊖gH v)r = [min{u−r − v−r , u+r − v+r },max{u−r − v−r , u+r − v+r }].L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 11 / 17



Diferença Generalizada
Dados u, v ∈ RF . Para todo α ∈ [0, 1] de�nimos

(u ⊖g v)α = 
l( ⋃
β≥α

Xuβ ⊖gH Xvβ) (10)Está Bem De�nido!u ⊖g v ∈ RF para todo u, v ∈ RF , e
(u ⊖g v)α =

[ inf
β≥α

min{u−
β
− v−

β
, u+

β
− v+

β
}, sup

β≥α

max{u−
β
− v−

β
, u+

β
− v+

β
}
]
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Diferen
iabilidade de HukuharaDe�nição (Derivada de Hukuhara)Uma função f : (a, b) → RF é dita Hukuhara Diferen
iável se existirf ′(x) ∈ RF tal quelimhց0 f (x + h)⊖H f (x)h = limhց0 f (x)⊖H f (x − h)h = f ′(x), (11)onde f ′(x) é dita a derivada de Hukuhara de f em x .De�nição (Derivada de Seikkala)Dado f : (a, b) → RF , den�nimosf ′(x)r = [(f −r (x))′, (f +r (x))′], 0 ≤ r ≤ 1, (12)Se {f ′(x)r | r ∈ [0, 1]} formar um número fuzzy f ′(x), então f ′(x) é aderivada de Seikkala.L.C. Barros (L.C. Barros) Integration 13 / 17



Alguns resultados
Seja f : (a, b) → RF . Se f −r (x) e f +r (x) são 
ontinuamente diferen
iáveis,uniformente 
om respeito à r ∈ [0, 1], então f é Hukuhara diferen
iável ⇔f é Seikkala diferen
iável. Além dissolimhց0 f (x + h)⊖H f (x)h =

[ limhց0 f −r (x + h)− f −r (x)h , limhց0 f +r (x + h)− f +r (x)h ]

.Se f é uma função Seikkala diferen
iável então f +0 (x) − f −0 (x) é nãode
res
ente.
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Alguns exemplos ...
Seja f (t) = (x(t); y(t); z(t)), se f é Hukuhara diferen
iável entãof ′(t) = (x ′(t); y ′(t); z ′(t));Se f (t) = (−et ; 0; et) então f ′(t) = (−et ; 0; et ). Note quef ′(t) = f (t) e f ′(t) = −f (t);Se f (t) = (e−t ; 2e−t ; 3e−t) então f não é Hukuhara diferen
iável pois
(−e−t ;−2e−t ;−3e−t) não é um número fuzzy!
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Mais exemplos ...
Sejam 
 ∈ RF e g : (a, b) → R+ diferen
iável em x0 ∈ (a, b). De�nimosf (x) = g(x)
 , ∀xin(a, b).Se g ′(x0) > 0 então f ′(x) = g ′(x)
 ;Se g ′(x0) < 0 então não é garantido a existên
ia de f ′(x), pois podenão existir a diferença de Hukuhara f (x0 + h)⊖H f (x0).
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Perguntas ou Sugestões?
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