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Organizacdo da apresentacao
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© Diferenciacio
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Seminario Anterior ...

(Métrica D, de Diamond-Kloeden:) Para todo u,v € Rz

Doo(u,v) = sup dy(uy,v,) = sup max{|u, — v, |,|uf —v," [} (1)
ref0,1] ref0,1]

4

Espaco FN-type (C([a, b],Rx), D):
Para todo f,g € C([a, b],Rxr) e A € R, definimos
° D(f,g) = sup{Duxo(f(x),&(x)) | Vx € [a, b]};
o (f+g)(x) =f(x)+g(x) e (Af)(x) = AMf(x), Vx € [a, b].

Norma de f € (C([a, b],R£), D)

|Ifll= = D(0, f), (2)
onde 0(x) = Xy =0, Vx € [a, b].
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Integral de Aumann

Uma funcdo f : [a, b] — R é dita ser

o fortemente mensuravel se o mapeamento [f(x)], (level set mapping) é
mensuravel para todo « € [0,1]. (Aqui, mensuravel significa Borel
mensuravel!)

@ integrably bounded se 3 h : [a, b] — R tal que
I ()ll7 < h(t), Vt € [a, b]; (3)

@ integravel se é fortemente mensuravel e integrably bounded.

Definicdo (Integral Fuzzy de Aumann)

A integral fuzzy de Aumann de f : [a, b] — Rr & definida Vr € [0, 1]:

_ /ab[f(x)]rdx = [/b ff(x)dx,_Lbfi(x)dX] - (4)
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Integral de Riemann

Definicdo (Integral Fuzzy de Riemann)

Uma fungdo f : [a, b] — R & dita ser Riemann integravel em [a, b] se

31 € Rx que satisfaz a seguinte propriedade: para todo € > 0 existe § > 0
t.q. qualquer divisdo d : a=x9 < ... < x, = b com norma v(d) < e
quaisquer &; € [xi, Xi+1], i =0,...,n— 1, temos que

n—1
Do (Z f(&) (Xie1 — xi) s /) <e (5)
i=0

@ / é a integral de Rimeann fuzzy de f e é denotada por

| = (FR)/b f(x)dx.
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Integral de Henstock

Sejam f : [a,b] > Rr, Ap:a=x<...<x,=0b,
& € [xiyxiva), i=0,...,n—1,ed:[ab] = R t.g. 5(x) > 0.
@ P = (A, &) édito d-fine se [xi, xi+1] C (& — (&), & + (&i))-

Definicdo (Integral Fuzzy de Henstock)

Uma fungdo f : [a, b] — R é dita ser fuzzy Henstock (HF-)integravel se
para todo € > 0 existe J : [a, b] — R, 0(x) > 0, t.q. para qualquer divisdo

P o-fine temos .
Dos <Z F(&) (X1 — xi) /> <e. (6)
=

@ / é a integral de Henstock fuzzy de f e é denotada por

I = (FH) /b f(x)dx.
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f continua = FA= FR = FH

Teorema

Uma funcdo continua f : [a, b] — Rr é fuzzy Aumann, Riemann e
Henstock integravel. Além disso,

b b b
(FA)/a f(x)dx = (FR)/a f(x)dx = (FH)/a f(x)dx. (7)

Notacio:

A integral fuzzy de uma funcdo continua f : [a, b] — R r & denotada por

| /  Fx)dx. (8)
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Propriedades de [

Teorema

Sejam f, g : [a,b] — Rx continuas e o, 5 € R, entdo ...
o [J(af(x) + Bg(x))dx = a [ F(x)dx + B [ g(x)dx;
o [SF(x)dx + [P F(x)dx = [P F(x)dx, para c € [a, b];
° fabc- f(x)dx =c- fab f(x)dx, para c € Rr.

Multiplicacdo de conjuntos fuzzy:

A mutltiplicagdo de u € F (X) e v € F (X) &€ um conjunto fuzzy w dado
por

| A\

w, = (u-v),
= [min{uv" v, ul v, ufv ul v} max{ulvD, ul v, ul vi ul v}
v

L.C. Barros (L.C. Barros) Integration



Um exemplo

Considere a fungdo de Green on [0, 1]:

—s(1—t) ,s<t

lesl= —t(l—s) ,s>t
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Um exemplo ...

Defina y : [0,1] — Rz:
y(t) = /Ot G(t,5)(0;1;2)ds + /tl G (¢, 5)(0: 1;2)ds
_ /Ot(—zsu t):—s(1 — t):0)ds +
/1(—215(1 — §):—t(1 — 5): 0)ds

= (-t %(t2 —t);0).
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Diferenca de Nimeros Fuzzy

Se f & a extensdo de Zadeh de f(x,y) = x —y, para x,y € R, entdo

A

f(u,u)=u—u#0,VueRr\R.

(Diferenca de Hukuhara:) Dados u,v € Rz

QUOHV=W<ES U=W+ V;
@ uoyu=0,vueRyg;
o Pode n3o estar definido, e.g., (0;1;2;3) &y (0; 1;3);

@ Se existir, (uoy V), =[uy — v, ,uf — v

(Diferenca Generalizada de Hukuhara:) Dados u, v € Rz
@ USgHVv=wES u=w+vouv=u+(—w),

o Se existir,

(uSgh v)r = [min{u; — v, ,uf — vt} max{u; — v, uf — vl
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Diferenca Generalizada

Dados u, v € Rx. Para todo « € [0, 1] definimos

(uSg V)a = CI( U Xug OgH Xv/a) (10)
B>a

v

Estd Bem Definido!
u©g v € Ry paratodo u,v € Rr, e

(g V)a = [ﬁi’gfamin{ufg —vg, ug - vg},;ii max{ug — vy, ug — vg}]
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Diferenciabilidade de Hukuhara

Definicdo (Derivada de Hukuhara)

Uma fungdo f : (a,b) — Rx é dita Hukuhara Diferenciavel se existir
f'(x) € Rr tal que
f(x)en f(x—h)

. f(x+h)onf(x) . o
/Kno h N /Kno h = 1), (11)

onde f’(x) é dita a derivada de Hukuhara de f em x.

v

Defini¢do (Derivada de Seikkala)

Dado f : (a, b) — Ry, denfinimos

F0r = 1(67()), (£ (x))], 0<r <1, (12)

Se {f'(x),|r € [0,1]} formar um namero fuzzy f'(x), entdo f'(x) é a
derivada de Seikkala.
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Alguns resultados

Seja f : (a,b) = Rx. Se f,(x) e f;F(x) sdo continuamente diferenciaveis,
uniformente com respeito a r € [0, 1], entdo f é Hukuhara diferenciavel <
f é Seikkala diferenciavel. Além disso

o FOHR BN FO) [ ) = () | ) — £

AN\O h AN\ h AN\ h

2

Se f & uma fungao Seikkala diferenciavel entdo £, (x) — f; (x) & ndo
decrescente.
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Alguns exemplos ...

@ Seja f(t) = (x(t);y(t); z(t)), se f & Hukuhara diferenciavel entdo

@ Se f(t) = (—e";0; e") entdo f'(t) = (—e'; 0; e'). Note que
fl(t)=f(t) e f'(t)=—f(t);

@ Se f(t) = (e % 2e7;3e7 ") entdo f ndo é Hukuhara diferenciavel pois
(—e t —2e7t —3e7 ) ndo & um namero fuzzy!

v
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Mais exemplos ...

Sejam c € Rr e g : (a,b) — R, diferenciavel em xq € (a, b). Definimos

f(x) = g(x)c, Vxin(a, b).

o Se g'(x0) > 0 entdo f'(x) = g'(x)c;
@ Se g'(xo) < 0 entdo ndo é garantido a existéncia de f'(x), pois pode
ndo existir a diferenca de Hukuhara f(xo + h) ©4 f(x0).
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Perguntas ou Sugestdes?

—
,‘-{—-
Obrigado!
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