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Seminário Anterior ...Distân
ia de Hausdor�:dH(A,B) = max{supa∈A infb∈B ||a − b||, supb∈B infa∈A ||a − b||}, ∀A,B ∈ K. (1)Se A = [a−, a+] e B = [b−, b+] então dH(A,B) = max{|a− − b−|, |a+ − b+|}.(Métri
a D∞ de Diamond-Kloeden:) Para todo u, v ∈ RFD∞(u, v) = supr∈[0,1] dH(ur , vr ) (2)
= supr∈[0,1]max{|u−r − v−r |, |u+r − v+r |} (3)Dp(u, v) = (

∫ 10 dH(ur , vr )pdr) 1p , p ≥ 1, u, v ∈ RF . (4)L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 3 / 14



Aritméti
a de Números FuzzySejam u, v ∈ RF e λ ∈ R. Para todo r ∈ [0, 1] de�nimosSoma: (u + v)r = ur + vr = [u−r + v−r , u+r + v+r ];Multipli
ação por es
alar: (λu)r = λur .Teorema (1)(i) a soma é 
omutativa e asso
iativa;(ii) u + 0 = u, ∀u ∈ RF , onde 0 ≡ X0;(iii) u ∈ RF \ R não possui inverso aditivo!(iv) para u ∈ RF e a, b ∈ R, t.q. ab ≥ 0, temos au + bu = (a + b)u;(v) λ(u + v) = λu + λv , ∀u, v ∈ RF e λ ∈ R;(vi) (λµ)u = λ(µu),∀u ∈ RF e λ, µ ∈ R.L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 4 / 14



Diferença de Números FuzzySe f̂ é a extensão de Zadeh de f (x , y) = x − y , para x , y ∈ R, entãof̂ (u, u) = u − u 6= 0, ∀u ∈ RF \R.(Diferença de Hukuhara:) Dados u, v ∈ RFu ⊖H v = w ⇔ u = w + v ;u ⊖H u = 0, ∀u ∈ RF ;Pode não estar de�nido, e.g., (0; 1; 2; 3) ⊖H (0; 1; 3);Se existir, (u ⊖H v)r = [u−r − v−r , u+r − v+r ].(Diferença Generalizada de Hukuhara:) Dados u, v ∈ RFu ⊖gH v = w ⇔ u = w + v ou v = u + (−w);Se existir,
(u ⊖gH v)r = [min{u−r − v−r , u+r − v+r },max{u−r − v−r , u+r − v+r }].L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 5 / 14



Diferença Generalizada
Dados u, v ∈ RF . Para todo α ∈ [0, 1] de�nimos

(u ⊖g v)α = 
l( ⋃

β≥α

Xuβ ⊖gH Xvβ) (5)Está Bem De�nido!u ⊖g v ∈ RF para todo u, v ∈ RF , e
(u ⊖g v)α =

[ inf
β≥α

min{u−
β
− v−

β
, u+

β
− v+

β
}, sup

β≥α

max{u−
β
− v−

β
, u+

β
− v+

β
}
]
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Mais um Pou
o do Seminário Anterior ...Teorema (2)(i) (RF ,D∞) é um espaço métri
o 
ompleto mas não separável!;(ii) D∞ é invariante a translação:D∞(u + w , v + w) = D∞(u, v), ∀u, v ,w ∈ RF ;(iii) D∞(ku, kw) = |k |D∞(u, v), ∀u, v ∈ RF , k ∈ R;(iv) D∞(u + v ,w + e) ≤ D∞(u, v) + D∞(w , e), ∀u, v ,w , e ∈ RF .f : [a, b] → RF é 
ontínua em x0 se ∀ ǫ > 0 existe δ > 0 t.qD∞(f (x), f (x0)) < ǫ para |x − x0| < δ.D∞(f (x), f (x0)) = supr∈[0,1]max{|f −r (x) − f −r (x0)|, |f +r (x) − f +r (x0)|} < ǫ,ou seja, {f ±r : [a, b] → R} é equi
ontínua em x0.L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 7 / 14



Norma de um Número FuzzyDe�niçãoA norma de u ∈ RF é dada por ||u||F = D∞(u, 0).Teorema
||u||F = 0 ⇔ u = 0;
||λu||F = |λ|||u||F , ∀u ∈ RF e λ ∈ R;

||u + v ||F ≤ ||u||F + ||v ||F , ∀u, v ∈ RF ;D∞(u, v) = ||u ⊖gH v ||F , ∀u, v ∈ RF t.q ∃ u ⊖gH v ;D∞(au, bu) = |b − a| ||u||F , ∀u ∈ RF e b, a ∈ R t.q. ab ≥ 0;
| ||u||F − ||v ||F | ≤ D∞(u, v), ∀u, v ∈ RF .Um espaço vetorial normado 
ompleto é dito um espaço de Bana
h;
(RF ,D∞) tem estruturas semelhantes a um espaço de Bana
h!L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 8 / 14



Espaço FN-typeDe�niçãoDizemos que (X ,+, ·, d) é um espaço FN-type, se(i) (X , d) é um espaço métri
o e d satisfaz as propriedades do Teo.(2);(ii) +, · satisfazem as propriedades (i), (iv), (v) e (vi) do Teo. (1);(iii) existe 0 ∈ X t.q x + 0 = x , ∀x ∈ X ;(iv) existe um subespaço Y ⊂ X (
om respeito à + e ·) não denso em Xtal que todo u ∈ X \ Y não possui inverso �aditivo� em X .

(RF ,D∞) e (RF ,Dp) 
om a soma e produto por es
alar 
lássi
os sãoespaços FN-type.Neste 
aso, 
onsidera-se Y = R na propriedade (iv).L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 9 / 14



Espaço FN-typeSejam K um esp. métri
o 
ompa
to e (X ,+, ·, d) um espaço FN-type.Considere o 
onjunto das funções 
ontínuas de K para X , C (K ,X ), 
om asoma e produto por ex
alar de�nidas ponto-a-ponto, i.e.,
(f + g)(x) = f (x) + g(x) e (λf )(x) = λf (x), ∀x ∈ K e f , g ∈ C (K ,X ).Se tomarmos a métri
a uniforme, i.e.,D(f , g) = sup{d(f (x), g(x)) | x ∈ K}, ∀f , g ∈ C (K ,X ),então (C (K ,X ),+, ·,D) é um espaço FN-type.

(C ([a, b],RF ),+, ·,D) é um espaço FN-type, onde0 : [a, b] → RF é dada por 0(x) = 0, ∀x ∈ [a, b];
||f ||F = sup{D(0, f (x)) | x ∈ [a, b]};
∀f ∈ C ([a, b],RF ) \ {f : [a, b] → R} não possui inverso aditivo.L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 10 / 14



Cara
terização dos Número FuzzyNotação:C [0, 1] = {f : [0, 1] → R | f é limitada, 
ontínua pela esquerda parax ∈ (0, 1] e 
ontínua pela direita para x = 0};
M = {(u−, u+) ∈ C [0, 1]2 | tais que u− e u+ são, resp., nãode
res
ente e não 
res
ente e u−(1) ≤ u+(1)}.C [0, 1] é esp. de Bana
h 
om ||f || = sup{|f (x)| | x ∈ [0, 1]};C [0, 1] não é esp. de Bana
h 
om ||f ||p =

( ∫ 10 |f (x)|pdx) 1p : {xn}∞n=1.C [0, 1]2 é esp. de Bana
h 
om ||(f , g)|| = max{||f || , ||g ||};Teorema (Teoremas 4.9 e 4.10 do Livro)Existe uma bijeção j : RF → M ⊂ C [0, 1]2 dada por j(u) = (u−, u+),onde u−(r) = u−r e u+(r) = u+r , ∀r ∈ [0, 1], para todo u ∈ RF .L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 11 / 14



Mergulho de RF em C [0, 1]2TeoremaSeja j : RF → C [0, 1]2, dada por j(u) = (u−, u+), ∀u ∈ RF . Então,j(RF) ≡ M é um 
one 
onvexo fe
hado 
om vérti
e em 0 ∈ C [0, 1]2;para a, b ∈ R tais que a, b ≥ 0 e u, v ∈ R, temos quej(au + bv) = aj(u) + bj(v);D∞ equivale a métri
a induzida por j , i.e.D∞(u, v) = ||j(u)− j(v)||, ∀u, v ∈ RF .
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De�nindo R
C
F ....C [0, 1] denota o espaço das funções reais em [0, 1] 
ontínuas;

R
C
F = {u ∈ RF | u−, u+ ∈ C [0, 1]}.Função de pertinên
ia de u ∈ RF 
ontínua não impli
a queu−, u+ ∈ C [0, 1], e vi
e-versa.Teorema

R
C
F 
om D∞ forma um espaço métri
o 
ompleto e separável!Idéia da ProvaCompletude: RC

F é subsepaço do espaço 
ompleto RF ;Separabilidade: j(RC
F ) é um 
one 
onvexo fe
hado de C [0, 1]2, que éseparável.L.C. Barros & E. Esmi (L.C. Barros & E. Esmi) Fuzzy Analysis 13 / 14
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