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Negacao Fuzzy

Definition (Negagéo Fuzzy)

Uma funcédo nao-crescente N : [0,1] — [0, 1] € uma negagéo fuzzy se

N(0)=1e N(1) =0.

N é uma negacao estrita se é estritamente decrescente.

Uma negacgao estrita € uma negacao forte se é involutiva, i.e.,
N(N(x)) = x.

v

Definition (N-Complemento)

O N-complemento de um conjunto fuzzy A € F(X) € o conjunto fuzzy
N(A) dado por:

N(A)(x) = N(A(x)).

Marcos Eduardo Valle (Unicamp) Matematica dos Conjuntos Fuzzy 22 de Agosto de 2013 2/23



Exemplos de Negacgao Forte:

@ Negacao Padrao:

N(x)=1-x
@ Negacao-\:
1—x
M) = 5%

@ Negacao-a:

Theorem (Representacdo de Negacodes Fortes)

N é uma negacéo forte se, e somente se, existe um automorfismo
(continua com inversa continua) ¢ : [0, 1] — [0, 1] tal que

N(x) = ¢ 1(1 = (x)).
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Normas Triangulares

Definition (Normas e Conormas Triangulares)
Operadores T, S : [0,1]?> — [0, 1] que satisfazem as propriedades:

@ Comutatividade.
@ Associatividade.
@ Monotonicidade.

@ |dentidade:
T(1,x)=x e S(0,x)=x.

sao chamados respectivamente norma e conorma triangular ou
simplesmente t-norma e t-conorma.

Notacao:

T(x,y)=xTy e S(x,y)=xSy.
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Uninormas

Definition (Uninorma)

Um operadores U : [0,1]?> — [0, 1] que satisfaz as propriedades:
@ Comutatividade.
@ Associatividade.
@ Monotonicidade.
@ |dentidade:
T(e,x)=x, eec]0,1].

é chamado uninorma.

Observacao:

Uma uninorma é uma t-norma se e = 1 e uma t-conorma se e = 0.
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Uniao e Interseccéo - Tripla de De Morgan

Definition (Unido e Intersecéao)

Dados dois conjuntos fuzzy A, B € F(X), a uni@o e intersegéo de A e
B sao os conjuntos fuzzy ATB e ASB dados por:

ATB(x) = A(x)TB(x) e ASB(x) = A(x)SB(x).

Definition (Tripla de De Morgan)

Uma t-norma T, uma t-conorma S e uma negagao N formam uma
tripla de De Morgan se

S(x,y) = N(T(N(x), N(y)))-
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Exemplos de t-normas e t-conormas

@ Méaximo e minimo (Godel):
xVy=min{x,y} e xAy=min{x,y}.
@ Produto e soma probabilistica (Goguen):
xTgy=x-y e xSgy=x+y—xy.
@ Lukasiewicz:
xTly=(x+y—-1)v0 e xSy=Kx+y)nt.

@ Produto e soma drastica:

XTpy = XNy, XVYy " e xSpy = XVYy, XNy )
0, c.c., 1, C.C..
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Propriedade, normas e conormas triangulares
Arquimedianas:

Propriedade:

Para quaisquer t-norma T e t-conorma S, vale:

To<T<A e V<S<Sp. |

Definition (Normas e Conormas triangulares Arquimedianas)
Uma t-norma T e uma t-conorma S sdo arquimedianas se

lim xTxT... Tx=0 e lim xSxS...Sx=1.
N— 00 S—~— N—00 \—— ————
n-vezes n-vezes |
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Representacao de normas e conormas triangulares
Arquimedianas

Theorem (Representagao de normas e conormas triangulares
Arquimedianas)

@ Umat-norma T é Arquimediana se, e somente se, existe uma
fungdo t : [0,1] — [0, +00) estritamente decrescente com t(1) =0
tal que

T(x,y) = t~1(min{t(x) + t(y), {(0)}).

@ Uma t-conorma S é Arquimediana se, e somente se, existe uma
fungdo s : [0,1] — [0, +o0) estritamente crescente com s(0) =0
tal que

S(x,y) = s~ (max{s(x) + s(y), s(0)}).
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Implicagbes Fuzzy

Definition (Implicagéo Fuzzy)

Um operador / : [0,1]2 — [0, 1] é uma implicac&o fuzzy se:
@ / é decrescente no primeiro argumento.
@ |/ é crescente no segundo argumento.
@ /(1,0)=0e /(0,0) =1/(1,1) =1.

Obs.: Pode-se mostrar que /(0,1) = 1. ]
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S-implicagdes

Definition (S-implicacao)
Dadas uma t-conorma S e uma negagéo forte N, € uma S-implicagéo:

I(x,y) = S(N(x), y).

Example
@ Kleene-Dienes (Ve N(x) =1 — x):

Ix,y)=(0-x)Vvy.
@ Reichnbach (produto e N(x) =1 — x):
I(x,y)=1—x+xy.

@ Lukasiewicz (Lukasiewicz e N(x) =1 — x):

IL(x,y)=min{1 —x+y,1}.
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R-implicagdes

Definition (Implicagdes Residuais ou R-implicagées)
Dada uma t-norma, o operador

Ir(x,y) =sup{z: T(x,z) <y},

€ chamada R-implicacao associada a t-norma.

Proposition (Adjuncéo)
Se T é continua pela esquerda, entdo vale a equivaléncia:

T(x,z)<y<+=z=I1(xy).
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R-implicagdes

Example (R-implicacoes)
@ Implicacao de Gédel (minimo):

1, x<vy,

I/\(va):{y X>y

@ Implicacao de Goguen (produto):

1, x<y/x,

/G(X)y):{
Yy, X>Y.

@ Lukasiewicz:

IL(va) :mm{1 _X+ya1}‘
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Equivaléncia Fuzzy

Definition (Equivaléncia Fuzzy)

Um operador E : [0, 1] — [0, 1] € uma equivaléncia fuzzy se
@ E(x,y)=E(y,x).
e E£(0,1) =0.
@ E(x,x)=1.
@ x <u<v<yimplica E(x,y) < E(u, V).

V.

Theorem (Representacao de uma Equivaléncia Fuzzy)

Um operador E é uma equivaléncia fuzzy se e somente se existe uma
implicagao fuzzy | com I(x, x) = 1 tal que

E(x,y) = min{l(x,y), I(y, x)},

E(x,y)=I(xVy,xNy).
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Equivaléncia Fuzzy

Considerando a implicagéo /;, temos a equivaléncia fuzzy:

Ei(x,y) =min{1 —x+y,1 -y +x}
=1—min{y —x,x — y}
=1—|x—yl|.

Marcos Eduardo Valle (Unicamp) Matematica dos Conjuntos Fuzzy 22 de Agosto de 2013 15/23



Relacdes Fuzzy

Definition (Relacao Classica)
Uma relagdo em X e Y é um subconjunto R C X x Y.

Uma fungéo f: X — Y € uma relagao

R(x,y) =1 <<=y = f(x).

Definition (Relagéo Fuzzy)

Uma relagéo fuzzy em X e Y é um subconjunto fuzzy de X x Y, i.e.,
R e F(X x Y). Em outras palavras, R: X x Y — [0, 1].

O valor R(x, y) € [0, 1] expressa o grau da relagé@o entre x e y.
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Operacbes Elementares com Relagbes Fuzzy

Operacgdes de Conjuntos Fuzzy

@ O complemento NR de uma relagao R é:
NR(x,y) = N(R(x,y)).
@ A unidao RSP das relacoes Re P é:
RSP(x,y) = R(x,y)SP(x,y).

@ Ainterseccado RTP das relagdes R e P é:

RTP(x,y) = R(x,y)TP(x,y).

Ainversa R~ € F(Y x X) de R € F(X x Y) pode ser definida como:

R_1(y,X) = R(va)
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Composicao de Relagdes

Definition (Composicao Sup-T (max-t))
Dadas duas relagdes R € F(X x Y) e P € F(Y x Z), a composi¢cao
sup-T Ror P € F(X x Z) é arelagado dada por:

Ror P(x,z) =sup{R(x,y)TP(y,z) :y € Y}

= \/ R(X,y)TP(y,Z)
yeyY

@ Associatividade: (Ror P)or Q= Ror (Por Q).
@ Monotonicidade: Ry < Ro — Rj o1 P< Ry o7 P.
@ Distributividade:

(R1 V Rg) orT P= (R1 orT P) V (RQ oT P)
(RiANRz)or P<(Ryor P)A(R2o1 P).
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Analogia com Matrizes

Interpretacdo Matricial

Se X ={x1,x0,....,xm} e Y={w,...,¥n}, entdo podemos identificar
R € F(X x Y) com a matriz R € [0, 1]™*" dada por

I’,'j = R(X,‘,yj).

Example (Composicao Sup-Min)

Se
08 0.3
R:(Of 0(')7 8'3) e sS—|o1 o |,
' 05 0.6
entao 03 03
ROASZ(O.B 0.6>'

v

Marcos Eduardo Valle (Unicamp) Matematica dos Conjuntos Fuzzy 22 de Agosto de 2013 19/23



Composicao Inf-S (min-s)

Definition (Composicao Min-S)

Dadas duas relagées R € F(X x Y) e P e F(Y x Z), a composi¢ao
inf-S Reg P c F(X x Z) é arelagdo dada por:

Res P(x,z) =inf{R(x,y)SP(y,z) :y € Y}
= A R(x,y)SP(y, 2).

yeyYy

Dualidade

Se N, T e S formam uma tripla de De Morgan, entao:

Res P =N(NRor NP).
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Equacdes Relacionais Fuzzy

Problema:

Suponha que conhecemos Re F(X x Y)e Qe F(XxZ)e
desejamos encontrar P € F(Y x Z) tal que

Ror P=Q.

Esse problema pode néo ter solugao! J

Problema - Reformulado:
Sempre existe P tal que

Ror P< Q. (1)

Solugéo Candidata:

Se T continua pela esquerda, a maior solucao de (1) é:

P* =sup{P: Ror P < Q}.
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Composicgao Inf—

Definition (Composicao Inf— (min—))

Dadas duas relagées R € F(X x Y)e P e F(Y x Z), a composi¢ao
inf+ Ra P e F(X x Z) é arelagdo dada por:

R<P(x,z)=inf{R(x,y) — P(y,z) :y € Y}

= A\ R(x,y) = P(y,2).
yey

Theorem (Adjuncéo:)
Se T é uma t-norma continua pela esquerda, entao

RorP< Q<= P<R '4r Q.

Além disso,

R'<r Q=sup{P:Ror P < Q}.

v
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Principio de Extensao de Zadeh

Problema:
Desejamos estender uma fungéo f: X — Y para F : F — F(Y).

Definition (Principio de Extensao de Zadeh)
Dados f: X — Ye Aec F(X), B= F(A) € F(Y) é definido como:

B(y) =sup{A(x) : x € X,f(x) =y}, VyeY.

Observacgao: sup () = 0. J

Considerando a relagéo classica R(x,y) = 1 <= y = f(x), temos

B(y)=\/ R(x,y)TA(x) ou B=RorA

xeX
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