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O que é?É uma ferramenta para modelar e 
omputar eventos e/ou 
on
eitos 
ujasfronteiras são nebulosas.
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O que é?É uma ferramenta para modelar e 
omputar eventos e/ou 
on
eitos 
ujasfronteiras são nebulosas.Vo
ê sabe a diferença entre probabilidade e fuzzy?Qual 
opo vo
ê beberia?
Perten
e ao 
onjunto fuzzy de�
opo d'agua potável� 
om graude pertinên
ia 0.99. Probabilidade de ser um 
opod'agua potável é 0.99.E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 2 / 17



Conjunto FuzzyDe�nição (Conjunto Fuzzy)Um 
onjunto fuzzy A em X é de�nido 
omo um mapeamentoA : X → [0, 1] (outra notação: µA : X → [0, 1] ),onde A(x) é o grau de pertinên
ia de x no 
onjunto fuzzy A.A 
lasse dos 
onjuntos fuzzy é denotada por F (X );A(x) = 1 ⇒ x perten
e 
ompletamente à A;A(x) = 0 ⇒ x não perten
e à A;Utilizado para modelar in
ertezas linguísti
as.Exemplo�jovem�: A(x) = max{min{40−x20 , 1}, 0}, ∀x ∈ [0, 100];�em torno de zero�: A(x) = (1+ x2)−1, ∀x ∈ R.E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 3 / 17



Algumas Notações para Conjuntos FuzzySe X = {x1, x2, . . . , xn} então A ∈ F (X ) também pode ser denotado porA(x1)x1 +
A(x2)x2 + . . . +

A(xn)xn .A ∈ F (R) é dita trapezoidal se ∃a, b, 
 , d ∈ R, a < b ≤ 
 < d , t.q.A(x) = 













x−ab−a , x 6∈ [a, b]1 , x 6∈ (b, 
)x−d
−d , x 6∈ [
 , d ]0 , 
.
. = max{min{x − ab − a , x − d
 − d , 1} , 0} ;Denotamos A por (a; b; 
 ; d);Se b = 
 então A é dita triangular e é denotada por (a; b; d).E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 4 / 17



Extende Teoria de Conjuntos Clássi
os
F (X ) estende P (X ) = {Y ⊆ X}, pois Y ⊆ X é uni
amente identi�
adopor sua função 
ara
terísti
a: XY (x) = { 1, se x ∈ Y0, se x 6∈ Y , ∀x ∈ X .Para A,B ∈ F (X ), de�nimosIn
lusão: A≤B ⇔ A(x) ≤ B(x), ∀x ∈ X ;Interse
ção: C = A∧B ∈ F (X ) dado porC (x) = min{A(x),B(x)} = A(x) ∧ B(x), ∀x ∈ X ;União: D = A∨B ∈ F (X ) dado porD(x) = max{A(x),B(x)} = A(x) ∨ B(x), ∀x ∈ X ;Complemento: Ā ∈ F (X ), onde Ā(x) = 1− A(x), ∀x ∈ X .E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 5 / 17



Lógi
a Fuzzy Para todo A,B ,C ∈ F (X ), vale ....Asso
iatividade: A ∧ (B ∧ C ) = (A ∧ B) ∧ CA ∨ (B ∨ C ) = (A ∨ B) ∨ CComutatividade: A ∧ B = B ∧ AA ∨ B = B ∨ ADistributividade:A ∧ (B ∨ C ) = (A ∧ B) ∨ (A ∧ C )A ∨ (B ∧ C ) = (A ∨ B) ∧ (A ∨ C )E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 6 / 17



Lógi
a Fuzzy Para todo A,B ,C ∈ F (X ), vale ....Idempotên
ia: A ∧ A = AA ∨ A = AElemento Neutro (Identidade):A ∧ X = AA ∨ ∅ = AElemento de Absorção: A ∧ ∅ = ∅A ∨ X = XE. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 6 / 17



Lógi
a Fuzzy Para todo A,B ,C ∈ F (X ), vale ....Involução: A = ARegra da Absorção: A ∧ (A ∨ B) = AA ∨ (A ∧ B) = ARegra de De Morgan: A ∧ B = A ∨ BA ∨ B = A ∧ BE. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 6 / 17



Algumas Regras Falham ...
Não vale a regra do meio ex
luído e da 
ontradição!Dado A ∈ F (X ), se exite x ∈ X tal que A(x) ∈ (0, 1) entãoA ∧ A 6= ∅,A ∨ A 6= X .
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Conjuntos α-NíveisDe�nição (α-Nível)Seja A um 
onjunto fuzzy. Os α-níveis de A sãoAα = {x ∈ X |A(x) ≥ α}, ∀α ∈ (0, 1].A1 é dito o nú
leo de A;suppA = {x ∈ X |A(x) > 0} é dito o suporte de A;Barros & BassaneziA0 = suppA, i.e., o fe
ho de suppA.Um 
onjunto fuzzy A : X → [0, 1] pode ser expresso em termos deseus α-níveis: A(x) = sup
α∈[0,1]min{α,XAα

(x)}, ∀x ∈ X .E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 8 / 17



[0, 1] é um Reti
ulado Completo!De�nição (Poset)Se um 
onjunto X é equipado 
om uma relação binária �≤� que satisfazRe�exividade: x ≤ x , ∀x ∈ X ;Anti-simetria: se x ≤ y e y ≤ x então x = y , onde x , y ∈ X ;Transitividade: se x ≤ y e y ≤ z então x ≤ z , onde x , y , z ∈ X .Então (X ,≤) é dito um 
onjunto par
ialmente ordenado (poset).De�nição (Reti
ulado Completo)Um poset (L,≤) é dito um reti
ulado 
ompleto se todo Y ⊆ L (�nito ouin�nito) possui ín�mo e supremo em L.De�nição (Negação em L)Uma negação em um reti
ulado 
ompleto L é um operador N : L → L t.q.N(N(x)) = x , ∀x ∈ L e x ≤ y ⇒ N(y) ≤ N(x).E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 9 / 17



Conjuntos L-FuzzySeja L um reti
ulado 
ompletoUm 
onjunto L-fuzzy em X é um mapeamento A : X → L;A 
lasse dos 
onjuntos L-fuzzy é denotada por FL (X );Para A,B ∈ FL (X ), de�nimosIn
lusão: A ≤ B ⇔ A(x) ≤ B(x), ∀x ∈ X ;Interse
ção: C = A ∧ B ∈ FL (X ) dado porC (x) = inf{A(x),B(x)}, ∀x ∈ X ;União: D = A ∨ B ∈ FL (X ) dado porD(x) = sup{A(x),B(x)}, ∀x ∈ X ;Complemento: N(A) ∈ FL (X ), ondeN(A)(x) = N(A(x)), ∀x ∈ X .E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 10 / 17



Extende a Teoria de Conjuntos Clássi
os
L possui um elemento minimal 0L e um maximal 1L, i.e.0L ≤ x ≤ 1L, ∀x ∈ L.Estende P(X ):Y ⊆ X representa o 
onjunto L-fuzzy dado por

XY (x) = { 1L, se x ∈ Y0L, se x 6∈ Y , ∀x ∈ L.Exemplo (Alguns reti
ulados 
ompletos:)
[0, 1] 
om a ordem usual dos reais;
F (X ) e FL (X ) 
om a relação de in
lusão;Um produto de reti
ulados 
ompletos L = L1 × . . .× Ln 
om a ordemx ≤ y ⇔ xi ≤ yi , ∀i = 1, . . . , n, para x, y ∈ L.E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 11 / 17



FL (X ) satisfaz ...Asso
iatividade;Comutatividade;Idempotên
ia;Elemento Neutro (Identidade);Elemento de Absorção;Involução;Regra da Absorção;DistributividadeSe o reti
ulado 
ompleto L é distributivo, i.e.,a ∨ (b ∧ 
) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ 
)a ∧ (b ∨ 
) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ 
) , ∀a, b, 
 ∈ L.Então FL (X ) é distributivo.E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 12 / 17



Regra de De Morgan para FL (X )
Um poset (X ,≤) é dito uma 
orrente ou totalmente ordenado se para todox , y ∈ X tem-se x ≤ y ou y ≤ x .Exer
í
ios:1 Se L satisfaz a regra de De Morgan então FL (X ) também satisfaz aregra de De Morgan.2 Se L é um produto de reti
ulados 
ompletos (Li ,≤i ) tal que Li étotalmente ordenado 
om uma negação Ni para i = 1, . . . , n. Então Lsatisfaz a regra de De Morgan.
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Alguns exemplos de FL (X ) ...O 
onjunto L = {(µ, ν) ∈ [0, 1]2 |µ+ ν ≤ 1} 
om a ordem par
ial dada por
(µ1, ν1) ≤ (µ2, ν2) ⇔ µ1 ≤ µ2 e ν2 ≤ ν1é um reti
ulado 
ompleto distributivo, onde

(µ1, ν1) ∧ (µ2, ν2) = (min{µ1, ν1},max{µ2, ν2})
(µ1, ν1) ∨ (µ2, ν2) = (max{µ1, ν1},min{µ2, ν2}).Negação: N(µ, ν) = (ν, µ), ∀(µ, ν) ∈ L.A : X → L é dito um 
onjunto fuzzy intui
ionísta;utilizamos o símbolo IFS (X ) ao invés de FL (X );

IFS (X ) é distributivo e satisfaz a regra de De Morgan;
F (X ) ⊆ IFS (X ), pois (A,A) ∈ IFS (X ) , ∀A ∈ F (X ) .E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 14 / 17



Alguns exemplos de FL (X ) ...O 
onjunto L = I[0, 1] = {[µ, ν] ⊂ [0, 1]} 
om a ordem par
ial dada por
(µ1, ν1) ≤ (µ2, ν2) ⇔ µ1 ≤ µ2 e ν1 ≤ ν2é um reti
ulado 
ompleto distributivo, onde

[µ1, ν1] ∧ [µ2, ν2] = [min{µ1, ν1},min{µ2, ν2}]
[µ1, ν1] ∨ [µ2, ν2] = [max{µ1, ν1},max{µ2, ν2}]Negação: N([µ, ν]) = [1− ν, 1− µ], ∀[µ, ν] ∈ I[0, 1].A : X → I[0, 1] é dito um 
onjunto fuzzy intervalar;

IFS (X ) ⊆ FI[0,1](X ), pois todo (µ, ν) ∈ [0, 1]2 t.q. µ+ ν ≤ 1 podeser identi�
ado 
om o intervalo [µ, 1− ν] ⊆ [0, 1], de fato
µ+ ν ≤ 1 ⇒ µ ≤ 1− νE. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 15 / 17



Alguns exemplos de FL (X ) ...Conjuntos Fuzzy Tipo mDe�nimos re
ursivamente:Conjuntos Fuzzy Tipo 1: F1(X ) = F (X )Conjuntos Fuzzy Tipo m, para m > 1:
Fm(X ) = {A : X → Fm−1(X )} .

F2([0, 1]) pode ser rela
ionado 
om FI[0,1](X );Para Ã ∈ F2([0, 1]), obtemos A ∈ FI[0,1](X ) dado porA(x) = [inf{y ∈ Ã(x)0}, sup{y ∈ Ã(x)0}].E. Esmi (E. Esmi) L-Fuzzy Sets 16 / 17



Perguntas ou Sugestões?
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