LICAO 8

LIMAGEM DIRETA E IMAGEM INVERSA

Intuitivamente, uma funcdo f : A — B corresponde a uma regra que
associa cada elemento x € A a um tnico elemento y € B. Nesse capitulo
estudaremos a generalizacdo da aplicagdo de f para subconjuntos de A.
Estudaremos também a nogdo de imagem inversa de um conjunto, que
pode ser vista como a aplicacdo da relagdo inversa sobre um subconjunto
no contra-dominio.

8.1 Imagem Direta de um Conjunto

Definic¢do 8.1 (Imagem de um Conjunto). Dada a fungio f : A — B e um
subconjunto X C A, chama-se imagem direta de X pela funcdo f ao conjunto
y = f(X) formado pelos valores f(x) com x € X. Simbolicamente,

f(X)={yeB:y=f(x),x e X} (8.1)

A Figura 8.1 apresenta uma interpretacdo da imagem de um conjunto
X C Apelafuncdo f: A — B.

Observacao 8.1. Podemos deduzir as seguintes equivaléncias légicas da
Definicao 8.1:

yef(X)edxe X:y=f(x). (8.2)
y & f(X) e vVreXy# fx) (8.3)
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Figura 8.1: Imagem do conjunto X C A pela fungdo f : A — B.

Exemplo 8.1. Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {1,2,3,4,5},
e a funcdo f : A — B dada pela equagdo f(x) = x + 1. Nesse caso, a
imagem de A pela fungdo f é o conjunto

f(A)={f(x) €eB:xe€ A}
={f(x) € B:x€{1,2,3,4}}
= {f(1),f(2),f(3), f(4)}
={2,3,4,5}

Analogamente, a imagem do conjunto X = {1,2} C A pela funcéo f é:

f(X)={f(x) e B:x € X}
={f(x) € B:x € {1,2}}
={f(1), f(2)}
={2,3}.
Exemplo 8.2. Considere a fungdo f : A — B, com A = {1,2,3,4,5} e

B = {1,2,3,4}, dada pela Figura 8.2. Nesse caso, as seguintes equacdes
sdo verdadeiras:

f{1}) ={f(x) e B:x e {1}} = {f(1)} = {4}
fUL2}) ={f(x) e B:x e {1,2}} = {f(1), f(2)} = {1,4}
f{1,2,3}) ={f(x) € B:x € {1,2,3}} = {f(1), f(2), f(3)} = {1,4}
£({1,2,3,4}) = {f(x) € B:x € {1,2,3,4}} = {1,2,4}

f({1,2,3,4,5}) ={f(x) e B:x € {1,2,3,4,5}} = {1,2,4}

O seguinte teorema esclarece qual é a imagem do conjunto vazio e do
dominio pela funcéo f.
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Figura 8.2: Defini¢do da funcédo f : A — B.

Teorema 8.1 (Imagem do Conjunto Vazio e do Dominio). Para qualquer
fungdo f : A — B, tem-se f(D) = De f(A) = Im(f).

Demonstragdo. Vamos demostrar, por reducdo ao absurdo, que f(®) = @.
Nesse caso, temos

Hipétese: f: A — Be f(QD) # @,
Tese: Contradicéao.

Tomando X = @, podemos escrever

Hipédtese: f: A — B, X=Qe f(X) #Q,
Tese: Contradicao.

Suponha que (@) # @. Nesse caso, existe y € (D). Portanto, segue da
defini¢do de imagem de um conjunto que existe x € X tal que y = f(x).
Contudo, esse fato é uma contradi¢do pois, por hipétese, X = @. Logo,
temos f(®) = @.

Vamos mostrar agora que f(A) = Im(f), ou seja, f(A) C Im(f) e
In(f) € f(A).

Primeiro, vamos considerar a implicagdo y € f(A) < y € Im(f). Em
outras palavras, temos

Hipétese: y € f(A),
Tese: y € Im(f).

Suponha que y € f(A). Pela Defini¢do 8.1, existe x € A tal que y = f(x).
Logo y € Im(f) e, portanto, f(A) C Im(f).
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Vamos considerar agora a implicacdo y € Im(f) < y € f(A), ou seja,

Hipétese: y € Im(f),
Tese: vy € f(A).

Seja y € Im(f). Pela defini¢do do conjunto Im(f), existe x € A tal que
y = f(x). Deste modo, temos que y € f(A). Concluimos portanto que

m(f) € f(A).
Como ambas relagoes de incluséo (@) = @ e f(A) = Im(f) sdo ver-
dadeiras, podemos afirmar que f(A) = Im(f). O

Exemplo 8.3. Considere a funcdo f : R — R com f(x) = 2x e os conjuntos
X; =[1,2] e X, = [-2,—1]. A imagem de X; pela fungéo f é o conjunto:

F(X1) = [f(x) e Rix € X3}
JER:1<x <2}

={f(x) e R:2<2x <4}

— {f(x) eR 2 < f(x) < 4}

Similarmente, a imagem de X, pela funcéo f satisfaz as seguintes equagdes:

f(X2) = {f(x) eR:x € Xa}
={f(x) eR: —2<x< -1}

)
={f(x) eR: -4 <2x < -2}
= {f(x) e R: —4 < f(x) < =2}
= [-4-2].
A Figura 8.3 apresenta a representacdo gréfica da fungédo f : R — RR, dos

conjuntos X1, X, no eixo horizontal e dos conjuntos f(Xj) e f(X7) no eixo

vertical.

Exemplo 8.4. Sejam a funcdo f : R — R com f(x) = x? e o conjunto
X = (1,2] no dominio de f. A imagem do conjunto X pela fungdo f é
determinado da seguinte forma:

fX)={yeR:y=f(x),xeX}
:{yEIR:y:xZ,1<x§2}
—{yeR:1<y<4}
= (1,4].
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Figura 8.3: Representacdo grafica dos conjuntos Xj, X, f(X1) e f(X2).

A Figura 8.4 apresenta o gréfico de f bem como os conjuntos X e f(X),
representados respectivamente nos eixos horizontal e vertical.

Exemplo 8.5. Considere a fungdo f : Ry — R, dada pela equacéo f(x) =
v/x. A imagem do conjunto X = (1,4) pela fungdo f é o conjunto

fX)={y e Ry :y = flx), x € X}
={yeRy:y=+x 1<x<4}
={yeRy:1<y<2}
= (1,2).

O grafico de f, bem como a representacdo dos conjuntos X e f(X), pode
ser visualizado na Figura 8.5.

Exemplo 8.6. Considere a fungdo f : R — Ry com f(x) = |x| e os con-
juntos X7 = [1,2] e Xp = [—2,—1]. A imagem de X;j pela fungdo f é o
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Figura 8.4: Representacdo grafica dos conjuntos X e f(X).

conjunto

fX1) ={y eRy:y=f(x), x € Xq}
={yeRi:y=|x,1<x<2}
={yeRy:1<y<2}
=11,2].
Similarmente, a imagem de X, pela func¢édo f é o conjunto
fX2) ={y € Ry :y = f(x), x € Xo}
={yeRi:y=l|x[, 2<x< -1}
=[1,2].

A Figura 8.6 apresenta o grafico de f, os conjuntos X; e X, no eixo hori-
zontal e os conjuntos f(X7) e f(X2) nos eixos verticais.

O seguinte teorema estabelece uma relacdo entre a imagem de um con-
junto com as relacdo de incluséo.

Teorema 8.2 (Relacdo de Inclusdo e Imagem de Conjuntos). Seja f : A — B
uma fungio. Se X1 C Xy, entdo f(X1) C f(Xp).
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Figura 8.5: Representagdo grafica dos conjuntos X e f(X).

Demonstragdo. Devemos mostrar que X; C X, implica f(X;) C f(X»).
Pela defini¢do de inclusdo de conjuntos, o consequente pode ser escrito
como: “y € f(Xy) implicay € f(Xz)”. Em outras palavras, temos a se-
guinte situacao:

Hipétese: f: A — B, X1 CXpoeye€ f(Xq),
Tese: y € f(Xp).

Com efeito, se y € f(X;) entdo existe x € Xj tal que y = f(x). Contudo,
sabemos que X; C Xj. Logo, temos que x € X, e, consequentemente,
y € f(Xp). Portanto, f(X1) C f(Xo). O

Teorema 8.3. Seja f : A — B uma funcdo. Se F é uma familia de subconjuntos
de A, entdo vale a equagdo f(|J X) = U f(X).

XeF XeF

Demonstragio. Como temos uma igualdade entre conjuntos, dividiremos a
demonstragdo da equacdo f( U X) = U f(X) em dois casos. No primeiro

XeF XeF
caso, além da hipétese que f : A — B e F é uma familia de subconjuntos
de A, temos
Hipétese: y € f(UX),

XeF

Tese: ve Uf(X).

XeF

Suponha que y € f( U X). Pela defini¢do da imagem direta de um con-
XeF
junto, existe xg € |J X tal que y = f(xp). Da defini¢do de unido de conjun-

XeF
tos, concluimos que xp € Xp para algum Xy € F. Além disso, novamente
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Figura 8.6: Representacdo grafica de X1, Xp, f(X1) e f(X2).

da defini¢do de imagem inversa, temos que y € f(Xp). Consequente-
mente, y € |J f(X) e, portanto, vale a lusdo f( U X) C U f(X).
XeF XeF XeF
Vamos agora mostrar o segundo caso. De modo similar ao caso ante-
rior, da hipdtese que f : A — B e F é uma familia de subconjuntos de A,
temos

Hipétese: y € U f(X),

XeF

Tese: vef(UX).

XeF

Seja y € U f(X). Pela defini¢do de unido de conjuntos, concluimos que
XeF

y € f(Xo), para algum subconjunto Xy € F. Agora, da defini¢do de ima-
gem direta, temos que y = f(x() para algum xp € Xp. Novamente da

defini¢do de unido de conjuntos, deduzimos que xgp €€ |J X e, lembrando
XeF
novamente da definicdo de imagem direta de um conjunto, concluimos
quey € f(UX). Logo, U f(X) € f(UX).
XeF XeF XeF

Finalmente, combinando os dois casos anteriores, concluimos que am-

bas relagdes de inclusdo f(U X) C U f(X) e U f(X) C f(U X) sdo ver-
XeF XeF XeF XeF

dadeiras. Logo, podemos afirmar que f( U X) = U f(X). O

XeF XeF
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Figura 8.7: Imagem Inversa do conjunto Y C B pela fungdo f : A — B.

8.2 Imagem Inversa de um Conjunto

Definicao 8.2. Sejam f : A — B uma fungido e Y C B, chama-se imagem
inversa de Y pela fungdo f ao conjunto f~1(Y) formado por todos 0s x € A tais
que f(x) €Y. Simbolicamente,

YY) = {xcA:f(x) €Y} (8.4)

A Figura 8.2 apresenta uma interpretagdo visual do conjunto Y C B
pela funcdo f : A — B.

Observacao 8.2. A partir da Defini¢do 8.2 podemos escrever as seguintes
equivaléncias logicas:

xeflY) & f(x)ev. (8.5)
xEfUY) & fx) €Y. (8.6)

Exemplo 8.7. Considere os conjuntos A = {1,2,3,4} e B = {1,2,3,4,5},
eafungdo f : A — B com f(x) = x+ 1. A Figura 8.8 apresenta uma
interpretagdo visual de f : A — B.

A imagem inversa do conjunto B pela funcao f é

fYB)={xcA:f(x) € B}
={x€{1,2,3,4}: (x+1) € {1,2,3,4,5}}
= {1,2,3,4}
= Dom(f).
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Figura 8.8: Defini¢do da funcédo f : A — B.

De um modo similar, a imagem inversa do conjunto Y = {1,2,3} C B pela
funcdo f é o conjunto

FFAY)={x € A: f(x) €Y}
={xe{1,2,3,4} : (x+1) €{1,2,3}}
={1,2}

Observe que podemos determinar a imagem inversa dos conjuntos
{2}, {3} e {4}. Com efeito, obtemos os conjuntos

Podemos também calcular a imagem inversa do conjunto {1}. Nesse caso,
porém, temos

i) =o.
De fato, sabemos que {1} N Im(f) = @. Deste modo, para todo x €
A, vale a inequagdo f(x) # 1. Sendo assim, temos que f(x) & {1},
ou seja, f~1({1}) = @. No caso geral, vale a seguinte proposicdo cuja
interpretacdo pode ser visualizada na Figura 8.2.

Proposic¢do 8.1. Sejam f : A — B uma fungioeY C B. Se Y NIm(f) = @
entdo f~1(Y) = @.
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Figura 8.9: f~1(Y) = @se YN Im(f) = @.

Figura 8.10: Defini¢do da funcdo f : A — A.

Demonstragido. Vamos demonstrar essa proposi¢do usando redugdo ao ab-
surdo, ou seja,

{Hipétese: f:A—B,YCBYNIn(f)=0ef 1Y) £0,

Tese: Contradicao.

De fato, se f~1(Y) # @ entdo existe x € f~1(Y). Segue da definicdo de
imagem inversa de um conjunto que f(x) € Y e, como f(x) € Im(f), con-
cluimos que f(x) € YN Im(f). Contudo, afirmacdo Y N Im(f) # @ é uma
contradicdo pois, por hipétese, Y N Im(f) = @. Portanto, pela reducdo ao
absurdo, podemos afirmar que Y N Im(f) = @ implica f~1(Y) =@. O

Exemplo 8.8. Considere o conjunto A = {1,2,3,4,5}eafun¢do f: A — A
apresentada na Figura 8.10. Note que Im(f) = {1,2,4} e {3,5} N Im(f) =
@. Logo, pela Proposicdo 8.1, concluimos que f~1({3,5}) = @. Com
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efeito, podemos verificar que

f1{3,5}) ={xe€ A: f(x) € {3,5}} =.
Além disso, temos as seguintes imagens inversas de conjuntos:
fH{4)) ={xe A: f(x) € {4}} = {1,3,5}
F1{1,2,3}) ={x € A: f(x) € {1,2,3}} = {2,4}
f1{2,3,4,5}) ={x € A: f(x) € {2,3,4,5}} = {1,3,4,5}
FH{1,2345}) ={xe A: f(x) € {1,2,3,45}} = A
Exemplo 8.9. Considere a fungdo f : R — R, com f(x) = 2x, cujo grafico

é apresentado na Figura 8.9. A imagem inversa do conjuntos Y; = [2,4]
pela fungdo f é o seguinte subconjunto do dominio:

£ = {x € R: f(x) € i}
={xeR:2< f(x) <4}
—{xeR:2<2x <4}
={xeR:1<x<2}

=[1,2]
De um modo similar, o seguinte conjunto corresponde a imagem inversa
do conjunto Y, = [—4, —2] pela funcéo f:

f1(¥2) = {x €R: f(x) € Yo}
={xeR:—-4<f(x) <-2}
={xeR:—-4<2x< -2}
={xeR:-2<x< -1}
=[-2,-1].
Além do grafico da funcdo f, a Figura 8.4 também apresenta no eixo verti-

cal os conjuntos Y; e Y, e no eixo horizontal os conjuntos f~1(Y;) e f~1(Y2).

Exemplo 8.10. Considere a fungéo f : R — R dada pela fungao f(x) = x2.
A imagem inversa do conjunto Y = (1, 4] pela fungdo f é o conjunto

FIY) = {x € R f(x) € )
={xeR:1<x*<4}
—{xeR:1<Vx2<2}
={xeR:1< x| <2}
={xeR:2<x<-1loul<x<2}
= [-2,-1)U(1,2]
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Figura 8.11: Representacio grafica dos conjuntos Y1, Y, f~1(Y1) e f~1(Y2).

A Figura 8.10 apresenta o gréfico da funcdo f bem como os conjuntos Y e

fHY).

Exemplo 8.11. Dada a fung¢do f : R+ — Ry com f(x) = /xeY = (1,2).
Nesse caso, a imagem inversa do conjunto Y pela fungdo f é

FUY) = {xeRy: f(x) €Y}
={xeRy:1<f(x) <2}
={xeR;:1<Vx<2}
={xeRy:1<x<4}
= (1,4)

O gréfico da funcdo f e uma interpretagio visual dos conjuntos Y e f~1(Y)
sdo apresentados na Figura 8.13.

Exemplo 8.12. Considere a fungdo f : R — R4 em que f(x) = |x] e o
conjunto Y = [1,2]. Como mostra a Figura 8.12, a imagem inversa de Y
pela funcdo f é o conjunto [—2, —1] U [1,2] formado pela unido de dois
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Figura 8.12: Representacéo grafica dos conjuntos Y e f~1(Y).

intervalos. Com efeito, valem as seguintes equacdes:

FUY)={xeR: f(x) €Y}
={xeR:1< |x| <2}
={xeR:|x|>1elx| <2}
={xeR:(x<—-loux>1)e(-2<x<2)}
={xeR:(—2<x<-1)ou(l<x<2)}
=[-2,—-1]U][1,2]

O seguinte teorema relaciona o conceito de imagem inversa com a diferencga
de conjuntos.

Teorema 8.4 (Imagem Inversa da Diferenca de Conjuntos). Seja f : A — B
uma fungdo de A em B. Para quaisquer dois conjuntos Y1,Y> C B vale a equagio
fffm=Y) = 1) = fH(Y2).
Demonstragio. Como temos que demonstrar uma igualdade de conjuntos,
a demostracao sera dividida em dois casos.

Primeiramente, vamos mostrar que f 1 (Y; — Y2) C f~1(Y7) — f1(Ya),
ouseja, sex € f (Y1 —Y2) = x € f1(Y1) — f1(Y2). Em outras pala-
vras, além da hipétese de f ser uma funcdo de Aem Be Yi, Y, C B, temos

Hipétese: x € f~1(Y1 —Y2),
Tese: x€ 1) - FUY).
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Figura 8.13: Representacdo grafica dos conjuntos Y e f~1(Y).

Seja x € f1(Y; — Y3). Pela defini¢do da imagem inversa concluimos que
f(x) € Y1 —Y;. Pela defini¢do de diferenca de conjuntos, temos que f(x) €
Y; e f(x) € Y,. Consequentemente, pela definicdo de imagem inversa,
deduzimos que x € f~1(Y;) e x ¢ f~(Y2). Portanto, podemos escrever
x € f71(Y7) — f71(Y2). Logo, vale a relacdo de inclusdo f~1(Y; — Y3) C
F1n) - F1(%).

Vamos agora mostrar que f~1(Y;) — f1(Y2) € f~1(Y; — Y2). De um
modo similar ao caso anterior, tendoem menteque f : A — Be Yy, Y, C B,
temos que mostrar

Hipdétese: xinf~1(Y) — fY(Yy),
Tese: xef v —Yo).

Suponha que x € f~1(Y;) — f~1(Y2). Pela definigdo de diferenca de con-
juntos, temos que x € f (Y1) e x € f1(Y2). Pela definigdo de imagem
inversa, concluimos que f(x) € Y; e f(x) ¢ Y. Sendo assim, podemos
escrever f(x) € Y1 — Y,, ou ainda, x € f1(Y; — Y3). Logo f~1(Yq) —
fi2) € 1Y = Ya).

Combinando as relagdes de inclusdo f~1(Y; — Y2) C f~1(Y7) — f1(Y2)
e f1(v1) — F1(Y2) € f1(Y; — Y2) demonstradas nos dois paragrafos
anteriores, concluimos que f~1(Y; — Y2) = f1(Y1) — f1(Y2). O

Vamos concluir essa licdo apresentando um teorema que relaciona os
conceitos de imagem inversa e complemento.
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Figura 8.14: Representacdo grafica de Y e f~1(Y).

Teorema 8.5. Seja f : A — B uma fungdo. A equagio

FHCs(Y) =Calf(¥))
vale para qualquer subconjunto Y de B.

Demonstragio. Observe que temos uma identidade de conjuntos. Portanto,
devemos demonstrar que ambas inclusdes f~1(Cz(Y)) C Ca(f~1(Y)) e
CA(f~H(Y)) € f~1(Cp(Y)) sdo verdadeiras.

Vamos mostrar primeiro que f 1 (Cp(Y)) C Co(f1(Y)), ou seja,

Hipétese: x € f~1(Cp(Y)),
Tese: x € Ca(f~1(Y)).

Suponha que x € f~1(C3(Y)). Pela definicio de imagem inversa, con-
cluimos que f(x) € Cz(Y). Sendo assim, pela defini¢io de complemento,
temos que f(x) ¢ Y. Segue novamente da defini¢do de imagem inversa
que x & f‘l(Y). Finalmente, uma vez que f‘l(Y) C Aex € A, con-
cluimos que x € C4(f~1(Y)). Logo, f~1(Cs(Y)) C Ca(f~1(Y)).

Vamos demonstrar agora a veracidade de C4(f~1(Y)) C f~1(Cz(Y)).
Nesse caso, temos

Hipétese: x € Cao(f~1(Y)),
Tese: x € f~YCp(Y).
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Suponha x € C4(f~1(Y)). Pela definicio de complemento, temos que
x € Aex ¢ f1(Y). Deste modo, pela defini¢io de imagem inversa,
podemos afirmar que f(x) ¢ Y. Como Y C Be f(x) € B, segue nova-
mente da definicdo de complemento que, f(x) € Cp(Y). Logo, usando
novamente a definigio de imagem inversa, concluimos x € f~1(Cp(Y)).
Como x € CA(f~1(Y)) = x € f1(C5(Y)), concluimos que vale a inclusao

CA(F7H(Y)) € FH(Ca(Y)).
Finalmente, pelos argumentos apresentados nos dois pardgrafos ante-
riores podemos afirmar que f~1(Cp(Y)) = C4(f1(Y)). O

8.3 Exercicios Propostos

Exercicio 8.1. Considere a fungédo f : R — R tal que f(x) = x — 1. Utili-
zando as defini¢des de imagem direta e imagem inversa de um conjunto,
verifique e apresente uma interpretacdo visual dos seguintes resultados:

@ f([2,4]) =[1,3].

(b) f({2,4}) = {1,3}.
(© f1([2,4]) = [3,3].
(d) f({2,4}) = {3,5}.

Exercicio 8.2. Dada a funcio f : R — R tal que f(x) = x?, verifique e faca
as representacdes graficas das seguintes afirmagdes:

(@ f£([1,2]) = [1,4].

(b) f({1,2}) = {1,4}.

(© (1,40 =] - 2,-1[ul1,2[

@) f1({1,4}) = {£1,+2).

Exercicio 8.3. Seja f : R — R, definida por f(x) =| x | —1:

(a) Mostre que f([2,3]) = [1,2] e faca a representacdo geométrica desse
fato.
(b) Verifique que f~1(]0,1[) =] —2,—1[U]1,2[ e faca a representagdo

geométrica desse fato.

Exercicio 8.4. Dada a funcédo f : R — R tal que f(x) = |x + 1|, determine:
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@ f({-1,0,1}). (e f1({5}):

(b) f({10,17}). (®) f1({o}).

© f(]1—22[). (&) f'(12,4]).

d) f(R). (h) f71([0,1]).

Exercicio 8.5. Dada a funcdo f : R — R tal que f(x) = x? + 1, determine:
@ f({-1,0,1}). (e f1({5}):

(b) f({10,17}). ®) f1({o}).

© f(1—22[). (&) f'(12,4]).

(d) f(R). (h) f~1([10,26]).

Exercicio 8.6. Prove o Teorema A e aplique-o para provar o Teorema B:

(a) Teorema A Sejam f : A — B uma fungio, X1,X, C A. Entdo,
f(X1NXp) C f(X1) Nf(X2)

(b) Teorema B Sejam f : A — B uma fungio injetora, X1, Xo C A. Entdo,
f(XinXa) = f(X1) N f(X2).

(c) Mostre através de um exemplo que podemos ter
f(XanXa) # f(Xa) N f(Xa2)
se f ndo é injetora.
Exercicio 8.7. Prove o Teorema C e aplique-o para provar o Teorema D:

(a) Teorema C Sejam f : A — B uma fungio, X1,X, C A. Entdo,

f(X1) = f(X2) C f(X1 — X2).

(b) Teorema D Sejam f : A — B uma fungdo injetora, X1, X, C A. Entdo,

f(X1 = Xa) = f(X1) = f(X2).

(c) Mostre apresentando um exemplo que f(X; — Xp) # f(X1) — f(X2)
se f ndo é injetora.

Exercicio 8.8. Prove o Teorema E e aplique-o para provar o Teorema F:
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(a) TeoremaE Sejam f : A — Buma fungdo e F uma familia de subconjuntos

de A. Entdo, f(N X) C N f(X).

XeF XeF

(b) Teorema F Sejam f : A — B uma fungio injetora, e F uma familia de
subconjuntos de A. Entdo, f( (N X) = N f(X).
XeF

XeF

Exercicio 8.9. Sejam f : A — B uma fungdo sobrejetora e Y C B com
Y # @. Prove que f1(Y) # @.

Exercicio 8.10. Mostre que, para qualquer fungdo f : A — B, tem-se

fH(Cp(Im(f))) = 2.

Exercicio 8.11. Mostre que, se f : A — B é uma fungdo bijetora, entdao
f(CA(X)) = Cp(f(X)) para qualquer X um subconjunto de A.

Exercicio 8.12. Mostre que, para qualquer func¢do f : A — B, valem as
equagdes (@) = @ e f~1(B) = Dom(f).

Exercicio 8.13. Sejam f : A — Be Y;,Y> C B. Mostre que:
(@) se Y] C Yrentdo f~1(Y7) C fH(Ya).

b) [N UY2) = f1 ) U fH(Y2).

© ffiMmnYz) =fM)nf(Ya).

Exercicio 8.14. Sejam f : A — B uma funcdo e F uma familia de subcon-
juntos de B. Mostre que:

(a) FFHUY) = UfFHY)

YeF YeF

) FFHNY)=NfFHY)

YeF YeF

94



