LICAO /

LFUNCAO COMPOSTA E FUNCAO INVERSA

Na li¢do anterior, vimos que uma fung¢do é uma rela¢des que satisfaz a se-
guinte propriedade: qualquer elemento do dominio estd associado a um
tnico elemento do contra dominio. Nesta ligdo, transportaremos os con-
ceitos de composta e inversa de relagdes para fungdes. Além disso, estuda-
remos condi¢des que garantem que o resultado da composta ou a inversa
de uma fungéo é também uma funcgao.

7.1 Composta de Funcdes

Sejam f : A = Be g : B — C duas fungdes. Essas duas fun¢des podem
ser interpretadas respectivamente como relagdes f C A x Be g C B x C.
Dessa forma, podemos definir a relagdo composta go f C A x C como
segue:

gof={(x,z) e AxC:3y€B com (x,y) € fe(y,z) eg}t (7.1)
O seguinte teorema garante que g o f é também uma fungdo.

Teorema 7.1. Se f : A — Be g: B — C, entdo a relacdo composta g o f dada
pela equagio (7.1) é uma fungio de A em C.

Demonstragido. Devemos provar que a relagdo g o f de A em C satisfaz as
duas condic¢des da Definicdo 6.1 na licdo anterior.
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(a) Paratodo x € A, existe z € D tal que (x,z) € go f.

Hipétese: x € A,
Tese: Existe z € D tal que (x,z) € go f.

Seja x € A. Como f é uma funcdo de A em B, segue que, existey € B
tal que (x,y) € f. Similarmente, como g é uma fun¢do ey € B, existe
z € Ctal que g(y) = z,isto é, (y,z) € g. Sabendo que (x,y) € fe
(y,z) € g, concluimos que (x,z) € go f.

(b) Se (x,z1) € gofe(x,z2) € go f, entdo z1 = z5.

Hipétese: (x,z1) € gofe(x,zp) €gof,
Tese: Z1 = 2o.

Suponha que (x,z1) € gof e (x,z2) € go f. Segue da defini¢do
da relagdo composta g o f que existem y1,y> € B tais que ((x,y1) €
fe(n,z1) €g)e((x,y2) € fe(y22) €g). Umavezque ((x,y1) €
fe(x,y2) € f) e f: A— Béuma fungdo, concluimos que y; = y».
Deste modo, (y1,z1) € ge (y1,22) € §. Como g : B — C também é
uma fungdo, segue que z; = 2.

Combinado os itens (a) e (b), concluimos que a relagdo g o f é uma fungao
de Aem C. ]

Observe que a fungdo g o f pode ser expressa diretamente em termos
da aplicacdo das fungdes f e g, respectivamente. Com efeito, valem as
seguintes equivaléncias légicas:

(xy)ef & y=f(x), (7.2)
(vz)eg & z=g), (7.3)
(x,z) €gof & z=gof(x) (7.4)

Combinando esses fatos com (7.1), concluimos que z = g o f(x) se e so-
mente se existe y € B tal que f(x) = y e g(y) = z. Finalmente, identifi-
cando os termos iguais a z, podemos formular a seguinte defini¢do:

Defini¢ao 7.1 (Fungdo Composta). Sejam f : A — Be g : B — C. A fungdo
go f: A — Cdadapela a equacio

gof(x)=g(f(x)), VxeA, (7.5)

é denominada de fungdo composta de g por f.
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Exemplo 7.1. Considere as fungoes:

(@ f:{aeiou} —{1,2,...,26} emque f(a) =1, f(e) =2, f(i) =3,
flo) =4, f(u) =5,

b) ¢:{1,2,...,26} — {a,b,c,...,x,y,z} tal que g(1) = a, g(2) = b,
23)=¢,...,2(26) =z

A composta g o f é uma funcdo de {a,¢,i,0,u} em {a,b,c,...,z} que satis-
faz as seguintes equagdes:

gof(a)=g(f(a)) =g(1) =a
gofle) =g(fle) =g(2) =4t
gof(i) =g(f(i)) =g(8) =c
goflo) =g(f(0)) =g(4) =d
gof(u)=g(f(u) =g(5)=e

Note que Cdom(g) = {a,b,...,z} ¢ {a,ei,o,u} = Dom(f), sendo
assim, ndo é possivel definir a fungédo f o g.

Exemplo 7.2. Considere as fungdes f : R — R, com f(x) = 2x, e g :
R — R tal que g(x) = 2x + 1. Note que Cdom(f) = Dom(g) e, portanto,
teremos a fungdo go f : R — R dada por

gof(x)=g(f(x)) =g(2x) =4x+1, VxeR. (7.6)

Similarmente, como Cdom(g) = Dom(f), teremos a fungdo fog: R — R
dada pela seguinte equacao para todo x € R:

fog(x) = flg(x)) = f(2x +1) = 4x +2. (7.7)

Umavezquego f(0) =1e fog(0) =2,segue que, go f # fog. Portanto,
a propriedade comutativa da composta de fungdes ndo é vélida.

Exemplo 7.3. Sejam f : [-1,1] — Ry tal que f(x) = ¥’ e g : R4 — Ry
dada pela equacdo g(x) = /x. Veja que Cdom(f) = Dom(g), sendo assim,
teremos a fungdo g o f : [—1,1] — R dada por

gof(x) =g(f(x)) =vVx2=x, Vre[-1,1]

Por outro lado, ndo temos Cdom(g) = Dom(f). Logo, ndo podemos defi-
nir a fungdo f o g.
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Exemplo 7.4. Considere agora f : R — R4, f(x) = x*’e ¢ : Ry — R,
¢(x) = /x. Note que Cdom(f) = Dom(g) e Cdom(g) = Dom(f). Logo,
gof:R—Refog:Ri — Ry sdo fungdes tais que

go f(x) = g(f(x)) = V2 = |«

fog(x) = f(g(x) = (Vx)" =x.
Observe que Dom(g o f) # Dom(f o g), bem como Cdom(f) # Cdom(f),
logo fog #gof.

Teorema 7.2 (Propriedade Associativa). Sef: A =+ B,g: B — Ceh:C —
D, entido (hog)o f =ho(gof).

Demonstragio. Primeiramente, note que ambas (hog)o feho (go f) sdo
fungdes de A em D. Portanto, devemos apenas mostrar que (ho g) o
f(x) =ho(gof)(x) paratodo x € A. Em outras palavras, temos:

Hipétese: f: A —+B,g:B—Ceh:C— D,
Tese: (hog)of =ho(gof)paratodox € A.

Seja x € A. Segue da Defini¢do 7.1 que

(hog)of(x) = hog(f(x)) =h(g(f(x)) =h(gof(x) (78)

= ho(gof)(x) (7.9)
Portanto as fungdes (hog)o feho(go f) sdo iguais e, consequentemente,
é vélida a propriedade associativa. O

Teorema 7.3 (Composta de Fungdes Bijetoras). Se f : A —+ Beg: B — C
sdo fungoes bijetoras, entio a fungdo composta g o f :+ A — C também é bijetora.

Demonstragido. Devemos provar que a fungdo go f : A — C, satisfaz as
seguintes condicdes:

(a) Injetora: Paratodos x1,xy € A,sego f(x1) = go f(x2), entdo x; = x.
Em outras palavras, temos:

Hipétese: go f(x1) = go f(x2),
Tese: X1 = Xp.

66



Sejam x1,xp € A e suponha que g o f(x1) = go f(x2), ou seja,

8(f(x1)) = &(f(x2))-

Sendo g injetora, segue que f(x1) = f(x2). Similarmente, uma vez
que f é injetora, concluimos que x; = x,. Logo, g o f é injetora.

(b) Sobrejetora: Dado z € C existe x € A tal que go f(x) = z. Em outras
palavras, temos:

Hipétese: z € C,
Tese: Existe x € A tal que g o f(x) = z.

Suponha que z € C. Como g : B — C é sobrejetora, segue que
existe y € B tal que ¢(y) = z. Do mesmo modo, como f : A — B
é sobrejetora, existe x € A tal que f(x) = y. Deste modo, para esse
x € A, valem as equagdes

go f(x) =g(f(x)) =gly) =z (7.10)

Portanto, a fungdo go f : A — C é sobrejetora.

Por (a) e (b), concluimos que a fungdo go f : A — C é bijetora. O

7.2 Inversa de uma Funcao

Lembrando novamente que uma funcdo f : A — B é uma relagdo e que,
para cada relagdo podemos associar a relagdo inversa, concluimos que po-
demos associar a f uma relagdo chamada inversa da funcgio f e denotada
por f~1 C B x A. Formalmente, a inversa da fungdo f : A — B é a relagdo
dada por:

fl={(y,x) e BxA: f(x)=y}. (7.11)

E importante observar que podemos falar da inversa de qualquer funcio.
Contudo, a inversa de uma fungdo nem sempre é também uma fungdo. O
seguinte teorema garante que a inversa de uma funcao bijetora é também
uma func¢do. Além disso, a reciproca também é verdadeira, ou seja, se a
inversa de f é uma funcao, entdo f é bijetora.

Teorema 7.4 (Inversa de Funcao Bijetora). Seja f : A — B uma funcio e f =
a relagdo inversa de f. Tem-se f~' : B — A se, e somente se, f ¢é bijetora.
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Demonstragio. Observe que esse teorema contém uma equivaléncia logica.
Portanto, devemos mostrar que:

(=) Se f~! : B — A é uma funcdo, entdo f é bijetora. Para deixar a
demonstra¢do mais clara, mostremos primeiro que a fungao f € inje-
tora. Depois, mostraremos que f é sobrejetora.

(a) Vamos mostrar que f é injetora.

{Hipétese: f(x1) = f(x2) =y,

Tese: X1 = Xp.

Sejam x1, X, € A e suponha que f(x1) = f(x2) = y. Deste modo,
(x1,y) € f e (x,y) € f, consequentemente, (y,x1) € f ' e
(y,x2) € f~!. Como f~! é uma fungdo de B em A, segue que,
x1 = x2. Logo f é injetora.

(b) Vamos mostrar agora que f é sobrejetora:

Hipétese: y € B,
Tese: Existe x € A tal que f(x) = y.

Seja y € B. Sendo f~! : B — A uma funcdo, concluimos que
existe x € A tal que (y,x) € f~!. Deste modo, (x,y) € f e,
consequentemente, f(x) = y. Logo f é sobrejetora.

(<) Reciprocamente, vamos mostrar que se f € bijetora, entdo a relacdo
inversa f —1 C B x A é uma funcao. Especificamente, mostraremos
que f ! satisfaz as duas propriedades da Definigéo 6.1.

(a) Paratodoy € B, existe x € A tal que (y,x) € f~1.

Hipétese: y € B,
Tese: Existe x € A tal que (y,x) € f~ 1.

Seja y € B. Como f é sobrejetora, existe x € A tal quey = f(x),
ou seja, (x,y) € f. Sendo assim, (y,x) € f~1.

(b) Se (y,x1) € f~le(y,x2) € f! entdo x; = x».

Hipétese: (y,x1) € fle(y,xp) € f71,
Tese: X1 = Xp.
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Suponha que (y, x1) € f1e (y,x2) € f~ 1. Destemodo, (x1,y) €
fe(x,y) € f. Logo f(x1) = ye f(x2) =y, ouseja, f(x1) =

f(x2). Como f é injetora, segue que, X1 = X2.
]

Apresentaremos a seguir quatro lemas apresentado condigdes necessa-
rias ou suficientes para uma fungéo ser injetora ou sobrejetora.

Lema 7.1. Se f : A — B é injetora, entdo existe uma funcdo g : B — A tal que
gof =I4.

Demonstragido. A demostragdo desse lema se da apresentado uma funcdo
g tal que go f = I4. Para tanto, considere um ponto arbitrdrio xp € A e
defina g : B - A como segue para todo y € B:

_)x, com f(x) =y, sey € Im(f),
8(y) = {xo, sey & Im(f). 712

Observe que g esta definida para todo y € B. Com efeito, apenas um dos
dois casos y € Im(f) ouy & Im(f) vale e ambos sdo contemplados em
(7.12). Além disso, ndo temos g(y) = x1 e g(y) = xp com x1 # x. De
fato, por um lado, se y ¢ Im(f), entdo necessariamente temos g(y) = xo
(ndo ha duas possibilidades nesse caso). Por outro lado, se y € Im(f) é tal
que g(y) = x1 e g(y) = xp entdo, por (7.12), concluimos que f(x1) =y e
f(x2) = y. Contudo, a fungao f é injetora por hipétese e, portanto, x; = x5.
Finalmente, vamos verificar que go f = I4. Com efeito, dado x € A
qualquer, defina y = f(x). Note que y € Im(f) e, portanto, tem-se

gof(x) =g(f(x) =gy) = x = La(x).

Como a equagdo g o f(x) = I4(x) vale para qualquer x € A, concluimos
que go f = I4. 0

Lema 7.2. Seja f uma funcdo de A em B. Se existe uma fungio g : B — A tal
que g o f = I4 entdo f é injetora.

Demonstragido. Vamos supor que uma fungdog: B —+ Atalquegof =1Ise
mostraremos que f é injetora. Especificamente, temos a seguinte situagéo:

Hipétese: g:B — Atalquegof =1Ixe f(x1) = f(x2),
Tese: X1 = Xop.
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Sejam x1,x, € A e suponha que f(x1) = f(x2). Uma vez que g é uma
funcdo de Bem A e f(x1), f(x2) € B, concluimos que valem as seguintes
equivaléncias légicas:

§(f(x1)) = 8(f(x2)) & gof(x1) =gof(x)
< Ia(x) = La(x2)
& X1 = X2

Portanto, f : A — B é uma fungao injetora. O

Lema 7.3. Se f : A — B é uma fungdo sobrejetora, entdo existe uma fungaio
g:B— Atalque fog = Ip.

Lema 7.4. Seja f uma funcdo de A em B. Se existe uma funcdo g : B — A tal
que f o g = Ip entio f é sobrejetora.

A demostragdo dos Lemas 7.3 e 7.4 sdo similares as demonstracoes dos
Lemas 7.1 e 7.2, respectivamente, e serdo deixadas como exercicios.

Teorema 7.5. Seja f uma fungio de A em B. Existe uma fungido g : B — A tal
quego f =1I4efog=Ipse esomentese, f ébijetora.

Demonstragio. Como esse teorema contém uma equivaléncia 16gica, sua
demonstracado sera divida em duas partes.

(=) Se existe uma fungdo g: B — Atalquego f = Iz e f o g = Ip, entdo
f ébijetora. Em outras palavras, temos que

Hipétese: Existe g: B — Atalquegof =1Igefog=1Ip,
Tese: f éinjetora e sobrejetora.

Suponha que exista a funcdo g: B —+ Atalquegof =Igefog =
Ip. Pelos Lemas 7.2 e 7.4, concluimos que f é injetora e sobrejetora,
ou seja, f € bijetora.

(<) Se f é bijetora, entdo existe uma fungdo g: B —+ Atalque go f = Iy
e fog = Ip, ouseja,

Hipdtese:  f é bijetora,
Tese: Existeg: B — Atalquego f =1Ise fog = I.
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Suponha que f é bijetora. Pelo Teorema 7.4, f~! : B — A é uma
fungéo tal que f(x) = y se, e somente se, f~!(y) = x. Consequente-
mente, dado x € A qualquer, tome y = f(x). Assim,

frof() = fHf(x) = fHy) = x = La().

De um modo similar, dado y € B, defina x = f~!(x). Nesse caso,

fofHw) =f(f' (W) = f(x) =y = Is(y).
Portanto, a fungdo ¢ = f~létalquego f = Ise fog = I3.
U
Com base no Teorema 7.5, podemos introduzir a seguinte defini¢do:

Definicdo 7.2. Sejam f : A — Be g : B — A duas fungdes. Dizemos que g
é a fungdo inversa de f se, e somente se, f o g = Ig e go f = I4. Neste caso,
geralmente denotamos g por f~1.

Observacgao 7.1. A partir do Teorema 7.5 e da Defini¢do 7.2, temos que
uma fungdo f : A — B possui inversa se, e somente se, f é bijetora.

Observagio 7.2. Dada uma fungéo f : A — B, f~! denota, em principio,
a relacdo inversa da fung¢do f. No caso da relagdo inversa ser uma funcgao,
ela é a funcdo inversa de f. Essa observacdo justifica o fato de usarmos
o mesmo simbolo para denotar tanto a relagdo inversa como a fungao in-
versa.

Exemplo 7.5. A fun¢do f : Z; — NN tal que f(x) = x + 1 é invertivel.
Sua inversa é a fungdo ¢ : N — Z, com g(x) = x — 1. Para provar
que a funcdo g é a inversa da funcdo f, devemos mostrar que as fung¢des
gof:Zy —Zefog:N — INsdoidentidades, ouseja, go f = Iz, e
fog=IN.

De fato, sejam x € Z ey € IN. Primeiramente, observe que

gof(x) =g(f(x) = fx) ~1=(x+1) ~1=x.
De um modo analogo, temos que
fogy)=f&W)=8¢y)+1=W-+1=y.

Logo, gof = Iz, e fog = IN. Segue da Definigdo 7.2 que a funcdo g é
a inversa da fun¢do f. Além disso, pelo Teorema 7.5, concluimos que f é
bijetora.
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Exemplo 7.6. A funcdo f : R — R tal que f(x) =ax+bemquea, b € R
com a # 0 é bijetora, conforme Exemplo 6.6. Segue do Teorema 7.5 que
existe uma fungdo g : R — Rtalque go f = Ir e f 0 ¢ = Ir. Nesse caso, a
funcdo g é ainversa de f. Para obter a fun¢do inversa g, basta lembrar que
a fungdo inversa coincide com a relagdo inversa de f, ou seja,

f)=ye (xy) efex)egegly) =x

Dessa forma, precisamos apenas isolar x na equagdo que define f(x) para
obter a fungdo g. A saber, isolando x na equagdo f(x) = ax+b = y,
obtemos

Para provar que a fungdo g : R — R, g(x) = xT_b, é a inversa de f,
devemos demonstrar que go f = Ig e f o ¢ = Ig. Em outras palavras,
basta mostrar que go f(x) = x e fog(x) = x para todo x € R. Com

efeito, suponha que x € R. Sendo a # 0, valem as equagdes

fx)=b _ (ax+b)—b:x

a a

goflx) =g(f(x)) =

Similarmente, temos que

x—>

fog(x)=f<g<x>>:ag<x>+b=a( )+b=(X—b)+b:x.

Logo, gof = Ir e f og = Ir. Segue da Defini¢do 7.2 que g é a funcdo
inversa de f.

Exemplo 7.7. Considere a fungdo f : R, — R tal que f(x) = x2. Vamos
mostrar que a fungdo g : Ry — Ry, g(x) = /x, é a sua inversa e que f é
bijetora.

De fato, as seguintes equagdes sdo vélidas para qualquer x € R:

foglx) = f(g(x) = (Va)? =x.
De um modo similar, para qualquer x € R, temos que
go f(x) = g(f(x)) = Va2 = |x| = x,

Logo, valem as equagdes go f = IR, e f o g = IR, . Portanto, g é a funcdo
inversa de f. Como f é inversivel, podemos aplicar o Teorema 7.5, para
concluir que f é bijetora.
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7.3 Exercicios Propostos

Exercicio 7.1. Sejam f : A — Be g: B — C duas fungdes. Prove que a
relagio go f = {(x,y) € AxC:3b € B,(x,b) € fe(b,y) € ¢} é uma
funcao.

Exercicio 7.2. Sejam f : A — B uma funcdoe g = {(y,x) € Im(f) x A :
(x,y) € f} uma relagdo. Mostre que, se f é injetora, entdo g é uma fungéo.

Exercicio 7.3. Sejama € R*, b € Reasfungdes f : R -+ Reg: R =+ R
—b
tais que f(x) =ax+beg(x) = xT. Mostre que, f é bijetora e que g é a

inversa de f.

Exercicio 7.4. Sejam f : Ry — R; e g: Ry — R, duas fungdes em que
f(x) = x*> e g(x) = /x. Mostre que, f é bijetora e que a fungdo g é a
inversa de f.

Exercicio 7.5. Sejam f : R — R e ¢ : R — R duas fun¢des em que f(x) =
x? e ¢(x) = J/x. Mostre que, f é bijetora e que a fungéo ¢ é a sua inversa.

Exercicio 7.6. Mostre que, se a func¢do f : A — B possui uma inversa entdo
ela é tnica.

Exercicio 7.7. Mostre que, se a fungdo f : A — B é invertivel, entdo a
fungdo f~!': B — A também é invertivel e vale a iguardade (f~')~! = f.

Exercicio 7.8. Mostre que, se a funcdo f : A — B é bijetora, entdo a funcdo
f~1: B — A também é bijetora.

Exercicio 7.9. Sejam f : A — Be g : B — C fungdes bijetoras. Mostre que a
fungdo composta go f : A — C também é bijetorae (¢o f) ™' = flog™1

Exercicio 7.10. Para cada uma das seguintes fungdes, faca:
(i) Mostre que f é injetora ou dé um contra-exemplo.
(ii) Mostre que f é sobrejetora ou dé um contra-exemplo.
(iii) Se a funcdo f é bijetora, exiba sua inversa.
(@ f:R—=R,f(x)=2x.
(b) f:R — [~1,00), f(x) = x* — 1.
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(© f:
(d) f:
ONE
6 f:
®) f:
(h) f:
@ f:
Q) f:
(k) f:

ONE

77, f(x) = (x —1)/2, sex éimpar,
—x/2, se x é par.
R R, f(x) X sex € Q,
—x sex¢Q

OxR =R, f(x)=x+y.

‘R — R?, f(x) = (x,0).
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x) f:R> =R f(x,y,2) = (x +v,x +2).
(y) f:(—1,+400) = R, f(x) = fracx]l + x.
(z) f:R—=TR? f(x)=(1+x1—x).

Exercicio 7.11. Seja f : A — B, com A,B C R. Dizemos que f é estrita-
mente crescente se, e somente se, para todo x,y € A, com x < y, tem-se

fx) < f(y)

(a) Dé um exemplo de uma fungdo estritamente crescente.

(b) Dé um exemplo de uma fungdo que nao é estritamente crescente.

(c) Mostre que, se f : A — B é estritamente crescente, entdo f € injetora.

(d) Mostre que,se f : A =+ Beg: B — C,com A, B,C C IR, sdo fungdes
estritamente crescente, entdo go f : A — C é também estritamente
crescente.

(e) Mostre ou de um contra-exemplo para a reciproca do item anterior:
“Sejam f : A -+ Beg: B — C,com A, B,C C R. Se a fungdo
composta go f : A — C é estritamente crescente, entdo ambas f e g
sdo estritamente crescentes”.

(f) Apresente a definicdo de uma funcéo estritamente decrescente e refaca
os itens anteriores para essa classe de fungdes.
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