LICAO 2

CONDICIONAL

2.1 Implicacdo

E comum formarmos proposicdes da forma “se p entdo g”, por exemplo:
(a) Se o meu salario for pago hoje, entdo eu irei ao cinema.

(b) Se o desconto for de dez porcento, entao eu comprarei este ténis.

(c) Se o pagamento for a vista, entdo voceé tera dez porcento de desconto.
(d) Se vocé decidir sair hoje, entdo ligue para mim.

Seguindo o nosso senso comum, podemos fazer as seguintes andlises:

(a) Seo meu saldrio for pago hoje, entdo eu irei ao cinema.

Andlise: Se o saldrio foi pago, entdo todos nds esperamos que a pes-
soa cumpra o que prometeu, ou seja, de ir ao cinema. Caso contrdrio,
diremos que a pessoa ndo disse a verdade e, neste caso, a condicional
é dita ser falsa. Por outro lado, se o pagamento ndo foi feito, ninguém
espera que a pessoa va ao cinema, isto é, ela ndo tem a obrigacdo de
ir ao cinema. Neste caso, ela pode ir ou ndo. Note que, em ambos os
casos ndo mais diremos que a pessoa ndo disse a verdade, ja que o
pagamento néo foi feito e, consequentemente, a condicional é consi-
derada verdadeira.
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(b) Se o desconto for de dez porcento, entdo eu comprarei este ténis.

Andlise: Se o vendedor faz o desconto de 10%, todos nés esperamos
que o cliente realmente cumpra o que prometeu, ou seja, de comprar
o ténis. Caso contrario, afirmaremos com toda certeza que o cliente
nio disse a verdade e, neste caso, a condicional é considerada falsa.
Por outro lado, se o vendedor nédo faz o desconto de 10%, ninguém
espera que o cliente compre o ténis, ou seja, ele ndo tem a obrigacdo
de comprar. Porém, o cliente pode comprar ou ndo. Note que em
ambos o0s casos, a condicional ndo serd considerada falsa, uma vez
que, o desconto pedido pelo cliente nado foi concedido pelo vendedor.

(c) Se o pagamento for a vista, entiio vocé terd dez porcento de desconto.

Andlise: Se o cliente decide comprar a vista, com certeza ele vai exigir
o desconto de 10% prometido pelo vendedor. E evidente que se o
cliente paga a vista e o vendedor ndo concede o desconto de 10%,
o cliente dird que ele foi enganado, ou seja, a condicional dita pelo
vendedor serd considerada falsa. Se o cliente ndo tem dinheiro para
comprar a vista, entdo ninguém espera que o cliente obtenha 10%
de desconto. Neste caso, o vendedor pode ou ndo conseguir com o
gerente algum desconto. E muito importante observar que no caso
do pagamento ndo ser a vista, ninguém dird que a condicional dita
pelo vendedor foi enganosa, deste modo, a condicional é dita ser
verdadeira.

(d) Sewocé for sair hoje, entdo ligue para mim.

Anilise: Se a pessoa decide ficar em casa, ela ndo precisa ligar avi-
sando. Porém ela pode ligar para o amigo dizendo que realmente
ndo vai sair. Por outro lado, se a pessoa resolve sair, ela tem a obrigacdo
de ligar para o amigo avisando. Caso contrario, a amizade pode ndo
ser mais a mesma!

Em resumo, na condicional, “se p entdo q”, sempre que ocorre a vera-
cidade de p, é obrigatério a ocorréncia da veracidade de g. E, sempre que
ndo ocorre a veracidade de p, aceitamos a ocorréncia ou ndo da veracidade
de 4. Diz entdo o senso comum que a condicional, “se p entdo 4”, somente
serd falsa se p for verdadeira e g falsa. Com estes fatos em mente, vamos
apresentar a defini¢do de uma condicional.

Definicdo 2.1 (Condicional). Sejam p e q proposicdes, a condicional das pro-
posicdes p e q é a proposicido composta dada por: “se p entdo q”, denotada por:
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Tabela 2.1: Tabela Verdade de p — 4.

p — q, que se lé: “p condiciona q”, assume o valor l6gico falso somente quando p
for verdadeira e q for falsa e serd verdadeira nos demais casos.

Em uma condicional p — g, a proposicdo p é chamada antecedente,
premissa ou hipdtese, e a proposicao g é referida como consequente, conclusio
ou fese. A Tabela 2.1 apresenta os valores 16gicos da condicional p — 4.

Exemplo 2.1. Analise o valor 16gico das condicionais abaixo:

(a) Se o céu é azul, entdo o planeta Terra é uma grande bola azul.
p :océuéazul
g : o planeta Terra é uma grande bola azul.
As proposigdes p e q sdo ambas verdadeiras, logo a condicional é
verdadeira.
(b) Se o céu é azul, entdo o planeta Terra é uma grande bola verde.
p :0céuéazul
g : o planeta Terra é uma grande bola verde.
A proposicdo p é verdadeira e a proposicdo g é falsa, logo a condici-
onal é falsa.
(c) Se o céu é verde, entdo o planeta Terra é uma grande bola azul.
p : 0 céu é verde.
q : o planeta Terra é uma grande bola azul.

A proposicdo p é falsa, portanto a condicional é verdadeira.

(d) Se o céu é verde, entdo o planeta Terra é uma grande bola verde.
p : o céu é verde.
g : o planeta Terra é uma grande bola verde.

A proposicdo p é falsa, logo a condicional é verdadeira.
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E importante observar que numa condicional verdadeira, o consequente
pode ser tanto falso como verdadeiro (Exemplo 2.1, itens a), c) ou d)). Con-
tudo, se uma implicacdo é verdadeira e o antecedente é verdadeiro, entdo
o consequente necessariamente deve ser verdadeiro. Esse é o principio
béasico por trds de um teorema matemaético: Se sabemos que um teorema
(uma condicional) é correto (verdadeiro) e as hip6teses do teorema foram
satisfeitas (o antecedente é verdadeiro), entdo podemos aceitar a conclusao
do teorema como verdadeira.

Observagdo 2.1. Existem muitas formas de expressar a condicional p — ¢
em portugués. Abaixo sdo apresentados alguns exemplos, todos equiva-
lentes:

(a) Se p, entdo q.
(b) p implica g.
(c) gsep.

(d) p é suficiente para g.

De fato, se a condicional p — g é verdadeira, entdo a veracidade de p
é suficiente para garantir a veracidade de g.

(e) g é necessdrio para p.

Com efeito, se p — g é verdadeira e a proposi¢do g também ¢é verda-
deira, entdo a proposicdo p necessariamente deve ser verdadeira.

(f) Uma condigdo necesséria para p € g.

(g) Uma condigao suficiente para g é p.

2.2 Reciproca, Contrapositiva e Inversa de uma
Condicional
Dada uma condicional p — g, podemos formar as seguintes condicionais:
(i) g — p, chamada reciproca.
(i) g — —p, chamada contrapositiva.

(iii) —-p — —g, chamada inversa.
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Tabela 2.2: Tabela-verdade da reciproca ¢ — p, contrapositiva =g — —p e
da inversa —-p — —q.

A tabela-verdade da reciproca, contrapositiva e inversa da condicional
p — q sdo apresentadas na Tabela 2.2.

Exemplo 2.2. Considere a condicional “Se chover, entdo o quintal fica mo-
lhado”. A reciproca, contrapositiva e inversa dessa proposi¢do sdo:

Reciproca: Se o quintal estd molhado, entdo choveu.

Nesse exemplo, a reciproca tem uma interpretacdo loégica muito di-
ferente da condicional original. De fato, ela é falsa se alguém lavar o
quintal num dia de sol!

Contrapositiva: Se no quintal ndo estd molhado, entdo ndo choveu.

A contrapositiva apresenta uma conclusdo verdadeira e, do ponto
de vista l6gico, é equivalente a proposigdo original. Retornaremos a
esse assunto nas proximas ligdes.

Inversa: Se ndo choveu, o quintal ndo fica molhado.

Assim com a reciproca, a inversa também tem uma interpretagdo
l6gica muito diferente da condicional original. Com efeito, a inversa
também é falsa se um cano estourar e molhar o quintal num dia de
sol!

Um erro muito comum em légica é confundir a condicional com sua
reciproca ou inversa.

Exemplo 2.3. Em seu livro sobre os fundamentos da matematica abstrata,
David Kurtz descreve a seguinte conversa [13]:

Um amigo meu lembrou-se que sentia sono sempre que estu-
dava légica. Respondi que ele parecia com sono no momento
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e ele respondeu: “Sim, estou com sono”. E acrescentou: “Por-
tanto, vocé pode concluir que eu estava estudando l6gica”. Re-
pliquei rapidamente: “Certamente ndo! Esse é um bom exem-
plo de um argumento invalido. Podemos concluir, contudo,
que se vocé esta estudando ldgica, entdo vocé ndo aprendeu
muito bem”.

Nesse exemplo, temos a condicional “Se estuda I6gica, entdo sente sono”. Sua
reciproca, contrapositiva e inversa sao:

Reciproca: Se sente sono, entdo estuda logica.
Contrapositiva: Se ndo sente sono, entdo ndo estudou légica.
Inversa: Se ndo estuda l6gica, entdo ndo sente sono.

Note que o amigo de Kurtz confundiu a condicional com a inversa.

Exemplo 2.4. Considere a propaganda baseada na seguinte condicional:
“Se vocé usar o sabdo em po clean, entdo suas roupas ficardo brancas”. A
contrapositiva, reciproca e inversa dessa condicional sdo, respectivamente:

Reciproca: Se suas roupas estdo brancas, entdo vocé usou o sabdo em
po clean.

Contrapositiva: Se suas roupas ndo estdo brancas, entdo vocé ndo
usou o sabdo em p6 clean.

Inversa: Se vocé ndo usar o sabdo em po clean, entdo suas roupas nao
ficardo brancas.

Quem ndo é familiar com a condicional pode confundir a condicional do
anuncio com sua inversa, ou seja, se ndo usarmos clean, nossas roupas nio
ficardo brancas. Contudo, podemos utilizar outro sabdo em p¢ e ainda ter
roupas brancas.

Apresentamos no exemplo abaixo a reciproca, contrapositiva e a in-
versa das condicionais apresentadas no inicio da li¢do:

Exemplo 2.5. (a) Condicional: Se meu salario for pago hoje, entdo eu irei
ao cinema.

Reciproca: Se eu for ao cinema, entdo meu saldrio serd pago hoje.
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Contrapositiva: Se eu ndo for ao cinema, entdo meu saldrio ndo foi

pago hoje.

Inversa: Se meu salario ndo for pago hoje, entdo eu ndo irei ao cinema.
(b) Condicional: Se o desconto for de 10%, entdo comprarei o ténis.

Reciproca: Se eu comprar o ténis, entdo o desconto serd de 10%.

Contrapositiva: Se eu ndo comprar o ténis, entdo o desconto ndo foi
de 10%.

Inversa: Se o desconto ndo for de 10%, entdo ndo comprarei o ténis.

(c) Condicional: Se o pagamento for a vista, entdo voceé terd 10% de des-
conto.

Reciproca: Se o desconto for de 10%, entdo o pagamento deverd ser a
vista.

Contrapositiva: Se o desconto ndo for de 10%, entdo o pagamento ndo
foi a vista.

Inversa: Se o pagamento ndo for a vista, entdo vocé nao tera 10% de
desconto.

(d) Condicional: Se voceé for sair hoje, ligue para mim.
Reciproca: Se vocé ligar para mim, entdo vocé decidiu sair hoje.

Contrapositiva: Se vocé ndo ligar para mim, entdo vocé decidiu ndo
sair hoje.

Inversa: Se vocé decidiu ndo sair hoje, entdo ndo ligue para mim.

2.3 Bicondicional

Na Matemadtica, formarmos proposicdes da forma “p se, e somente se, q”.
Este fato ocorre quando a condicional p — g e sua reciproca ¢ — p sdo
simultaneamente verdadeiras. Neste caso, devemos ter ambas p e g ver-
dadeiras, ou ambas p e g falsas. Formalmente, temos a definic¢do:
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Tabela 2.3: Valores l6gicos da bicondicional p < 4.

Definigao 2.2 (Bicondicional). Sejam p e q proposigdes, a bicondicional das pro-
posicdes p e q é a proposigido composta dada por, “p se, e somente se, q”, denotada
por: p <+ q, que se lé: “p bicondiciona q”, assume o valor l6gico verdadeiro so-
mente quando p e q forem verdadeiras ou p e q forem falsas, e serd falsa nos demais
casos.

A Tabela 2.3 apresenta todos os valores 16gicos da bicondicional.

Exemplo 2.6. Para ser aprovado diretamente (sem a necessidade de fa-
zer exame) no curso de elementos, um aluno de nossa universidade deve
concluir a disciplina com nota final maior ou igual a 6,0. Em termos ma-
tematicos, aplicamos a condicional “Se a nota final for maior ou igual a 6,0,
entdo o aluno é aprovado diretamente”. Todavia, se o aluno nao tirar nota
maior ou igual 6,0, ele ndo é aprovado diretamente. Portanto, a reciproca
da condicional também é empregada. Em outras palavras, podemos dizer
que “O aluno é aprovado diretamente se, e somente se, sua nota final é
maior ou igual a 6,0.”

Observacgdo 2.2. Em portugués, podemos expressar a bicondicional p <+ ¢q
como segue:

(a) p se, e somente se, .

Essa expressdao pode ser abreviada da seguinte forma: p sse g.
(b) p é necessério e suficiente para g.

(c) peqsdoequivalentes.

2.4 Exercicios Propostos

Exercicio 2.1. Determine o valor 16gico das seguintes condicionais:
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(a) Se 2+1=4, entdo 3+2=5.

(b) Vermelho é verde se, e somente se, branco é azul.
(c) 2+1=3 e 3+1=5 implicam 4 é impar.

(d) Se4 éimpar, entdo 5 é impar.

(e) Se 4 éimpar, entdo 5 é par.

(f) Se 5 é impar, entdo 4 é impar.

(g) Sel <0,entaiol+1=1.

Exercicio 2.2. Dé exemplo ou esclareca por que tal exemplo ndo existe em
cada um dos casos:

(@) Uma condicional verdadeira com um consequente falso.

(b) Uma condicional verdadeira com um consequente verdeiro.
(c) Uma condicional falsa com um consequente verdadeiro.

(d) Uma condicional falsa com um consequente falso.

(e) Uma condicional verdadeira com um antecedente falso.

(f) Uma condicional verdadeira com um antecedente verdadeiro.
(g) Uma condicional falsa com um consequente verdeiro.

(h) Uma condicional falsa com um antecedente falso.

Exercicio 2.3. Encontre e escreva a tabela-verade de:

(a) A contrapositiva de =p — ¢.

(b) A reciprocade g — p.

(c) Ainversa da contrapositiva de p — 4.

(d) A reciproca da inversa de ~q — p.

(e) A inversa de reciproca de g — —p.

(f) A contrapositiva da inversa de p — 4.
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Exercicio 2.4. Escreva em simbolos: “p sempre que q”.

Exercicio 2.5. Suponha que p, =g e r sdo proposi¢oes verdadeiras. Deter-
mine o valor 16gico das seguintes proposi¢des compostas:

@) p—g.

(b) g — p.

© p—=(qVvr).

(d) p<q.

(€) perr.

® (pVva)—p.

®) (pAg)—q.

(h) (p—q) —r.

@ (pvag) = (pAg).
() (pAT) < 9.
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