LICAO 1

INTRODUCAO A LOGICA MATEMATICA

1.1 Proposicao

A légica matematica é constituida de proposicoes, que sdo frases declara-
tivas que expressam pensamentos de sentido completo, as quais pode-
mos classificar em verdadeiras ou falsas. Por exemplo, sdo verdadeiras
as proposigoes:

(a) Dados dois pontos distintos existe uma tinica reta que os contém.

(b) Num tridngulo retdngulo, o quadrado da medida da hipotenusa é a
soma dos quadrados das medidas dos catetos.

() 2>1 (ontmero dois é maior que o nimero 1).

\/§ é um numero irracional.

(e

(f) A area de um retangulo é o produto da medida de sua base pela
medida de sua altura.

)

(d) 2 é o tinico namero prirno1 que é parz.
)
)

(g) A area de um tridngulo é a metade do produto da medida de sua
base pela medida de sua altura.

1Um ntmero natural n > 1 é primo se os seus tnicos divisores positivos sdo o 1 e ele
proprio.

2Um numero inteiro n é par se é divisivel por 2, ou seja, existe um inteiro k tal que
n = 2k.



E muito comum encontramos na légica proposi¢des que ndo sao ver-
dadeiras, ou seja, sdo falsas. A seguir apresentamos somente exemplos de
proposigdes falsas:

(h) 242 =5 (dois mais dois é igual a cinco).

(i) 1 <0 (onutmeroum é menor do que o namero 0).

(j) A raiz quadrada do namero dois é um ntimero racional.

(k) Existe um ntimero real x que satisfaz a equagio x> + 1 = 0.

(I) A equagdo x? = 2 tem solugdo no conjunto dos niimeros racionais.

Observe que uma frase declarativa de sentido completo pode ser repre-
sentada apenas por simbolos matematicos como ocorre nos itens (c), (h) e
(i). A seguir apresentaremos frases que ndo sdo proposicoes:

(m) O namero 2 é par?
Nao é uma frase declarativa, é interrogativa, e portanto ndo é uma
proposigao.

(n) Feliz aniversario!
E uma frase exclamativa, logo ndo é uma proposigao.

(0) x> 4+2x+1=0.
Sem saber o valor de x ndo podemos dizer se a equagdo é verdadeira
ou falsa, portanto ndo é uma proposicao.

(p) Ele é um jogador de futebol.
Nao temos como afirmar se a frase é verdadeira ou falsa, pois ndo
sabemos quem é “ele”; logo, ndo é uma proposicao.

A 16gica matematica cldssica adota como principios fundamentais do
pensamento os seguintes axiomas®:

Axioma 1.1 (Nao contradic¢ao). Uma proposicio ndo pode ser verdadeira e falsa
ao mesmo tempo.

Axioma 1.2 (Terceiro excluido). Toda proposicio ou é verdadeira ou é falsa,
isto é, verifica-se sempre um destes casos e nunca um terceiro.

3 Axiomas sdo resultados verdadeiros aceitos sem demonstragao e que sdo fundamen-
tais para o desenvolvimento da teoria.



A propriedade fundamental de uma proposicdo de ser verdadeira ou
talsa é denominada valor l6gico da proposi¢do. Denotaremos o valor 16gico
verdadeiro pela letra V e o valor 16gico falso pela letra F.

Observacao 1.1. A sentenca “Essa sentenca é falsa” ndo é uma proposicao,
pois ndo é possivel atribuir nenhum dos dois valores V ou F para ela.

Duas ou mais proposi¢des podem ser combinadas para produzir novas
proposicdes. Proposi¢des formadas dessa forma sdo chamadas proposigdes
compostas. Proposi¢des que ndo podem ser dividas em outras proposi¢des
sdo referidas como proposigdes simples ou atomicas. Em geral, denotaremos
uma proposi¢do qualquer (simples ou composta) utilizando letras mints-
culas como p, q e r. As letras maitsculas P, Q e R serdo usadas para
representar proposi¢cdes compostas. Quando for necessario, explicitare-
mos a lista de proposi¢des simples envolvidas na formacdo da proposigdo
composta. Por exemplo: P(p,q) denota a proposi¢do composta P que é
formada pelas proposicdes p e 4.

O valor l6gico de uma proposi¢do composta P(p, g, ..., r) depende uni-
camente dos valores 16gicos das proposi¢des simples p, g, ...,r que a com-
poe. Especificamente, o valor 16gico de P(p, g, ...,r) pode ser sempre ex-
presso em termos de combinagdes do valor 16gico de p, g,...,r com os
operadores e, ou e ndo, chamados respectivamente conjungio, disjuncio e
negagdo. Por exemplo:

(a) V2 éirracional e 2 é racional.
(b) x? = 2 tem solucdo nos racionais ou nos irracionais.
(c) Nao éverdadeque3+5 < 7.

A seguir, vamos discutir em detalhes cada um desses operadores 16gicos.

1.2 Conjuncao

“"__ 7

Frequentemente utilizamos o conectivo “e” para formarmos frases de sen-
tido completo. Por exemplo:

(a) Primeiro irei para biblioteca estudar e depois para minha casa.
(b) Pelé foijogador de futebol e Ayrton Senna foi piloto de Férmula 1.

(c) 2 é um namero par e 2 é um niumero primo.
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Tabela 1.1: Tabela de valores l6gicos da conjungédo p A g.

(d) Primeiro eu estudarei Léogica e depois Célculo.

“"__ 7

Quando utilizamos o conectivo “e” para formarmos uma nova frase de
sentido completo, o que se espera é a veracidade de todas as proposigdes
envolvidas; caso contrério, a nova proposicao serd considerada falsa. For-
malmente, temos a seguinte definicdo:

Definic¢do 1.1 (Conjungdo). A conjungio da proposicido p com a proposi¢io q,
denotada por p N\ q, que se lé: “p e q”, é uma nova proposigdo que assume o valor
l6gico verdadeiro somente quando p e q forem simultaneamente verdadeiras. Caso
contrdrio, p N\ q assume o valor 16gico falso.

Segue dos Axiomas 1.1 e 1.2 que uma proposicdo qualquer p, somente
pode ser verdadeira ou falsa, ndo podendo ser as duas coisas simultane-
amente. Deste modo, existem 2 x 2 = 4 possibilidades de valores 16gicos
para uma proposicdo composta por duas proposicdes, a saber:

(1) p verdadeira e g verdadeira.
(2) pverdadeira e g falsa.

(3) p falsa e q verdadeira.

(4) p falsa e g falsa.

Com estas 4 possibilidades e, juntamente com a Defini¢do 1.1, podemos
construir a Tabela 1.1 que contém todas as possibilidades de valores 16gicos
para a conjungdo. A Tabela 1.1 é um exemplo de tabela-verdade. Especifi-
camente, tem-se:

Definicao 1.2 (Tabela-verdade). A tabela que contém todas as possibilidades de
valores 16gicos de uma proposicdo é chamada de tabela-verdade.
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Tabela 1.2: Tabela-verdade da disjuncédo p V g.

1.3 Disjuncao

Diariamente formamos frases declarativas com o conectivo “ou”. Por exem-
plo:

(a) Vou estudar na biblioteca ou na minha casa.

(b) Pelé ou Maradona foram os melhores jogadores de futebol do século
vinte.

(c) Um ntmero inteiro qualquer é par ou é impar.
(d) Hoje irei estudar Logica ou Célculo.

Quando utilizamos o conectivo “ou” para formarmos uma nova frase de
sentido completo, esperamos que pelo menos uma das proposi¢des seja
verdadeira; ninguém espera que todas as proposi¢des envolvidas sejam
talsas. Deste modo, parece razodvel considerar a nova proposigao falsa so-
mente quando todas as proposi¢des envolvidas sdo falsas; caso contrario, a
nova proposicdo serd verdadeira. Com estes fatos em mente, enunciamos:

Definicado 1.3 (Conjuncao). Sejam p e q proposigoes, a disjungio das proposicoes
p e q, denotada por p V q, que se [é: “p ou q”, éuma nova proposi¢io que assume
o valor 16gico falso somente quando p e q forem simultaneamente falsas. Caso
contrdrio, p \V q assume o valor 16gico verdadeiro.

A Tabela 1.2 apresenta todas as possibilidades de valores 16gicos da
disjungdo p V g.
1.4 Negacao

Ao ouvirmos uma frase de sentido completo cujo valor 16gico é falso, te-
mos a tendéncia natural de fazer a sua negagdo. Por exemplo:
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Tabela 1.3: Tabela-verdade da negacdo de p.

(a) Proposigio: 4 é primo.

Negagio da Proposi¢do: 4 ndo é primo.

(b) Afirmagio: (8 — 3)? = 82 — 32,
Negagiio da Proposicio: (8 — 3)? # 82 — 32.

(c) Afirmagdo: O raciocinio 16gico ndo é importante.
Negagdo da Proposigio: O raciocinio 16gico é importante.

Observe que, se uma proposicdo qualquer p tem valor 16gico falso, entdo
sua negacao terd valor 16gico verdadeiro. Dualmente, se p tem valor 16gico
verdadeiro, entdo sua negacdo terd valor 16gico falso.

Definicao 1.4 (Negacdo). Dada uma proposicio p, a negagdo de p, denotada por
—p, que se lé: “ndo p”, é uma proposicdo com valor 16gico contrdrio ao valor 16gico
de p.

A Tabela 1.3 apresenta os valores 16gicos da negagao de p.
Exemplo 1.1. Considere as proposi¢des:
(a) A neve é branca.
(b) E falso que a neve é branca.
(c) A neve nao é branca.

A proposicdo do item (a) é verdadeira e as proposi¢des dos itens (b) e (c)
sdo as negacdes dela. Sendo a primeira proposigdo verdadeira, as duas
ultimas proposigdes sdo falsas.

Exemplo 1.2. Considere as proposig¢des:
(a) T > 4.

(b) E falso que 7t é maior do que 4.



(c) 7T ndo é maior do que 4.
(d) T # 4. (que se 1é: pi ndo é maior do que 4)

A proposigdo do item (a) é falsa e as proposi¢des dos itens (b), (c) e (d) sdo
as negacdes dela. Logo, as dltimas trés proposi¢des sdo verdadeiras.
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Observacgdo 1.2. O simbolo “—” é empregado na légica de modo similar
ao simbolo “—" na élgebra. Por exemplo, —p V g representa (—p) V g, e
ndo ~(pVq).

1.5 Exercicios Propostos

Exercicio 1.1. Identifique abaixo as frases que sdo proposi¢des e as que ndo
sdo. Justifique suas conclusdes.

(a) Em 22 de abril de 1500, descobriu-se o Brasil.

(b) Moisés encheu uma arca com varios casais de animais.
(c) O ntmero 2% 421 é primo.
(d) Ontimero 2 é par?

(e) Feliz aniverséario!

f) x¥24+2x+1=0.

(g) A raiz quadrada do ntimero 2 é um nimero irracional.
(h) O ntmero 2 é o tinico ntimero inteiro que é par e primo?
(i) Ela é uma atriz de cinema.

(j) Navegar é preciso.

(k) Em um tridngulo, o quadrado da medida do maior lado é igual a soma
dos quadrados das medidas dos outros dois lados.

Exercicio 1.2. Determine o valor 16gico das seguintes proposigoes:
(@) 3 <7e4éumnamero impar.

(b) 3 <7 ou4éum nimero impar.



(c) 5¢éimpar ou divisivel por 4.
(d) 3>3.
Exercicio 1.3. Considere as seguintes proposi¢des:
p: 3 € um namero par.
g 1+1=2.
r: 12 é divisivel por 6.
(a) Escreva em notacgdo simbdlica as seguintes sentencas:

(i) 14+ 1 # 2 e 12 é divisivel por 6.
(ii) Nao é verdadeque3éparoul+1=2.
(iii) 1+ 1 =2 e 12 ndo é divisivel por 6.

(b) Escreva em portugués as seguintes proposicdes e determine seus res-
pectivos valores 16gicos:

i) pVv—g.
(i) ~(rAq).
(iii) —rV —q.
Exercicio 1.4. Escreva, em portugués, a negagao das seguintes proposigdes:
(@ 3—4<7.
(b) 3+1=5e2<4.
(c) 8 é divisivel por 3 ou por 2.

Exercicio 1.5. Escreva em notagao simbdlica a sentenga “21 é divisivel por
3 mas ndo por 2”. O termo “mas” corresponde a qual operador 16gico?

Os préximos exercicios tém como objetivo mostrar que o portugués
permite sentencas ambiguas que ndo sdo aceitdveis na linguagem ma-
tematica.

Exercicio 1.6. Considere as proposigdes:

pl+1=2



g:2+2<3.
Escreva, em portugués, as proposicdes compostas (—p) Vge =(pV q).

Exercicio 1.7. Escreva em linguagem matemadtica as seguintes proposi¢oes
e determine seu valor l6gico:

(a) Nao é verdadeque2+2=5e5 >7.
(b) Nao é verdade que2+2 =50ub > 7.

Exercicio 1.8. Explique a seguinte piada:
Ancioso o pai pergunta ao parteiro: “Doutor, é homem ou mulher?” O médico
responde: “Sim”.

Exercicio 1.9. No portugués, o termo “ou” frequentemente é usado com
sentido exclusivo. Por exemplo, na frase: “Quando vocé me ligou eu
estava tomando banho ou passeando com o cachorro”, ndo é permitido
ambas possibilidades (tomar banho e passear com o cachorro simultane-
amente). Esse tipo de situagdo é descrito na légica utilizando o operador
ou-exclusivo, denotado por “@”. Especificamente, dadas duas proposicdes
p e q, a proposi¢do composta p @ q é verdadeira quando somente uma das
duas proposi¢des p ou g é verdadeira, e falsa caso contrdrio. Escreva a
tabela verdade do ou-exclusivo.

Exercicio 1.10. Explique o papel 16gico do conectivo “e/ou” na frase: “Sao
considerados docentes permanentes os professores que desenvolvam atividades de
ensino na graduagio e/ou pés-graduacio.” Escreva essa afirmacgao em lingua-
gem matematica.

Exercicio 1.11. Suponha que definimos um operador 16gico x da seguinte
forma: Dadas duas proposicdes p e g, a proposi¢do composta p x g é verda-
deira quando p é falsa e g é verdadeira, e falsa nos demais casos. Escreva
a tabela verdade do operador .



