RCF CAPITULO 5. RELACOES

5.7 Exercicios Propostos

Exercicio 5.1 Sejam os conjuntos A = {a,b}, B = {2,3} e C = {3,4}. Determine:
(a) Ax (BUCQ). (b) (Ax B)U (A x ().
(c) Ax (BNCOC). (d) (Ax B)n(Ax ().

Exercicio 5.2 Calcular (SxW)N(SxV), sabendo que S = {a,b}, W ={1,2,3,4,5}
eV =1{3,5709.

Exercicio 5.3 Por definicao A x B x C = {(a,b,¢c) : a € A,b € Bec € C}.
Considere os conjuntos A = {0,1}, B = {1} e C = {0, 1} obtenha A x B x C.

Exercicio 5. 4 Prove a veracidade dos seguintes resultados:
(a) (AUB)x C=(AxC)U(B x ().

(b) (AﬂB) =(AxC)N(Bx ().

(¢) (A= B) x C' = (Ax C) = (B x C).

(d)(AxB) (CXD):(AHC)X(BQD).

() Se AC Be(C C D entao (AxC) C (BxD,).

Exercicio 5.5 Sejam A e B dois conjuntos. Prove que, se B#0e Ax BC Bx A
entao A C B.

Exercicio 5.6 Dados os conjuntos A # () e B # (), prove que: A x B = B x A se,
e somente, se A = B.

Exercicio 5.7 Dados os conjuntos A = {1} e B = {a, b}, obtenha todas as possiveis
relagbes de A em B e de B em A. Observe que basta determinar os conjuntos
P(Ax B)e P(Bx A). (P(X) éo conjunto das partes de X ).

Exercicio 5.8 Seja R uma relacao de A em B. Por definicao o dominio da relacao
R é o conjunto, Dom(R) = {z € A : xRy para algum y € B}, e aimagem da relagao
R, é o conjunto, Im(R) = {y € B : xRy para algum = € A}. Faca a representagao
geométrica da relacdo R e determine Dom(R) e Im(R).
(a) R={(z,y) e N’ 1y =2?}.
b) R={(x,y) € R?:y = 2> — 62 + 5}.
)R:{(I,y) eER?:y>afey<z+2}.
={(z,y) ER*:a? + 4> <25ey> 2},
={(z,y) e R*: 2 +y> < 25 ou y > 3},

Exercicio 5.9 Seja a relagao R = {(z,y) € N? : x + 2y = 12}, faca:

(a) Escreva R por extensao, ou seja, explicite todos os seus elementos.

(b) Determine R~ por extensao e por definicdo. (Note que R foi dada por definigao)
()

¢) Determine RoRe R~' o R.

Exercicio 5.10 Sejam R e S relagoes de A em B. Prove que:

(a) (RUS)' =R~ 1US L
(b) (RNS)'=R1'NS~ 3
(c) (R—8)t=R1t-5" 3
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Exercicio 5.11 Considere as relagoes R C A x B e S C B x C. Demonstre que
(SoR)'=R1oS™

Exercicio 5.12 Dadas as relagoes R C Ax B, S C Bx CeT C C x D. Mostre
que (ToS)oR=To(SoR).

Exercicio 5.13 Seja A # () um conjunto e R uma relacao em A. R é reflexiva em
A se, e somente se, [, C R.

Exercicio 5.14 Seja A # () um conjunto e R uma relacao em A. Mostre que, se
R ¢ uma relacao de equivaléncia e de ordem em A entdao R~! é uma relacao de
equivaléncia e de ordem em A.

Exercicio 5.15 Seja A # () um conjunto qualquer e R uma relacdo em A. Prove
que, se R é uma relacdao de equivaléncia em A entao R o R é uma relacao de equi-
valéncia em A.

Exercicio 5.16 Quais das relacoes abaixo sao relacoes de equivaléncia sobre o con-
junto A dado. Justifique suas respostas.

(a) A={a,b,c} e R={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(bc), (a,c)}.

(b) A={a,b,c} e R={(a,a),(a,b),(ba),(bb)}.

(¢c) A={a,b,c} e R={(a,a),(a,b),(a,c), (b a),(bb), (b c),(ca),(c,b),(cc)}.

(d) A# 0 earelagio R = A x A.

Exercicio 5.17 Seja S uma relacao em N, definida por: Sy < Im € Z : y = ma.
(a) Prove que S é uma relagdo de Ordem em N.
(b) S é uma relacao de equivaléncia em N7 Justifique.

Exercicio 5.18 Seja S uma relacao em R definida por: zSy < x =1y.
(a) Prove que S é uma relagao de equivaléncia e de ordem em R.

(b) Obtenha a classe de equivaléncia do elemento a € R.

(c) Obtenha o conjunto quociente R/S.

Exercicio 5.19 Seja F' uma familia de conjuntos e R C F x F, definida por:
ARB < A C B. Dados os Teoremas 8 e 9, prove que R é uma relacao de ordem em
F. Mostre que R nao ¢ uma relagao de equivaléncia em F'.

Teorema 8 Sejam A e B conjuntos, se AC B e B C A, entao A= B.
Teorema 9 Sejam A, B e C conjuntos, se AC B e B C C, entao A C C.

Exercicio 5.20 Dado n € N e R uma relagao em Z definida por: xRy < n|(z —vy).
(a) Prove que R é uma relagao de equivaléncia em Z.

(b) Considere n =2 e a € Z, determine a classe de equivaléncia C,,.

(c) Obtenha as classes de equivaléncia: 0, 1, 2 e 3 e o conjunto quociente Z/R.
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Exercicio 5.21 Seja R uma relacao em R definida por: xRy se, e somente se, x —y
¢ um numero inteiro.

(a) Prove que R é uma relagao de equivaléncia.

(b) Mostre que R nao é uma relagao de ordem.

(c) Seja a € R determine a classe de equivaléncia C,,.

Exercicio 5.22 Seja R uma relacao em A = R X R definida por: (a,b)R(c,d) se, e
s6se, a+d=0b+c.

(a) Prove que R é uma relagao de equivaléncia.

(b) Mostre que R nao é uma relagao de ordem.

(c) Obtenha a classe de equivaléncia C(g 1) e faca a sua representacao grafica.

Exercicio 5.23 Seja R uma relacio em A = R x R definida por: (a,b)R(c,d) se, e
sé se, a+b < c+d, faga: (a) R é reflexiva? (b) R é simétrica? (c) R é Transitiva?
(d) R é antissimétrica? (e) R é uma relacao de equivaléncia em A? (f) R ¢é uma
relagdo de ordem em A? Justifique suas conclusoes.

Exercicio 5.24 Seja A = 7Z x Z* e considere a relacao R em A, definida por:
(a,b)R(c,d) se, e somente se, ad = be. Mostre que R é uma relagao de equivaléncia
em A. Se A = 7Z X 7Z entao R ainda sera uma relacao de equivaléncia em A?
Justifique sua resposta.

Exercicio 5.25 Sejam R e S relagoes de equivaléncia em A. Demonstre que:
(a) Co(RNS) = Cu(R) N CL(S).
(b) Se RU S é uma relagao de equivaléncia, entao C,(RUS) = C,(R) U C,(S).

Exercicio 5.26 Seja R uma relagao de equivaléncia em A. Prove que:
(a) a € C, para todo a € A.

(b) Se a € Cy entao C, = C}.

(c) Se a & Cy entao C, N Cy = .

(d) Se C, N Cy =0 entao C, # C.

(e) Se C, N Cy # O entao C, = Cy,.

(f) U C(a = A

acA

Exercicio 5.27 Sejam R uma relagao de equivaléncia em A e as classes de equi-
valéncia C', e C, com a,b € A. Dado o Teorema 10, aplique-o para provar o Teorema
11.

Teorema 10 Sejam z,y € A, se v € C, entao C, = C,,.

Teorema 11 Sejam a,b € A, se C, N Cy # 0 entao C, = C},.

Exercicio 5.28 Sejam R uma relacao de equivaléncia em A, C, e C} classes de
equivaléncia. Dados os Teoremas 12 e 13, aplique-os para provar o Teorema 14.
Teorema 12 Para todo x € A, x € C,.

Teorema 13 Sejam x,y € A, se v € C, entao C, = C,,.

Teorema 14 Sejam a,b € A, se a & Cy, entao C, N Cy = .
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