Lista 6 - Auto-valores e Auto-vetores

Exercicio 1. Sejam A e x um auto-par de uma matriz A. Mostre que ax também é um auto-vetor
associado a \ para qualquer escalar a ndo-nulo. Em particular, pode-se tomar o = 1/||x]|.

Exercicio 2. Mostre que uma matriz A é ndo-singular se, e somente se, 0 ndo é um auto-valor de
A.

Exercicio 3. Seja A uma matriz ndo-singular e A um auto-valor de A associado ao auto-vetor x.
Mostre que x é também um auto-vetor de A~! associado ao auto-valor 1/A.

Exercicio 4. Mostre que, se A e x foram um auto-par de A e y é um escalar, entdo A — e x é um
auto-par de A — .

Exercicio 5 (Quociente de Rayleigh). Seja A € C™"*" e v € R". Mostre que

v*Av

: 1)

chamado quociente de Rayleigh de v, minimiza a fung¢do f : C — [0, +0o0) dada por f(z) = ||Av —
zv||2. Qual o valor de i se v for um auto-vetor de A?

Exercicio 6. Seja A € C"*" e x um auto-vetor de A associado ao auto-valor A\. Suponha que
|x|l2 = 1. Seja v € C" um vetor com ||v||s = 1 e u = v*Av o quociente de Rayleigh de v. Mostre
que

A =l < 2[All2[lx = v, (2)

Exercicio 7. Mostre que A é um auto-valor de A se, e somente se, o conjugado A é um auto-valor
de A*. Mostre também que A e AT possuem os mesmos auto-valores.

Exercicio 8. Sejam x;, X3, . . ., X}, auto-vetores de A associados a auto-valores A, Ay, ..., Ay distin-
tos. Mostre que x1, X, . . ., X;, sdo linearmente independentes.

Exercicio 9 (Teorema de Gerschgorin). Mostre que todos os auto-valores de A € C"*" estdo con-
didos na unido dos seguintes discos no plano complexo:

Ai:{zeC:|z—aii|§Z]a,~j|}. 3)

JFi

Exercicio 10. Suponha que A = XAX™!, onde A = diag(\,...,\,) é a matriz com os auto-
valores de A. Mostre que, se ji; € um auto-valor de A + £, entdo existe um auto-valor ); de A tal
que [, — A < X TTEX e

Exercicio 11. Sejam A € R™" e B € R™" matrizes simétricas com auto-valores \;,..., \, e
[, - - -, ln, Tespectivamente. Mostre que, para qualquer i, existe A; tal que
INi — | < [JA = B2 4)

Exercicio 12. Determine os auto-valores, o determinante e os valores singulares de um refletor de
Householder.

Exercicio 13. Seja A € R"*". Mostre que se a + ib é um auto-valor de A associado ao auto-vetor
u + iv, entdo a — ib é um auto-valor de A associado ao auto-vetor u — iv.



Exercicio 14. Mostre que os auto-valores de uma matriz hermitiana sdo todos reais e os auto-
vetores sdo formam um conjunto ortogonal.

Exercicio 15. Mostre que os auto-valores de uma matriz hermitiana definida positiva sdo todos
positivos.

Exercicio 16. Seja A = UXVT a decomposi¢do SVD de A € R™", com U = [uy,...,u,] € R"™" e

V = [vi,...,v,] € R"" matrizes ortogonais e ¥ = diag(oy,...,0,) é uma matriz diagonal com
o1 > 09 > ...0, > 0. Mostre que vy, ..., Vv, sdo auto-vetores de ATAeuw,..., u, sdo auto-vetores
de AAT associados aos auto-valores 0%, ..., 02,

Exercicio 17. Mostre que, para qualquer norma induzida de matriz, p(A) < ||A||, onde p(A) de-
nota o raio espectral de A.

Exercicio 18. Seja A € C"*" e || - || uma norma de matrizes. Mostre que lim, . [|A"| = 0 se, e
somente se, p(A) < 1.

Exercicio 19. Um polindmio em uma matriz A é uma expressao da forma p(A) = ap + a1 A +
...+ a,;, A™. Mostre que, se \ e x representam um auto-valor e um auto-vetor associado da matriz
A e C™™, entdo p(A) = g+ ay A+ ... + @, A é um auto-valor de p(A) associado ao auto-vetor x.

Exercicio 20. Sejam A, B € C"*" com pelo menos uma delas ndo-singular. Mostre que AB e BA
possuem os mesmos auto-valores.

Exercicio 21. Seja A € R"*" uma matriz hermitiana. Usando a decomposicdo de Schur, mostre
que existe uma matriz unitédria @ tal que Q” AQ = D é uma matriz diagonal. O que pode ser dito
sobre a decomposi¢do SVD de A.

Exercicio 22. Uma matriz A € C"*" é dita normal se A*A = AA*. Mostre que, se T € C"*"
é normal e triangular superior, entdo 7" é diagonal. Mostre também que toda matriz normal é
unitariamente diagonalizdvel, i.e., A pode ser escrita como A = QAQ* onde A é uma matriz
diagonal e () é unitaria.

Exercicio 23. Suponha que A € C™*" possua auto-valores distintos. Mostre que, se Q*AQ =T éa
decomposicdo de Schur de A e AB = BA, entdo ()*B() é triangular superior.

Exercicio 24. Dada uma matriz A € C"*", use a decomposicdo de Schur para mostrar que, para
todo € > 0, existe uma matriz diagonalizdvel B tal que ||A — B||s < e. Portanto, o conjunto das
matrizes diagonalizaveis é denso em C"*".

n

Exercicio 25. Mostre que o traco de uma matriz A = (a;;) € C"*", definido como tr(A) = >, a;j,
é também a soma dos auto-valores de A.

Exercicio 26. Mostre que, se A € C"*" é uma matriz hermitiana, entdo PAP* é também uma
matriz hermitiana para qualquer matriz P.

Exercicio 27. Mostre que, se H é uma matriz de Hessenberg e U é triangular superior, entdo o
produto UH e HU sdo ambas matrizes de Hessenberg.

Exercicio 28. Seja { A; } a sequéncia gerada pelo método QR, ou seja, dado Ay, defina A1 = RrQx,
onde QyRr = Aj é a fatoracdo QR de A,. Mostre que, se Ay é ndo singular, entdo as seguintes
equagOes sdo vdlidas para todo £ = 0,1,. . .:

A = Qi ALQr e Ay = Ry AR )

Use a segunda desigualdade e o exercicio anterior para concluir que, se A, é uma matriz de
Hessenberg, entdao A, é também de Hessenberg para todo k.
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Exercicio 29. Seja A, a sequencia de matrizes gerada pelo método QR. Defina Qk =Qo...Qr_1€
Ry = Ri_1...Ry. Mostre por indugdo que A, = QR e conclua que a primeira coluna de @) é
um multiplo de A*e;.

Exercicio 30. Suponha que B = X"'AX e B+ 0B = X"!'(A+ §A)X. Mostre que

1 L oAl _ [16B]] 2 l0A]
A < |IB| < #(X)||A]| e < < r(x)2 122N (6)
<o A= WBI= s e = Tap =

onde || - || denota uma norma qualquer de matriz e x(X) = || X||||X || € o nimero de condi¢do de

X nessa norma.



