Lista 5 - Sistemas de Equagoes Nao-Lineares

Exercicio 1. Descreva como o método da relaxacdo simultanea aplicado para determinar uma raiz
da funcdo F' : R — R" definida como F(x) = b — Ax, onde A € R™*" representa uma matriz
ndo-singular. Que condi¢des devemos impor sobre A e A para termos a convergéncia do método?

Z ~

Exercicio 2. Considere o sistema linear Ax = b, onde A € R"*" é ndo-singular. O método do
ponto fixo pode ser aplicado para resolver esse sistema escrevendo a matriz A como uma soma
de duas outras matrizes A;, A, € R"*",ie., A = A; + A,, onde A; é uma matriz ndo-singular cuja
inversa pode ser determinada de forma fécil. Dessa forma, a equagdo Ax = b pode ser escrita no
problema de ponto fixo x = G(x) = A; ' (b — Ayx).

Investigue a convergéncia da iteragdo do ponto fixo aplicada a G(x) nos seguintes casos onde
D é a diagonal de A, L e U sdo as partes triangulares superior e inferior de A de modo que
A=D+L+U:

a) Ai=DeAy =L+ U,
b) Ai=D+UeA;=1L.

Exercicio 3. Expresse as iteracdes de Newton para cada um dos seguintes sistemas de equagdes
ndo-lineares:

9, 2 _ 2 3 _
2) { x4+ 22 =1, b) { 22+ s =9, 1)

2 _ 2 3 _
x] — 29 =0. 3riwe — 75 = 4.

22 4 9 — 20129 = 0, d) { 23— 22 =0, )

) { xf—i—x%—2x1+2x2:—1. xl—l—x%@:?.

e) { 2sin(z1) + cos(xy) — bry = 0,

4 cos(z1) + 2sin(xe) — bag = 0. ®)

Exercicio 4. Efetue uma iteragda do método de Newton aplicado ao sistema de equagdes nédo-

lineares:
{ 2 — 22 =0,

21’15[]2 =1.
com aproximagao inicial x® = [0, 1]7.
Definicao 1. Considere uma sequéncia {x;} C R™ e £ € R". Dizemos que

a) x; — & g-quadraticamente se x;, — § e existe K > 0 tal que
i1 — &I < K — €[ 4)
b) x, — & g-superlinearmente com g-ordem o > 1 se x;, — £ e existe K > 0 tal que

X1 — &Il < Kl — &1 (5)

Observacao. A difinicdo acima difere da convergéncia quadratica e superlinear apresentadas no
livro texto. Em que sentido essas defini¢des de convergéncia sao diferentes?



Lema 2 (Teorema Fundamental do Calculo). Seja F' diferenciavel num conjunto aberto 2 € R™ e seja
& € Q. Entdo, para todo x € Q suficientemente proximo de &, tem-se

F(x) — F(€) = /O Tr(€ +t(x — &) (x — &)dt, 6)

onde Jr denota o Jacobiano de F'.

Defini¢ao 3 (Continuidade de Lipschitz). Seja 2 C R" e G : @ — R™. A fungdo G é dita Lipschitz
continua em 2 com constante 7y se

1G(x) = Gyl < llx =yl )
para todo x,y € (L.

Lema 4. Seja F' : R™ — R" diferenciavel num conjunto aberto Q2 € R". Suponha que existe £ € (2 tal que
F(&) = 0e Jp(§) é ndo-singular. Suponha também que Jp : Q@ — R™ ™ é uma fungdo Lipschitz continua
com constante ~y. Entdo, existe 6 > 0 tal que

1TrGll < 217e(©), ®)
1760 < 2017 (€)7 ©)

e
0@ X8 < r ) < 2@ % — €)1 (10)
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Exercicio 5 (Convergéncia do Método de Newton com Hipétese de Lipschitz Continua). Seja
F : R" — R" diferenciavel num conjunto aberto {2 € R". Suponha que existe { € () tal que
F(§) = 0 e Jp(§) é ndo-singular. Suponha também que Jp : 2 — R"*" é uma funcdo Lipschitz
continua com constante . Mostre que existe § > 0 tal que, se xp € B(€,9) = {x : [|[x — §|| < d},
entdo a iteracdo de Newton

Xk+1 = X — JF(Xk)ilF(Xk% (11)

converge q-quadraticamente para §.

Definicdao 5 (Continuidade de Holder). Seja 2 C R" e G : Q@ — R™. A funcgido G é dita Holder
continua em {2 com expoente « se

1G(x) = Gy)ll < Klx =yl (12)
para todo x,y € (L.

Exercicio 6 (Convergéncia do Método de Newton com Hipétese de Holder Continua). Seja F' :
R™ — R” diferenciavel num conjunto aberto {2 € R". Suponha que existe { € Q2 tal que F'(§) =0
e Jp(§) é ndo-singular. Suponha também que Jr : 2 — R™*" é uma func¢do Holder continua com
exponete o. Mostre que existe ¢ > 0 tais que, se xo € B(£,0) = {x : ||[x — &|| < ¢}, entdo a iteragdo
de Newton

Xpp1 = xp — Jp(x1) T F(xy), (13)
converge g-superlinearmente com g-ordem « + 1 para &.
Exercicio 7. O desempenho do método de Newton pode ser melhorado fazendo uma mudanga de
varidvel? Em outras palavras, o método de Newton aplicado para determinar a raiz dos sistemas

F(x) = 0e AF(Bx) = 0, para matrizes ndo-singulares A, B € R"*", apresentam alguma diferenga
no desempenho partindo da mesma aproximacao inicial x,? Justifique sua resposta.
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Exercicio 8. Modifique o método de Newton de modo que ele possa ser usado para determinar a
inversa de uma matriz ndo-singular A € R™*™ considerando a fun¢do F' : R™*" — R™*" definida

como segue:
F(X)=1- AX.

Observe que a inversa A~! deve ser aproximada por X ) na iteragdo de Newton. Mostre que,
ainda assim, tem-se convergéncia quadratica pois o residuo R¥) = I — AX® e o0 erro E®) =
A™! — X satisfazem as equagdes

REHY) — pk) o pktl) — pk) g pk)

Exercicio 9. O método de Newton pode ser usado para determinar o autovalor A associado a um
autovetor x de uma matriz simétrica A € R™ ™. Precisamente, defina F : R**! — R"*! como
segue:

x'x—1

F(\x) = [A;f B AX] .

Mostre que a raiz de F' é exatamente um auto-par de A. Determine a matriz Jacobiana de F'
estabeleca a iteracdo de Newton desse sistema de equagdes nado-lineares.



