Lista 4 - Quadrados Minimos, Fatoracdao QR e
Decomposicdo em Valores Singulares

Exercicio 1. Considere o sistema sobredeterminado:

NS

a) Determine a solugdo de quadrado minimo desse problema.

b) Calcule as decomposi¢des QR (completa) e QR reduzida da matriz dos coeficientes usando o
processo de Gram-Schmidt.

Exercicio 2. Considere uma matriz A € R™*™, com m > n. Mostre que A*A é nado-singular se e
somente se A tem posto completo.

Exercicio 3. Considere as seguintes matrizes:
10 1 2
10 10
a) Determine o projetor ortogonal P em Zm(A). Qual é aimagem de P quando aplicado no vetor

x = [1,2,3]*?

b) Determine o projetor ortogonal P em Zm/(B). Qual é aimagem de P quando aplicado no vetor
x = [1,2,3]*?

Exercicio 4. Mostre que, se P é uma projegdo ortogonal, entdo I — 2P é uma matriz unitdria.
Apresente uma interpretagdo geométrica desse resultado.

Exercicio 5. Seja F' a matriz mxm definida da seguinte forma para todo vetor x = [z, xa, ..., T;]" €
Rm.
T Tm
T2 Tm—1
F =
Tm—1 T2
Tm €

A matrix E € R™*™ que satisfaz Ex = (x + ['x)/2, para todo x € R™, é uma projecao ortogonal,
uma projecado obliqua, ou ndo é uma projecao. Justifique sua resposta.

Exercicio 6. Seja P € R™*™ um projetor qualquer ndo-nulo. Mostre que || P||; > 1, com igualdade
se, e somente se, P é uma projecdo ortogonal.

Exercicio 7. Seja A = [a;,ay,...,a,] uma matriz m x m (cada a; representa uma coluna de A).
Demonstre a desigualdade de Hadamard:

[det Al < T Ifajlle.
j=1

Apresente uma interpretacdo geométrica desse resultado. Lembre-se que o valor absoluto do
determinante fornece o volume do paralelepipedo definido pelas colunas de A.
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Exercicio 8. Dados vetores ndo-nulos x e y em R"”, determine a reflexdao de Householder H tal
que Hx é um multiplo de y.

Exercicio 9. Use reflexdes de Householder para mostrar que det(/+xy”) = 1+x’y para quaisquer
x,y € R™.

7

Exercicio 10. Considere vetores x,y € R". Mostre que se () € R™*" é uma matriz ortogonal tal
que

ax=e] e @v=|]. )

entio u’v = xTy — ap.

Exercicio 11. Determine c = cosf e s = sinf tais que

¢ s]7[5] [13
—s c| |12 |O0|"
Exercicio 12. Apresente uma forma geral para rotagdes e reflexdes no plano. Dada uma matriz

A € R**?, determine a rotagdo G e a reflexdo H mais proximas de A. Sobre quais condig¢des a
rotacdo de G é mais proxima de A do que a reflexdo .

Exercicio 13. Seja A = UXV?T a decomposigdo SVD de uma matriz A € R™*". Mostre que, se
existe r < p tal que

01> ...20,>0p41=...=0,=0, @)
entdo
posto(A) =, 3)
N(A) = span{v,i1,...,V,}, 4)
Z(A) = span{uy,...,u,}, )

onde N (A) e Z(A) denotam o nucleo e a imagem de A, respectivamente.

Exercicio 14. Seja A = ULVT a decomposigdo SVD de uma matriz A € R™*" ndo singular. Mostre
que At =US VT e ||A7|y = s;,},, onde 8., denota o menor valor singular de A.

min/
Exercicio 15. Prove que 0,,4,, 0 maior valor singular de uma matrix A € R™*", satisfaz a seguinte
equacao:
yT Ax
[1x[[2ly [l
Exercicio 16. Mostre que se A € R™*" tem posto n, entdo || A(ATA)' AT, = 1.

:yERmeXER”}. (6)

Omaz = Max {

Exercicio 17. Mostre que ||A||r < /posto(A)||A||2 para toda matriz A € R™*™.

Exercicio 18. Seja A € R"™*" uma matriz de posto . Mostre que ||A||r = /o7 + ...+ 02, onde
o1,...,0, representam os r valores singulares ndo-nulos de A.

Exercicio 19. Mostre que toda matriz A € R™*" é o limite de uma sequéncia de matrizes A, €
R™*™ de posto completo. Portanto, o conjunto das matrizes de posto completo é denso em R™*".
Use a norma-2 em sua demonstracdo, embora, todas as normas em espaco vetorial de dimensao
finita sejam equivalentes.

Exercicio 20. Seja P € R"*" tal que |PTP — I|s =¢ < 1e P = UXV?T a decomposicdo SVD de P.
Mostre que ||P—UV7T||; < ¢ e que todos os valores singulares de P estdo no invervalo [1 —¢, 1+¢],
ie,|l —o0;) <eparatodoi=1,...,n.



Exercicio 21. Seja A € R™*", com posto(A) = n < m, e b € R™. Suponha que A7 Ax = ATb,
(ATA+ F)x = ATb, e 2||F||> < 02, onde o,, denota o n-ésimo valor singular de A. Mostre que, se
r=b-Axet=b - Ax,entdor —t = A(ATA+ F) 'Fre

£l
1Al

[r —rll2 < 2r2(A) %2

Exercicio 22. A pseudo-inversa de uma matriz A € R™*" ¢ definida como segue onde A = UXV”
representa de decomposi¢do SVD de A:

1 1 1
At =VyiUT, Y = diag (—,— ...,—,0,...,0), r = posto(A).

o1 09’ o,
Mostre que A' é a tnica solugdo do problema

min ||AX — I||g,
XeRan

onde /,,, denota a matriz identidade. Mostre também que a pseudo-inversa é a tinica matriz que
satisfaz as quatro condi¢des de Moore-Penrose:

i) AXA = A, iii) (AX)" = AX, (7)
i) XAX = X, iii) (XA)" = X A. (8)



