Lista 3 - Eliminacao de Gauss e Variacoes

Exercicio 1. Suponha que, para cada linha de uma matriz A € R"*", a soma dos seus elementos é
zero. Mostre que A é singular.

Exercicio 2. Mostre que, se A2 =0, entdo A é singular.

Exercicio 3. Considere uma matriz A € R™*" qualquer e matrizes B,C € R™" ndo-singulares.
Dado um vetor b € R”, expresse x = B~ (2A+1)(C~' + A)b sem o uso das matrizes inversas B!
eC .

Exercicio 4. Dados u,v € R", mostre que a matriz A = uv’ tem posto 1. Mostre também que a

reciproca é verdadeira, i.e., se A tem posto 1, entdo existem vetores u, v € R" tais que A = uv’.
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Exercicio 5. Uma matriz A € R"™" é uma matriz elementar se A difere da identidade por uma
matriz de posto 1, i.e,, se A = I — uv’, para vetores u,v € R". Mostre que, se A é uma matriz
elementar ndo-singular, entdo A~' é também uma matriz elementar. Para tanto, mostre que A~ =
I — ouv’ para algum o € R. Expresse o em termos dos vetores u, v e determine que condi¢des
devemos impor sobre u, v para que A seja ndo-singular.

Exercicio 6. Mostre que a seguinte equagdo, conhecida como férmula de Sherman-Morrison, é véalida
se A — uv’ é uma matriz ndo-singular:

(A—uvh) ' =A" 4+ A a1l —viA ) tvia

Explique como a férmula de Sherman-Morrison pode ser usada para resolver o sistema linear
(A —uv”)x = b supondo que a fatoragdo LU da matriz A é conhecida.

Exercicio 7. Mostre que as seguintes afirmagdes sdo verdadeiras:

a) A inversa de uma matriz triangular superior (inferior) é uma matriz triangular superior (infe-
rior).

b) O produto de duas matrizes triagular superior (inferior) é uma matriz triangular superior
(inferior).

c) A inversa de uma matriz triangular superior (inferior) com diagonal unitdria é uma matriz
triangular superior (inferior) com diagonal unitdria.

d) O produto de duas matrizes triangular superior (inferior) com diagonal unitdria é uma matriz
triangular superior (inferior) com diagonal unitaria.

Exercicio 8. Mostre que uma matriz A € R™" admite uma fatoragao LU se det(A;) # 0, para

k=1,...,n,onde A; € R*** corresponde ao bloco superior esquerdo da matriz 4, i.e.,
a1 a2 ... Qig
921 A22 ... Q9
Al =
a1 Ao ... Qg

Mostre também que, se a fatoragdo LU existe e A é ndo-singular, entdo a fatoracdo LU é tinica e
det(A) = ugiuss . . . upy,, onde u;; sdo os elementos da diagonal da matriz triangular superior U.



Exercicio 9. Determine o nimero de condi¢do k. (A), com respeito a norma || - ||, da matriz
A =1+ aeel € R™", onde a € R é um escalar grande e, e; e e, representam o primeiro e o
n-ésimo vetor da base canonica, respectivamente.

Exercicio 10. Dada uma matriz arbritdria A, mostre que se x’ Ax = ( para todo x € R", entdo
yT Az + z7 Ay = 0 para todo y, z € R"™.

Exercicio 11. Seja A" € R"*" uma matriz definida positiva particionada da seguinte forma:

, [A B
A_|:BT C:|7

onde A € R™ ™ e as matrizes B e C possuem dimensdes apropriadas. Mostre que a matriz
C — BT A™' B é uma matriz definida positiva.
Dica: Para um vetor x, € R"™™ fixo, determine x; € R™ tal que x’ A'x = x4 (C' — BT A7 B)x,,

onde x* = [xF xT].



