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div(−→q ) +
∂w

∂t
+Ql = 0.
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Ω
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i
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(xi, zi) ∈M
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n
���¯z�z��^�����3�V�d�|Á�3|����¯z��^�¸~��¯�s|3�d�3�²�d��~����b���

tn = n∆t
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w(x, z, tn) =
∑

i

wni Ψi(x, z),
º � ¿
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Ψi(x, z)
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pnj = σj +
G

4π(1− ν)
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m∗j

∫

R∗j

∫

Ω
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∂

∂xl
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)
∂w

∂x
+

∂

∂yl

(
1

r

)
∂w

∂z

]
dxdzdxldzl

= σj +
G

4π(1− ν)

1

m∗j

∑

i

Tijw
n
i ,

Î/â�Ñ

ÈwÖäã�¹gÈ
m∗j =

∫
R∗j
dxdy

È

Tij =
∫

R∗j

∂

∂x

(∫

Ω

1

r

∂Ψi

∂xl
dxl dzl

)
dx dz +

∫

R∗

∂

∂z

(∫

Ω

1

r

∂Ψi

∂yl
dxl dzl

)
dx dz.
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∫

Ω

(
−∇Ψi.−→q + Ψi

∂w(x, z, t)

∂t
+ ΨiQl

)
dxdz +−→q Ψi|∂Ω = 0,

º ×3× ¿
�^� ì@���

∂Ω
¡a|oy{z��3�@~�����z�|��d�b�d�¯��Ð������s���3�b���d~¢|������¯�V|��I¹

ØfÜíz=è�EBÙRå_Ü�
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wni
�
pni
�¯�o�3|����¯z��^�b�d�

w
�
p
���3�����3�@~��¯�

(xi, zi)
�V|Â��|����:|?�d�Y�d������z���~���¤B|��=�� M �1�d�������~¢|��@~��

t = tn
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−
∫

Ω
∇Ψi.−→q n+1dxdy + Ψi

wn+1
i − wni

∆t
+ ϕi

∫ tn+1

tn
Qlidt+−→q Ψi|∂Ω = 0,

º ×)> ¿
�^� ì@���

Ψi =
∫
Ω Ψidxdy

¹
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wn+1 = (wn+1
i )
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pn+1 = (pn+1
i )
��| y{�3z���|

G(wn+1,pn+1) + Fn+1
n = 0.

º × ¼@¿
í �²�µ�¯�b���3���^�@~��^�©�d� G(w,p) = (Gi(w,p))

z��^������~¢|����V| ���¯�s|��d�®���¯���¸~��^z��b�3�

Gi(w,p) = −∆t
∫

Ω
∇Ψi.−→q dxdy + Ψiwi.

º × �c¿
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∆t
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∇p(x, z, tn) =
∑

i

pni∇Ψi(x, z).

í �²���3�b���¯�d�^�@~��®�V| y{�3z��=|��@~�� Fn+1
n

�}��
(
Fn+1
n

)
i

= −ϕiwni + ∆tϕi

∫ tn+1

tn
Qlidt+ ∆t−→q ϕi|∂Ω,
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Ψi

�
Ψj

�:��b���®���@~��^z�|�³3�^� º)�I¹½�¯¹°�:��s���3���������Ç��¡^������|��©���¯�Á������^� ���^���Á�������¯z¬~��^�¢¿µ¹ N[�3za�¯�d~�z��Â��|��d�Vª&�V|�z�|N�Â�=|���� �d�Â�3���^z}|��d�¯zÁ�d�1|����3���§|��b�^�@~��Â�^�@~�z��1|��z��^���}��a�©|®|����^z�~��dz}|®��|�y{z}|_~���z�|dªR���3zÀ���^z°�����3���^z}|��d�3zÀ���R~��^³3z}|��Äªc|���|_~�z���¤²�d�²�d������z���~���¤B|3�^��
T ¡¦�d�¦�=|�z}��~��^z&³3���¯�:|��I¹°x´�o����«¬|dª��´�3|����3zC�V|´|����^z�~��dz}|©���������d��~���z��b���:|3���8���¯�R~��8���dÉV���^�V�µ�§|�Â�^�3��������� �V|1��z��^���}��N�^��~��c�d�3�a�3�a�d�^��|����®���3�@~��3�a�V|Y�s|����:|d¹ x �f�^�@~}|��R~���ª&|�y)|���~¢|��V�d��ÃÒ����d�f���3�@~���ªH�c���¯z�z��������d�=�^|����b�^�@~��f���f³3z}|��Ö�d�b���dÉV��Å��V���§|1�Nì@�:|��,�������b���^z®�d�^����z���¤B|3�d��ª4|�:|�z¬~���z8�d�a����|s���^z�~¢|s�d����~�k��V����|d¹Óh©�^��~¢|by{�3z���|�ª�|b��|_~�z���¤ T �^y§��~����¯|��b�^�R~��Á���b�����^�b�^�@~}|3�V|b¡~¢|��o��¡^�·����|o��|�~�z���¤$�^���:|�z��}|d¹
• �[�^�V�d���^�Ç������~¢|�|sz��^��|��=�����|_~�z�������|��&��� º ×)� ¿¸�o�������d�^���Y��������z���~��1�V|s���^�&�d�o���3������z��3|3�=���^�
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K =

(
Kw Kp
−T I

,

)
.
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[wp] = merge(w,p) = {w1, p1, w2, p2, · · ·}.

= ¨w�¯����~�z��¯�ÌÃÒ���µÃÒ���Á����|���|_~�z���¤ [K]
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[K][wp]
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`m([K])

|
m
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[K]
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× ¹
`m([K])
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m
y§�¯z¸�V|�z +> ¹

`m([K]) = merge(`m(Kw), `m(Kp)) ªd��� m y§�¯z£Ð��b�V|�z^¹
= h8|3���a�����¯��~��3z

[r]
�d�©�d���b�^���}��

2n
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dec([r])
ì@���$z����b�B�R�®���

[r]
|��²���3�b���¯�V���^�@~��^�©���®Ð��V�d�����®�:|�z=¹

�c�^�V�d�®|��������Nª¯�^� �=|3�V|´�:|������$�d���b¡�~����d�?9 	 �²Î@�Pª�y)|�¤µÃÒ���¦�$�=�����������®�d��z��^��Ð��d�d�$�µËd�^���d~¢|��V�d�|��¸���^³3�����R~��^�²�3���^z}|����c���Á¹
× ¹©¨w�¯�����^���^�V�d��Ãê���

wk

ªV�^|���������|_ÃÒ���
pk = T (wk) + Σ

> ¹®h©��ÍV���µÃÒ���
[wp] = merge(wk,pk)

�
[b] = merge(b, 0)¼�¹©¨¦|���������|_ÃÒ���®��z��^��Ð��d���

[r] = [b]− [K][wp]k
�V¹®h©��ÍV���µÃÒ���

rk = dec([r])
¹

×3×



A BDCFE mYrpuwv;s?GLr qsr�s�o�qIHëuw�ZvÊp�s¦n[q r�qIJäs�o%qÁuwvaqIK p�s��Z�6vaqML BON s£pHn4t1p�q

¨w�¯�dy{�¯z��b�o���V�d���=|3�d�1�:|��d�^����z����=��Y�d�1�����d�^���1¼�hÁª\|��d�^���^�V�dÅ��V����|��^�@~�z��o�3�´�¯|����¯z��^�$�d������z��µ~��3�$�V|��z��^���}��b�$�3�²�V|b|����^z�~���z}|��V|oy{z}|_~��dz}| ¡®�V|��V| ���^��| y{Ñ3z��Á���§|

pnj = σj +
G

4π(1− ν)
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m∗j
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Ω
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∂
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∂x
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)
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dxdzdxldzl

= σj +
G

4π(1− ν)
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∑

i

Tijw
n
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�^� ì@���
m∗j =

∫
R∗j
dxdy
ª
σj
�}����¯�£�3|����3z��^�²�V| ��z��^���}��s�d�®���3�dÍV�:|��b�^�@~��b�

Tij =
∫

R∗j

∂Ai(x, y)

∂x
dx dz +

∫

R∗j

∂Bi(x, z)

∂z
dx dz,

º ×)� ¿
���3�

Ai(x, z) =
∫

R∗j

1

r

∂Ψi

∂xl
dxl dzl,

º × �@¿

Bi(x, z) =
∫

R∗j

1

r

∂Ψi

∂zl
dxl dzl.

º ×�� ¿
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Tij
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x
�£�����^³3���V�d�8~��^z��b��:|Á�3|�z��§�^�R�^�

z
¹]h©�^����~¢|��V�d�

R∗j = [u, v]× [s, t]
ªd~��^� ÃÒ���®ì@���

Tij =
∫ t

s
[Ai(v, x)− Ai(u, x)]dx+

∫ v

u
[Bi(x, t)−Bi(x, s)]dx.

h©�^���3�b���:|����d�s���������¯z¬~��®�d�
Ψi(x)

�P�3z
Supp(Ψi)

ªV�µ�¯�������d�^z}|�� ÃÒ���®�d�¯���©�=|����¯�=¹
× ¹
R∗j ∩ Supp(Ψi) = ∅ é x �^��~��Á�=|����Vª:�:����c���¯z�z��a������³3����|�z�����|3�d�Á���b~��^z��b� 1

r
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�£~����V|��w|��°���@~��^³¯z�|����°���c�d�^�����^z°�=|���������|3�V|��À���3z,����|8z��^³¯z�|��d�¸ì@�:|��dz}|_~���z�|8³@|��������§|��:|�����:|��I¹

> ¹
R∗j ∩Sup(pΨi) 6= ∅ é x �^��~��©�=|�����ªc�®~��^z��b� 1

r

�P�c�d�©���^zw������³3���§|�z=¹ í ���d¡^��|®¡©���}|�zwì@�:|3��z}|_~���z}|³@|��������§|��:|N|����^�:|��a�:|1���@~���³¯z�|��,�µË�~��^z��:|�ª[�=|������d�§|��V�d� |1���R~��^³3z}|��,���@~��^z��:|1�µËV|_~¢|��b�^�@~��¯ªH�:|�z}|�=|��V| ���¯�@~��s�d�®ì@�:|_~�z�|�~���z}|�¹
h©�^����z����R��� ÃÒ���3ª:| ���^³3����z=ª��3�²�:|������¯�©| ���^z��^� ���^³3�������¯�²���b�=���������������

Tij
���b�=|����b������³¯�d�§|�z=¹

Kaä~z^ßP3HÜ(ÛQ'2A4ã§ä.E
¨w�¯�d�����d�^z�|_ÃÒ���®��z������^��z���|o���@~��^³3z}|��H�d��~������

∫ t

s
Ai(x, z)dz.

í �²���^��|����¸�}��by§�^��~¢|��²�d�$y{�3z���|�|��:�����3³@|�¹

×)>



h8|3�V| ����|oy§Ñ¯z��o����|��d�®ì@�:|��dz�|�~���z}|
∫ t

s
f(z)dz ≈

∑

P∈S
γPf(P ),

���3�������d�^z}|BÃÒ���a|b|���z��=Ëd����|��=��
∫ t

s
Ai(x, z)dz ≈

∑

P∈S
γPA

i(P ),

�^� ì@���
Ai(P ) =

∫

Sup(Ψi)

1

r

∂Ψi

∂xl
dxl dzl.

x´�����^z¬�¯|BÃÒ���bì@���
r = r(P, P l)) =

√
(x∗ − xl)2 − (z∗ − zl)2 = ||P − P l|| ª6�^�
ì@�d� P = (x∗, z∗)¡���� ���¯�@~��?�d��ì@�:|��dz}|_~���z�|N���3��z��1|N��|_~��^z}|��Ê�d�

R∗
�
P l = (xl, zl)

z��^��z��^���^�R~¢|�� �¯�Á���3�@~��3� �d��������3z�~��a�d�
Ψi
¹

N4�^��|©y§�¯z���|²�����������B|�z,�V|��&y{���V���@�^�,�V|©�:|����¯ª3�´���������¯z¬~��¦�d�
Ψi
¡Êy{�3z��s|3�d�´���¯z&ì@�:|_~�z��´z���~5k���³3�����¯��V|®�s|����:| M ¹,Î,���=|��V|a�����d�^�����^�Êz���~5k���³3�����¯�=ªc���:|��¦�d��z����¯|��V|��¦�V|�z����§|����£���3��z��^��|3�=���|®����|®�V|���3|�z����=�¯�^���o¡��������¯������Õ¯�����U�d��³¯z�|�� × ªCì@���1�d�����^�V�d�Y|����^�:|�����|Â�3�d~�z�|f�¯|�z����^�R�^�I¹ N4�3zÁ�µËd�^�b������ª

∂Ψi
∂xl

¡���� ���¯������Õ¯�����b�d��³3z}|��Y��� �:|Á�3|�z����=�¯�^�
zl
¹+N4�3z�~¢|��@~��Vª����b�=�����������b�d�

Ai(P )
���3�������d��z}|��oÃÒ������@~��^³¯z�|����©�d� ~������

J(1)(P ) =
∫

R

1

r
dxl dzl

º ×R� ¿

J(2)(P ) =
∫

R

zl

r
dxl dzl

º ×w� ¿
���3��z��$�3�©ìR�:|�~�z���z���~�k���³3�����¯� R �V|o��|����:| M ì@���$y{�3z��s|��·�b�������3z�~��®�d� Ψi

¹
�£�=���3z��V|BÃê���Uì@�d�?�K�=|����K�d� ���@~��^z��^�����U|3ì@�d�8¡ �X������³3����|�z^ª²�^� ì@��� �X���¯�@~��

P
����~}�Q��� R ¹¨w�¯�d�����d�^z�|�� ÃÒ���®���c�3z��d���:|3�V|��²���¯��|�z��^�©���3� �3z���³¯��� �^�

P = (x∗, z∗)

{
xl = x∗ + r cos θ
zl = z∗ + r sin θ

.

�c�
P
�^��~¢�Ö�Q���@~��^z����3z1�d� R ª£���^�:|�z�|��oÃê���?|������@~��^³¯z�|������^� º >�> ¿b�Xº > ¼@¿����¯�1ì@�V|�~�z��Q~�z��Þk���³¯�����3�

∆k, k = 1, 2, 3
�

4
ª¦�d��ÍV�����d�¯�������§|����������V|����d�§|�³3�¯�:|����1ìR���N�����^� �Ö���¯�R~��

P
|��3�b�R¡^z¬~������Â�d�z���~�k���³¯�d��� R ¹â¨w�¯���X���V�d���=|��d�X�:| = ��³3��z}| � ª¸�d�^�d�3~}|_ÃÒ��� ���3z

θk
� k���³3�����Xy{�3z���|��d�Q���3z��^��~¢|���d��|�³¯�3�:|����$���3�Æ���^�ÌËd�

z = z∗
¹9NC|�z}|

k = 1, 2
� ¼�~��¯��|BÃÒ���o�����^�@~����d�f|��@~��ÌÃÒ���3z}��z����Y�d�Á~}|��4y{�3z���|ìR���

0 < θ1 < π/2 < θ2 < π < θ3 < 3π/2
¹�NC|�z}|

k = 4
ª:���3�������d��z}|BÃê���®�Ïk���³¯����� −π/2 < θ4 < 0

ª�������^�@~����d�b���3z}��z�����¹TSÊ|����^�Ç|��²���^³3�����@~��^�¸z��^��|3�µ�c�^�=é
tg θ1 = b

a
tg θ2 = − b

α

tg θ3 = β
α

tg θ4 = −β
a

�£�^��~�z�����³3���V���
J(1)(P )

���b�����P�d�3�bÐ������
∆1

ªd�¯�d~�¡^� ÃÒ���
× ¼



∆ 1

∆ 2

∆ 3

∆ 4

θ 3

θ1

θ
4

θ 2

P

b

β

α a
µ�¶¸·�¹gº#»}âg½VU-Èw·�¶#W�ÈwÂ�ÃÈB¶¸Æ�Ç�Èw·�º#»�Ø)Ù:É@ÆgÉ@Èw¿¸ÈwÖÚÈwÆ�Ç�É@º�È%Ç5»ÀÆ·�¹g¿Þ»:º R ïèÎ

P = (x∗, y∗)
ßBÉ@Ü{É�Æ�Ç�É�ÃÈ

ã�¹.»�Ãº#»:Ç�¹gº5»ÊÃ~»Õ¿Þ»:Ç�Èwº5»:¿ZÃÈ
R∗

Ñ

J(1,1) =
∫

∆1

1

r
dx dz =

∫ θ1

θ4

∫ r(θ)

0

1

r
rdrdθ =

∫ θ1

θ4
r(θ)dθ,

ÈwÖäã�¹gÈ
r(θ)

ß9ÉÊº5»:¶ÄÉÊÖéç�ÛF¶ÄÖÊÉÚÈwÖäË)»ÀÃ~»ÊÃ¶¸º�È)Ø)Ù:É
θ
ï@XjÖ

∆1 Ô
Ç�ÈwÖ�à6Â�È�ã�¹gÈ

r(θ) =
a

cos θY É�ÆÂ#È)ã�¹gÈwÆ�Ç#È%ÖÚÈwÆ�Ç#È
Ô

J(1,1) = a
∫ θ1

θ4

dθ

cos θ
.

ö�Èw¿Þ»ÀÂ-Ç#ß)Ë%Æg¶ÄË)»:Â®¹gÂ�¹.»À¶¸Â´ÃFÈ9¶ÄÆ�Ç�Èw·�º5»ÀØ)ÙÀÉ
Ô
º�ÈwÂ�¹g¿ÌÇ�»�ã�¹gÈ

∫ θ1

θ4

dθ

cos θ
= ln |sec θ + tg θ|]θ1θ4

=

{
ln

∣∣∣∣∣
1

cos θ1

+
b

a

∣∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣∣

1

cos θ4

− β

a

∣∣∣∣∣

}
.

ZaÈ%Í�»:Æ~ÃÉÚÈwÖ Ë%É�ÆgÂ�¶ÄÃÈwº5»ÀØ)ÙÀÉ�ã�¹gÈ

cos θ1 =
a√

a2 + b2
cos θ4 =

a√
a2 + β2

,

Ë%É�Æ~Ë%¿¸¹g¶ à6Â#È�ã�¹gÈ

J(1,1) = a

{
ln

∣∣∣∣∣

√
a2 + b2 + b√
a2 + β2 − β

∣∣∣∣∣

}
.

Î\[Àê�Ñ

Ð%¼



í �:�����3³R|��b���@~��¯ª��:|�z}| k = 2, 3
�

4

J(1,k) =
∫

∆k

1

r
dx dz =

∫ θk

θk−1

r(θ)dθ,

�^� ì@���

r(θ) =





b
sin θ

k = 2

− α
cos θ

k = 3

− β
sin θ

k = 4.
N[�¯z¬~¢|��@~���ª������3|��V�d�b�^�����3�������d�^z}|��=��sì@���

∫ θ2

θ1

dθ

sin θ
= ln |cossec θ − cotg θ|]θ2θ1

=
{
ln

∣∣∣∣
1

sin θ2

+
α

b

∣∣∣∣− ln
∣∣∣∣

1

sin θ1

− a

b

∣∣∣∣
}
,

�®ìR���
sin θ1 =

b√
a2 + b2

sin θ2 =
b√

α2 + b2
,

���3�V�������ÌÃÒ���®ì@���
J(1,2) = b

{
ln

∣∣∣∣∣

√
b2 + α2 + α√
b2 + a2 − a

∣∣∣∣∣

}
.

x´�����^z¬�¯|BÃÒ���oì@���a�^��~¢|by{Ñ3z��o�d�§|b���c�d�Á����z´�3�d~����V|s�d��z���~¢|��b�^�@~��o�V|by§Ñ¯z��o����|�|��@~��^z����3z=ª��:|���~¢|��V�d���^�
J(1,1)

y)|�¤^�^z®|��$��������~���~��������@�^�
a = b, b = α, β = a

¹]�c��³¯�����V�d�Y�1�b�^���b�1��z��c���=�d���b�^�@~��Vª\�:|�z}|���=�������������d�
J(1,3)

¡$���dÍ:�µ���^�R~��®y(|�¤^��z¸�^� º >À� ¿£|��¸��������~���~��������@�^�
a = α, b = β, β = b

�:|�z}|o�¯�d~��^z

J(1,3) =
∫

∆3

1

r
dx d x = α

{
ln

∣∣∣∣∣

√
α2 + β2 + β√
α2 + b2 − b

∣∣∣∣∣

}
.

N[�¯z^7���~����b��ª�y)|�¤^�^�V�d��|��¸��������~���~��������@�^�
a = β, b = a, β = α

ª����3�V�����d��ÃÒ���aì@���

J(1,4) =
∫

∆4

1

r
dx d x = β

{
ln

∣∣∣∣∣

√
β2 + a2 + a√
β2 + α2 − α

∣∣∣∣∣

}
.

º >�× ¿
ÎC� z����������Vª

J(1)(P ) = J(1,1) + J(1,2) + J(1,3) + J(1,4)

= a

{
ln

∣∣∣∣∣

√
a2 + b2 + b√
a2 + β2 − β

∣∣∣∣∣

}

+ b

{
ln

∣∣∣∣∣

√
b2 + α2 + α√
b2 + a2 − a

∣∣∣∣∣

}

+ α

{
ln

∣∣∣∣∣

√
α2 + β2 + β√
α2 + b2 − b

∣∣∣∣∣

}

+ β

{
ln

∣∣∣∣∣

√
β2 + a2 + a√
β2 + α2 − α

∣∣∣∣∣

}
.

º >�> ¿
×)�



_`4�z^ÙFE)�dä:Ý3ÞVß[ébaQ�>c>�edgfh�i��jk�ldkm<�
P

�nj5o��qpsrutv�loqw\xR�Ffh��xy�z�{m<�eon�lr�x|f0�}o��qm�~ld��{����� R ��� dg���n��x�x��lo�r\�����d(x�r\f0��o��lo.�R�lo�t]������xF��x�x�rud�m<�{m2r\����xb���lo�o���x�jk�ldgf0��d�m<��x����^�loF��p8�et�jg��� � x��2��� P �8t�jk��d�m<�}x��0�eon�F�
�z�{m<�eon�s���iflruon�er2m<� � f0�ym<�s�"�q�loetv���e�k� a = 0 � θ1 = π/2

�
θ4 = −π/2 � �^�loem<�ld�m�� � m<�et]w\x��}�e�k�

J(1,1) = 0 � J(1,3) � ����f0��t���x�tv���q�lo�t����

J(1,2) = b ln

∣∣∣∣∣

√
b2 + α2 + α

b

∣∣∣∣∣

J(1,4) = β ln

∣∣∣∣∣
β√

β2 + α2 − α

∣∣∣∣∣ .

x �b�=|����s�V| ���@~��^³¯z�|��
J(2)(P )

ª�~��^� ÃÒ���®ìR���
J(2)(P ) =

∫

R

y

r
dx dz

=
∫ 2π

0

∫ r(θ)

0

y∗ + r sin θ

r
rdrdθ

= y∗J(1)(P ) +
1

2

∫ 2π

0
sin θ r(θ)2dθ.

x �B�3|��b�^�@~��3ªR�����P�d�������d�µÃÒ���´|8���^³3���V�V|8���@~��^³3z}|��V�d�$��|3�d�®�d��z��^��~��a�V|8�=ì@�:|��=��Á|�������|8�:|��°������ÃÒz��^³¯���@�^�
∆k

¹]N&|�z}|
θ4 ≤ θ ≤ θ1

~��^�oÃê���$ì@���
∫ θ1

θ4
sin θ r(θ)2dθ = a2

∫ θ1

θ4

sin θ

cos2 θ
dθ

= −a2
∫ cos θ1

cos θ4

1

u2
du

= a2
{

1

cos θ1

− 1

cos θ4

}

= a
{√

a2 + b2 −
√
a2 + β2

}

x |o���^³¯�d�V�V| z��^³3�����~��^� ÃÒ���®ì@���
∫ θ2

θ1
sin θ r(θ)2dθ = b2

∫ θ2

θ1

1

sin θ
dθ

= b2

{
ln

∣∣∣∣∣

√
b2 + α2 + α√
b2 + a2 − a

∣∣∣∣∣

}

NCz��c���=�d���b�^�@~��3�´|��:�����3³3�¯�©���3�V�d��¤^�^�Ç¶��¸y{Ñ3z��Á���§|��
∫ θ3

θ2
sin θ r(θ)2dθ = α2

∫ θ3

θ2

sin θ

cos2 θ
dθ

= α
{√

α2 + b2 −
√
α2 + β2

}

∫ θ4

θ3
sin θ r(θ)2dθ = β2

∫ θ4

θ3

1

sin θ
dθ

= β2

{
ln

∣∣∣∣∣

√
a2 + β2 − a√
α2 + β2 + α

∣∣∣∣∣

}

× �



N4�3z�~}|��@~��Vª����3�V��������ÃÒ���aì@�d�
J(2)(P ) = y∗J(1)(P )

+
1

2

{
a
[√

a2 + b2 −
√
a2 + β2

]

+ b2 l

∣∣∣∣∣

√
b2 + α2 + α√
b2 + a2 − a

∣∣∣∣∣

+ α
[√

α2 + b2 −
√
α2 + β2

]

+ β2 ln

∣∣∣∣∣

√
a2 + β2 − a√
α2 + β2 + α

∣∣∣∣∣

} º > ¼@¿

�Q!#�"!� ��EBä:Û�zBã§ä:Ý3ÞVß�ÙB|&z=è¯ä:ã§ß�Û6ä�æ.Ù�Û�å=ß
x �3��«ê��~����R�b|�³¯�3z}|Á¡8�^��~¢|����^���=���^z£y§Ñ¯z��o����|��£�d�����¯�d�µËV�� �^�@~�z��8�3�¦�3|����3z����¸�d�

Tij
ì@�:|��V�d���d��y{�^z��^�@~��^��s|����:|��¦�}��Á³3�^z}|��V|��=ªd|a�:|�z�~���zÊ�V|a��|����V|Á�d�´z���y{�^z�Å^�����§|�ª����3zÊ�3�P��z}|����c�^�¦�����:|����¦�d�´�^���=|����3�:|����^�@~���¹Î,����z����b�^��z�� ���d³@|�z=ª,���¯�������d�^z}|BÃÒ���f|Âì@���^��~¢��?�d��z��^��|3�����3�:|�zo�3�Á�¯|����¯z��^�

Tij
ª°|������c����|3�d�3�����¯��

i
ÃÒ¡^�����b�����3�@~��1�V|b��|����:|�ª��d�o���@�¯z��d�^�:|3��|��

(m∆x, n∆z)
ªP���3���3�´�3|����3z��^�

T0`

�d�3�8���c��Í:�����^�R~��^�|�����������|3���¯�8|��s���3�@~��s�d�®z��^y§�^z�Å^�V����|
(0, 0)
¹;N,z����b�^��z���ª��¯�����^z¬�¯|BÃÒ���ÁìR���Á|��²y{���V�µ�c�^�´��|��:|����a�d�a�����µÃ���^�@~��3�CÍV����~��3�

Ψi(x
l, zl)
�}��a|��C~�z}|�������|3�V|��V|��À�V|8y{�����=����:�������=|��d�£z��^y§�^z�Å^�V����|

Ψ0

¹jNCz��=�����}|��b�^�@~��3ª
Ψi(x

l, zl) = Ψ0(xl, zl),

�^� ì@���®���3�������d�^z�|_ÃÒ���Á|o�o�V�V|��V�=|����®���c�3z��d�^�:|��V|��
xl = xl −m∆x, zl = zl − n∆z.

í �d�3~}|��V�d���^��~��$���B�R��������~�����|��d�®���@�3z��d�^�:|��V|��©�:|��²�^ì@�:|3�µ�c�^�Áº × �R¿Ê�sº ×�� ¿µª��$�3�����^z��3|��V�d�sì@���
r =

√
(x− xl)2 + (z − zl)2 =

√
((x−m∆x)− xl)2 + ((z − n∆z)− zl)2,

z��^������~}|�ì@���
Ai(x, z) = A0(x−m∆x, z − n∆z)

Bi(x, z) = B0(x−m∆x, z − n∆z).

N[�¯z¬~¢|��@~���ª6�����d��~���~��������d�N�^���}|��$�µËd��z��^�����@�^�a�^� º ×�� ¿µª6�b�������¯���d�Âì@���
R∗j
¡b�fz���~�k���³¯�����Â�µ�^�@~�z�|3�d����

j
ÃÒ¡^�����b�����¯�R~��s�d�®���@�3z��d�^�:|��V|��

(p∆x, q∆z)
ª����¯�V�µ�����ÌÃÒ���aì@���

Tij = T0`

�^� ì@���
`
¡$�bÐ��V�d�����a���3z�z��^�����¯�V�d���@~��Á|��b���3�@~��s�d�®���c�3z��d�^�:|��V|��

((p−m)∆x, (q − n)∆z)
¹

¨Ê�3�����=�����d�3�¦�¯�w�3|����3z����
Tij
|��������µ�§|��d�3�¸|®����|a���^z�~}|®��|����:| M ª����¯���^���:|��=|��b�^�@~��3� ∆x

�
∆z
ª¡��d�8���@~��^z��^�����8�}|�����z£z��^�§|������¯�:�BÃÒ���¯�²|��3�¦�3|����3z��^�

T λij
���3z�z��������3�V�d�^�@~��^�²¶Á��|����:|az��µÃÒ�^���=|����3�:|��V| Mλ

ª���3���^���:|��=|��b�^�@~��¯�
∆x/λ

�
∆z/λ

¹ �H�^�V�d�Y�^��������~¢|��a|�����z��3��z����=�V|��d�^�®�d�o~�z�|��d����|��=��f���^�}�µz���~¢|��|��@~��^z����¯z��b�^�@~��¯ª�¡$���dÍ:�����^�@~��®���3�����=���^z£~¢|����²z��^�§|����@�^�²���s�=|����s�d�b���3�@~��s�d�$z��^y§�^z�Å^�V����|
(0, 0)
¹

×��



�d|����µÃÒ���®ì@���
Ψλ

0(xl, zl) = Ψ0(λxl, λzl).
N[�¯z¬~¢|��@~��

∂Ψλ
0

∂xl
(xl, zl) = λ

∂Ψ0

∂xl
(λxl, λzl).x´�����^z¬�¯|BÃÒ����~¢|��o��¡^��ìR���

r =
√

(x− xl)2 + (z − zl)2 =
1

λ

√
(λx− λxl)2 + (λz − λzl)2.

ÎC���}|��¸�µËd��z��^�����@�^�©���3�V�d��¤^�^�Ç|�ìR���
Aλ0(x, z) =

∫

suppΨλ0

1

r

∂Ψλ
0

∂xl
dxl dzl

= λ2
∫

suppΨλ0

∂Ψ0

∂xl
(λxl, λzl)

√
(λx− λxl)2 + (λz − λzl)2

dxl dzl

=
∫

suppΨ0

∂Ψ0

∂xl
(xl, zl)

√
(λx− xl)2 + (λz − zl)2

dxl dzl

= A0(λx, λz).

í �:|����3³R|��b���@~��¯ª[~��^� ÃÒ����ì@��� Bλ
0 (x, z) = B0(λx, λz)

¹f¨w�3�����^ì@���^�@~��^�b�^�@~��¯ª4���
Rλ∗
`

¡s��� z��µÃ~5k���³3�����Q�V|.��|����V|Ö�d�:|�� Mλ∗ ª¦���^�@~�z}|��d���������3�@~����d�Â���c�3z��d���:|3�V|�� (p∆x/λ, q∆z/λ)
ªw~��^� ÃÒ���ìR���

T λ0,` =
∫

Rλ∗
l

∂Aλ0
∂x

(x, z)dx dz +
∫

Rλ∗
l

∂Bλ
0

∂z
(x, z)dx dz

= λ
∫

Rλ∗
l

∂A0

∂x
(λx, λz)dx dz + λ

∫

Rλ∗
l

∂B0

∂z
(λx, λz)dx dz

=
1

λ

∫

R∗j

∂A0

∂x
(x, z)dx dz +

∫

R∗j

∂B0

∂z
(x, z)dxdz

=
1

λ
T0,j

�^� ì@���
j
¡$�bÐ��V�d�����Á|������c����|3�d��|��b���3�@~��

(p∆x, q∆z)
�V|o��|����:| M ¹
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» × ¾��a¹+ho¹�¹°¥w���I¹ í �e���@~��^³¯z�|��£�=ì@�V|�~����3�e�b��~��d���Ky{�¯z����3�������d³.~����f��z��¯�����^� �¯y8|?����|����N��z}|��}ÓQ�3y|�z�����~�z�|�z"�1���:|����¯¹� ��¢¡V����£(�¢�@£¥¤�x��Q¦"�{�§r\f�xµª >�� é >��>¨ ¼ � ª ×w����� ¹
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® ����£¥dg�{���n�{¤3ªd�:|�³¯�^� � ¼ �R¨F� � � ª5�c�^�d~��^�Á���^z ×w� � × ¹
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