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SôniaMariaGomes

IMECC-UNICAMP

ERMAC, PortoAlegre,20-21/junho/2002– p.1/86



Sumário

Introdução� Codificaçãopor transformadas:princípiosbásicos,breve

históricossobreFT e WT

AnálisedeFourier� Aspectosprincipais,DFT, FFT, DCT, Teoremasdede

ConvoluçãoeFiltros.

AnáliseWavelet� WaveletsOrtogonaisdeDaubechies,DWT (bancode

filtros), compressãodedados

ERMAC, PortoAlegre,20-21/junho/2002– p.2/86



Introdução

ERMAC, PortoAlegre,20-21/junho/2002– p.3/86



CodificaçãodeSinais

� Princı́pio básicoÉ comoreduzirum litro deleitea

algumasgramasdeleiteempó. O sabordabebida

restauradaéparecidocomo sabordeleite,masalgumas

sutilezassãoperdidas.� Objetivo Dadaumataxadecompressão,comprimiro sinal

como mínimodedistorção.� Principais aplicaçõesArmazenamentoe transmissãode

dados.
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CodificaçãoporTransformadas
EtapasBásicas� TransformaçãoO objetivo éeliminara redundâncias

(correlações)existentesnosinal.� Quantizaçãoe Alocação deBits Substitui-secada

coeficienteobtidonatransformaçãoporumavariável

quantizada,quetomavaloresnumconjuntofinito de

númerosreais.Oscoeficentesquantizadossãocodificados

comumnúmerofinito debits,damaneiramaiseficiente

possível, deformaa minimizara taxadedistorção.� CodificaçãoOrdenam-seosdadosdemaneiraadequada

parao armazenamentooua transmissão.
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Transformadas
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f T(f)T
sinal sinal

transformado

Casosdeinteresse:� TransformadadeFourier� Transformadawavelet
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JPEG(DCT) JPEG2000(DWT)

�� �

(Taxadecompressão � � �� � �

)

JPEG(JointPhotographicExpertsGroup)
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AnálisedeFourier
AspectoDiscreto
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AnáliseWavelet
AspectoDiscreto

�� � � �� � � � � � � � � ���
AspectoFuncional

�� � �
	

�	  � � � ! " �

� 	
�	 � ! " � �

#%$ �
� #	  � # ! " �
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Semelhanças:� Sinais são analisadosporexpansõesemtermos
defunçõesbásicas.� Algoritmosrápidos

Diferenças:� Fourier: localizaçãonodomíniodasfreqüêcias.� Wavelet: duplalocalização(domíniodas
freqüênciasedomíniotemporal).
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Características Fourier Wavelets

base � & 	'  � �)( ! " �

ortogonalidade sim sim
completude sim sim

autofunçõesimportantes sim não
algoritmosrápidos sim sim

localização

* ( + *
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Histórico
AnálisedeFourier

1810JosephFourier

1965Cooley eTuckey (FFT)

AnáliseWavelet

1984Morlet eGrossmann

Meyer, Mallat, Daubechies,etc..
...
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Fourier
(Parte1)
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OndasSonoras 3D

Dó central

* � � �3

Hz (

456
ciclospor segundo)

7

som

� 3 89

m/s

: � 7
som* � � � 3

m

Percepçãodoouvidohumano:

� 9
Hz

* � 9 9 9 9

Hz
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OndasdeLuz

Luz visível

* � � + � 9 � ;
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(
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SériedeFourier( �

éum sinal

� K–periódicodeenergiafinita

( � �
L

	 $M L

 	 � � 	'

� Superposiçãodeondaspuras � � 	'

período:

� K
freqüência:

"
(emcadaperíodoocorrem

"

ciclos)

amplitude:
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� Ortogonalidade

N
M N � � 2 ' �M �PO ' �( � 9

se Q � R�� K se Q � R�

� CoeficientesdeFourier


 	 � �
� K

N
M N

( � �M � 	' �( �

� TransformadadeFourier
 �  
TS 	 �
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IdentidadedeParserval:

N
M N

U ( �V / �( � � K L
	 $M L

W 
 	 W / �

Energia totaldosinal= asuperposiçãodas
contribuiçõesindividuaisdeenergiaemcadanível de

freqüência

BasedeFourier:� � � 	' � "PX �
sistemaortogonalcompleto.
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Integral deFourier( �

sinalnãoperiódicodeenergiafinita

( � � �
� K

L
M L


  * � � � Y' �

� TransformadadeFourier:





  * � � L
M L

( � �M � Y' �(

� FórmuladePlancherel:

� K L
M L

U ( � V / �( � L
M L

U 
  * � V / � *�
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O mundodiscreto– DFTS

- sinaldiscreto -periódico

� TransformadadeFourierdiscreta(DFT)

S ZS �

� CoeficientesdeFourierdiscretos

Z 	 � � � M �
2 $ � 2 � [ \^] _`bac
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FormamatricialdaDFT

ZS � � � S �
Matriz deFourierdeordemN: �

-ésimaraiz daunidade: d � � � e � / N fg �

� � d 2h� � d / 2� � � � � � d 2 e � M � f� Q–ésimalinhade �
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OrtogonalidadediscretadabasedeFourier

� M �
	 $ �

� \^] _`ba c � [ \^i _`bac � 9
se Q � R�

se Q � R�

� � � j k

IDFT
S � � ZS �
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Aplicaçãoda DFT
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ProdutosdeConvolução

U jr V ( � � L
M L

�s �r ( ! s � �s

U jr V ( � � N
M N

s �r ( ! s � �s (periódicos)

U S jt V 2 �
L

O $M L O r 2 M O

U S jt V 2 �
� M �

O $ � O r 2 M O (periódicos)
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TeoremadeConvolução

SinaisContínuos: d ( � � U jr V ( �
nãoperiódicos

� K-periódicos
 d  * � � 
  * � 
r  * � 
 d 	 � 
 	 
r 	

SinaisDiscretos: u � S j v

nãoperiódicos -periódicos * � �  * �  * � Z d 	 � Z 	 Zxw 	

y z o { = |
}�~D |

� }�D � }� @
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Filtr os
(a)
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Filtr o passabaixa

 K � � 9

,

 * � � �

para

* � 9

.

Naconvolução u � v j S

:� freqüênciasbaixassãopreservadas,

W Z d 	 W � Z 	

� freqüênciasaltassãoatenuadas
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Exemplo:

 * � � �
� � � � � Y� � � � �` ��� *
� �

� Coeficientesde

v

:

w � � w M � � � � � � w 	 � 9 � " � 9

e

" � ! �

� u éa médiaentreo sinal

S

esuatranslação

�M � S

,
istoé,

d 	 � �
� 	 �
� 	� � �
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Seo sinalfor suave, detal formaque

S
sejaparecido

comsuaversãotranslada

�M � S

, entãoo resultadoda
convoluçãonãodiferemuito dosinaloriginal.

freqüênciasbaixassãopreservadas

No entanto,estenãoéo casoquandoo sinal

S

for
muitooscilante. Porexemplo,seo sinalfor detal
formaque 	 sejaiguala ! 	� � , entãoo resultadoda
convolução u � S j v

énulo.

freqüênciasaltassãoatenuadas
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Filtr o passaalta

 9 � � 9

e

 * � � �

, para

* � K
Naconvolução u � t j S

:

� freqüênciasaltassãopreservadas� freqüênciasbaixassãoatenuadas
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Exemplo1:

 * � � ! � � � �` � ��� *
� �

� Coeficientesdet :

r � � !r M � � �
� � r 	 � 9 � " � 9

e

" � ! �

�

d 	 � �
� 	 ! �
� 	� � � u � S ! �M � S �
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Exemplo2:
Filtro passa-baixa:

w  " � � 9 � " ! � �w  ! 8 � � 3 � � � ��w  ! 3 � � ! 3 � � � ��w  ! � � � ! � � � � � ��w  ! � � � � � � � � ��w  9 � � � �� � � � ��w  " � � w  � ! " � � " � 9 �

Filtro passa-alta:
W  * � W � W  * K � W
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Sinal
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(a)Convolução u � S j v

:

Em u permaneceapenasacomponentedefreqüência
baixa,umavezqueo filtro anulaacomponentede
altafreqüência.

(b) Convolução u � S jt :

u só contéma componentede alta freqüência,tendo

emvistaqueofiltro
 * �

cancelaasfreqüênciasbaixas

de

S

.
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FFT - Cooley eTuckey (1965)

� DFT: Esforçocomputacional

� z l � {

� FFT: Esforçocomputacional

� z l ���� � z l { {

Algoritmo baseadoemumafatoraçãodamatrizdeFourierem

termosdematrizesesparsas
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Exemplo
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DCT

� ª = z« }{

- sinaldiscretodefinidopara
?¬ ¯® l

� O sinaléextendidoporsimetria� A expansãodeFourierdosinalextendidopodeserexpressa

porbasedecossenos

DFT em2D

� A análisedeFourierseestendea2D deformadireta

°« z o I q o � { = |
D |
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JPEG eCodificaçãocomDCT

� Imagensde

l �

pixelssãodivididasem

l �¿ 5 H
blocosdemÁÀ m

pixels.Cadablocoé transformadocomFDCT-2D

(fastdiscretecosinetransform)� Usualmente,JPEGéusadocomtaxasmédiasÂÄÃ Å ? @ BÇÆ C È

bits/pixel; De
?A@ J BÇÆ C

bits/pixel, a qualidade

éexcelente;� Comtaxasde

?A@ 4 BÆ ? @ B
bits/pixel, a qualidadeé

moderada.Abaixodestenível, efeitosvisuais

quadriculadosapareceme torna-seimpraticável.
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Wavelets
(Parte2)
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CodificaçãoporTransformadas
EtapasBásicas

Quantizador Codificador

comprimidos

originais
Dados

Dados

Transformada

pre-processamento
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JPEG(DCT) JPEG2000(DWT)

ëì í

(Taxadecompressão î í íï ð í

)

JPEG(JointPhotographicExpertsGroup)
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SériedeWavelets

ñóò ô î
õ

öø÷ ù õ
õ

ú÷ ù õ
û ö ú ö ú ñóò ôü

Funçõesbásicas:wavelets

ö ú ñóò ô î ñ ý ö ò þ ÿ ô

Existemváriasfamílias,dependendodaescolhada
waveletmãe

ñóò ô
.û ö ú þ coeficienteswavelets.
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Exemplo: WaveletdeHaar
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 Sistemaortogonal

�
� � � �� ��� � � � � �� �� � � �� � �

�
�

�
se
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ou

� ! � �

� �� se
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� � �$#

 Coeficienteswavelet

û ö ú î ý ö õ
ù õ

ñóò ô ñ ý ö ò þ ÿ ô ûò ì
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TransformadadeFourierdasWaveletsdeHaar
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Transformada wavelet

3 î ñ û ö ú ô

 IdentidadedeParserval
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õ
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Wavelets:Características Localizaç̃ao temporal Localizaç̃ao freq̈uencial

û ö ú medidadoconteúdofrequëncialde associadoàs

freqüências

&

queocorremnosuportede

ö ú ñóò ô

.

Resoluçõesinversamenteproporcionais

ö ò 6 ö & î constante
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DWT e IDWT

= >@? öA 
CB D EF
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 	 �N O
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Algoritmos
Análiseoudecomposição:

> öA 
 ñ > öü û ö ô

> öú î U
ý

V > öA 
� ú > öA 
� úA 
 W

û ö ú X U
ý

V > öA 
� ú þ > öA 
� úA 
 WY

Sínteseou reconstrução:
ñ > öü û ö ô > öA 


> öA 
� ú X ( > öú û ö ú -

> öA 
� úA 
 X ( > öú þ û ö ú -Y
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Forma de convolução

Análise

û ö ú X ( >Z? öA 
\[ ] ^ - � ú > öú X ( >Z? öA 
\[ _ ^ - � úü

Síntese

> öA 
ú X ý
M

> öM ` ú ù � M M
> öM a ú ù � M ü
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Filtr os
Osfiltros deanáliseedesíntesesãoconjugados

^ ñ& b X ñ& b

e

^ ñ& b X ñ& bY

` ú X ` ^ ù úü a ú X a ^ ù úY

c d � � � �
�efegefegegefege

egefeIegefegefeg�
1 2 � � �

� 1 2 � � � R

�
demaiscasosh
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Bancode Filtr os

j  Q R
k

k
l k � m k j  
k � n k o

l k � m k  k � n k o
k p j  Q R

� m
downsampling

� n

upsampling

ERMAC, PortoAlegre,20-21/junho/2002– p.60/86



WaveletsOrtogonaisdeDaubechies
Principaisingredientes:

(a)Filtro passabaixa

ñ& b

Condiçãodeortogonalidade

4 ñ& b 4 � 4 ñ& q b 4 � X U r&

(b) Filtro passaalta
ñ& b

ñ& b X ) s * t ñ& q bY

Emtermosdeseuscoeficientes: a M X ñ þ U b M ` 
 s M
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FiltrosortogonaisdeDaubechies

4 u ñ& b 4 � X � u ñ& b
Filtrosdeinterpolação: v ñ& b

, � � w

v ñ& b X ñyx z{ &
| b v u s 


}~ �

� U �
� ñ { ��� & ��| b � }

(associadosainterpolaçãopolinomialdeLagrangedegrau � R

)
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CoeficientesdosFiltr os

� ~ 2 � ~ � � ~ �

k

� �� � � �� � � �� �

0 0.341506350946110 0.235233603892082 0.162901714025649

1 0.591506350946109 0.570558457915722 0.505472857545914

2 0.158493649053890 0.325182500263116 0.446100069123380

3 -0.0915063509461096 -0.0954672077841637 -0.0197875131178224

4 -0.0604161041551981 -0.132253583684520

5 0.0249073356548795 0.0218081502370886

6 0.0232518005354909

7 -0.00749349466518071
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DWT e IDWT
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� �� � � funçãowaveletmãe
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LocalizaçãoTempo–freqüência

∆ x
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j = 0 j > 0j < 0
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Propriedades
Relaçõesdeescala

� �� � � � � i� � �� � � � � #

� �� � � � � c� � �� � � � �

Relaçõesdeortogonalidade

¦§ � �� � � � � �� � ¨ � � ©«ª � ¬ #

¦ § � �� � � � � �� � ¨ � � ©«ª � ¬ #

¦§ � �� � � � � �� � ¨ � � �«#
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SuavidadeeSuporte: A suavidadeeo suportedas
waveletsdeDaubechiesaumentamcomo parâmetro

.

CancelamentodePolinômios: As waveletsde
Daubechiespossuem momentosnulos, i.e,
cancelamospolinômiosdegrau � U

.

(

w

éordemcomqueo filtro passabaixa

 � 0 �

seanulaem ®, que

é igualaordemcomquē
� 0 � � ° �± ²  � 0 Q ® � seanulaemzero.

O númerodemomentosnulosé tambémigualàordemcomque
a transformadadeFourier

/ � � 0 �

seanulanaorigem.)
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CaracterizaçãodeRegularidadelocal:ñ4 � �³ 4 b

estáassociadaaograudesuavidadede no

suportede

�³ , eaonúmerodemomentosnulosde .

(Seja ´ Q R

o númerodemomentosnulosde

�
. Se

µ

for uma

funçãocomderivada

µ �·¶ �

contínuanosupportede

� �� ,�¸ ¹ ¸ ´ Q R

, entãoo coeficientewavelet

º »� ¼ ½ µ¿¾ À »� Á

satisfaz

aestimativa

Â º »� Â ¸ ÃÄ Å » � ¶ Æ Ç ÈÉ � Ê µ �·¶ � ÊË

Ã

– constantequedependede

À

e

Ê µ �·¶ � Ê Ë éanormadomáximo

de

µ �·¶ �
nosuportede

À »� .)
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Exemplo

Ì � �³ sãopequenosemregiõesdesuavidade

Ì � �³ sãograndesemregiõescomsingularidade

Função
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Localizaçãodoscoeficienteswaveletssignificativos.
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WaveletsBiortogonais

Filtrospassabaixa

ÔÕ b

e

Ö ÔÕ b
CondiçãodeBiortogonalidade

ÔÕ b Ö ÔÕ b ÔÕ q b Ö ÔÕ q b × Ø rÕ

Ì As funçõesdeescalonamento

� d ÙÛÚ Ü Ý Þ

sãoortogonaisàs

wavelets

À ÙÛÚ Ü Ý Þ
; As funçõesdeescalonamento

� ÙÛÚ Ü Ý Þ

sãoortogonaisàswavelets

Àß ÙÛÚ Ü Ý Þ

;Ì É possível ter simetria;Ì Noscontornos,pode-seusarextensãosimétrica;
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ProcessamentodeImagensÌ Imagem matriz2D

à@á �â ã × Ô �â ã³åä æ ç

Ì OsalgoritmosdeanáliseesíntesedaWT 2D
possuemumaestruturadebancosdefiltros
similar aocaso1D.Ì As convoluções, downsamplingeupsamplingsão
efetuadasnaslinhasecolunasdessamatriz.Ì Em2D existem3 tiposdecoeficienteswavelets.
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DWT 2D
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IDWT 2D
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2D-DWT
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(a)PSNR � �� � ¡

(b) PSNR � �¢ � ¡

34KB Taxadecompressão £ ¤¥ ¦ §

(a) JPEG (b) JPEG2000
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(a)PSNR � �¨

(b) PSNR � � �� �

12KB Taxadecompressão £ ©¥ ¦ §

(a) JPEG (b) JPEG2000
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(a)PSNR � ¡ � � ª

(b) PSNR � �« � ¨

8 KB Taxadecompressão £ § ¥ ¥ ¦ §

(a) JPEG (b) JPEG2000
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Conclusões
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CodificaçãoporTransformadas

¬ JPEG- DCT

Vantagens: baixacomplexidade,robusto,eficiêntea taxas

moderadasdecompressão

Desvantagens: resoluçãoúnica,poucaflexibilidade,efeitos

quadriculados,etc

¬ JPEG2000- DWT

VantagensEficientemesmoemaltastaxasdecompressão,

multirresolução,permitequalidadeprogressiva,etc.

¬ Imagensmaisirregulares,impressõesdigitais,comtexturas

altamenteoscilantes: outrasbasessãomaisapropriadas

(waveletpackets,local cosines)
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