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5.4.2 Convergência quadrática de Newton . . . . . . . . . . 84

5.4.3 Convergência dos métodos quase-Newton . . . . . . . 86

5.4.4 Convergência dos Newton inexatos . . . . . . . . . . . 91

3



4 CONTEÚDO
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Caṕıtulo 1

Introdução

A otimização envolve problemas matemáticos com muitas aplicações no
“mundo real”. A formulação clássica consiste em encontrar os mı́nimos ou
máximos de uma função de várias variáveis, com valores dentro de uma de-
terminada região do espaço multi-dimensional. Os responsáveis pela tomada
de decisões nos mais variados campos da atividade humana defrontam-se, co-
tidianamente, com esse tipo de necessidade. Às vezes, a ı́ndole do problema,
a demanda de resultados precisos, ou a própria curiosidade, leva a formalizar
variáveis, restrições e objetivos, de maneira que a natureza matemática do
problema emerge. Esse é o processo de modelagem, que descobre isomorfis-
mos entre a realidade emṕırica e o idealismo dos objetos matemáticos. No
entanto, a correspondência entre experiência e modelo formal está longe de
ser perfeita: a tradução está sujeita a erros, simplificações e falhas de comu-
nicação. Notavelmente, a problemática de adequar um modelo matemático
a uma situação real também pode ser formulada como um problema ma-
temático, quase sempre de otimização.

1.1 Uma classificação informal

O problema a ser considerado neste livro é o seguinte:

Minimizar f(x) sujeita a x ∈ Ω ⊂ IRn. (1.1.1)

A função f é chamada função objetivo e o conjunto Ω, freqüentemente defi-
nido por um conjunto de igualdades e desigualdades, é o conjunto fact́ıvel.
Os pontos de Ω serão os pontos fact́ıveis de (1.1.1).

De fato, estamos tão interessados emminimizar como emmaximizar funções,
mas falaremos apenas de minimizar dado que, claramente, maximizar f(x)
em uma região qualquer do espaço IRn é equivalente a minimizar −f(x)
na mesma região. As soluções x∗ ∈ Ω do problema (1.1.1) serão chamadas
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

minimizadores e os valores correspondentes f(x∗) são os mı́nimos do pro-
blema. Quase sempre assumiremos a continuidade de f e, com freqüência
um pouco menor, a existência de derivadas primeiras cont́ınuas. Às vezes,
vamos supor também que f tem derivadas segundas cont́ınuas.
Conforme as caracteŕısticas do conjunto Ω, teremos os diferentes problemas
de otimização:

Ω Problema

IRn minimização sem restrições

{x ∈ IRn | l ≤ x ≤ u} minimização em caixas

{x ∈ IRn | Ax = b, A ∈ IRm×n} minimização com restrições
lineares de igualdade

{x ∈ IRn | Ax = b, Cx ≤ d} minimização com restrições
lineares

{x ∈ IRn | h(x) = 0, h : IRn → IRm} minimização com restrições
de igualdade

{x ∈ IRn | h(x) = 0, h : IRn → Rm problema geral de
e g(x) ≤ 0, g : IRn → IRp} programação não linear

Quando v e w são vetores, a notação v ≤ w significará sempre vi ≤ wi

para todas suas coordenadas. Assim, quando falamos da “caixa”l ≤ x ≤ u,
entendemos o conjunto dos x ∈ IRn tais que li ≤ xi ≤ ui para todo i =
1, . . . , n. O problema geral de programação não linear pode ser reduzido
sempre a uma forma padrão mediante a introdução de variáveis de folga.
Com efeito, observamos que o conjunto dos x ∈ IRn tais que h(x) = 0 e
g(x) ≤ 0 coincide com o conjunto

{x ∈ IRn | h(x) = 0 e g(x) + z = 0 para algum z ≥ 0}.

Portanto, o problema

Minimizar f(x) sujeita a h(x) = 0, g(x) ≤ 0, (1.1.2)

onde h : IRn → IRm, g : IRn → IRp, é equivalente a

Minimizar f(x) sujeita a h(x) = 0, g(x) + z = 0, z ≥ 0. (1.1.3)

Agora, mudando os nomes de variáveis e funções, (1.1.3) tem a forma geral

Minimizar f(x) sujeita a h(x) = 0, x ≥ 0. (1.1.4)

A forma (1.1.4) de um problema de programação não linear se denomina
forma padrão. Quando um problema do tipo (1.1.2) é transformado na sua
forma padrão, o número de variáveis é aumentado em p. Às vezes, isso é
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uma desvantagem. No entanto, a transformação muitas vezes se justifica
por considerações algoŕıtmicas, como veremos em caṕıtulos futuros.
Neste livro a ênfase estará colocada em funções objetivo f(x) não lineares.
Quando f é linear (f(x) = cTx para algum c ∈ IRn) o problema de mi-
nimização com restrições lineares é chamado de problema de programação
linear. Na sua forma padrão, este problema é

Minimizar cTx
Ax = b
x ≥ 0 .

(1.1.5)

O conteúdo deste livro se aplica a programação linear, embora, pela especifi-
cidade deste problema, muito desse conteúdo seja supérfluo. Por outro lado,
as particularidades do problema (1.1.5) permitem um tratamento muito mais
rico e detalhado, que não será feito aqui. Em menor medida, essa observação
vale também no caso em que a função objetivo é quadrática e as restrições
lineares, chamado problema de programação quadrática.

1.2 Um problema de estimação de parâmetros

Quando o ponto de partida é um problema real, podem existir vários pro-
blemas matemáticos de otimização associados, vinculados a diferentes for-
mulações ou a diferentes técnicas de resolução. Nesta seção apresentamos
um problema de estimação de parâmetros originado na Ótica, para o qual
exibimos algumas formulações sob o ponto de vista da otimização. Ver [108],
[12].
Um filme é um material muito fino, cuja espessura, ı́ndices de refração e coe-
ficientes de absorção se deseja estimar. Esses parâmetros não são suscet́ıveis
de medição direta, ou seja, devem ser inferidos da medição de outra magni-
tude f́ısica. O experimento que gera a medição indireta consiste, brevemente,
no seguinte: coloca-se o material em cima de um substrato transparente e
“atravessa-se”filme e substrato com luz de diferentes comprimentos de onda.
Para fixar idéias, esses comprimentos podem ir desde 800 até 2000, com in-
tervalos de 10, nas unidades adequadas. Para cada comprimento de onda λ,
mede-se a transmissão T (λ) ∈ [0, 1], isto é, o quociente, adimensional, entre
a luz que atravessa o filme e a luz emitida. Teoricamente, T (λ) se relaciona
com a espessura (d), o coeficiente de absorção (α(λ)) e o ı́ndice de refração
do filme (n(λ)) através das seguintes fórmulas (por simplicidade, escrevemos
T = T (λ), n = n(λ), α = α(λ)):

T =
A′x

B′ − C ′x+D′x2
, (1.1.6)

onde
A′ = 16s(n2 + k2) (1.1.7)
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B′ = [(n+ 1)2 + k2][(n+ 1)(n+ s2) + k2] (1.1.8)

C ′ = [(n2 − 1 + k2)(n2 − s2 + k2)− 2k2(s2 + 1)]2 cos φ

−k[2(n2 − s2 + k2) + (s2 + 1)(n2 − 1 + k2)]2 sin φ (1.1.9)

D′ = [(n− 1)2 + k2][(n− 1)(n− s2) + k2] (1.1.10)

φ = 4πnd/λ, x = exp(−αd), k = αλ/(4π). (1.1.11)

Nas fórmulas (1.1.6)–(1.1.11) s é o ı́ndice de refração do substrato, suposto
conhecido e constante para todo λ. O experimento f́ısico fornece uma tabela
de dados onde a coluna da esquerda são os comprimentos de onda λi usados,
desde λ1 = 800 até λm = λ121 = 2000, e a coluna da direita está formada
pelas medidas correspondentes de transmissão (Ti). As fórmulas (1.1.6)–
(1.1.11) definem a função teórica T (λ, d, n, α). Portanto, a primeira vista,
o objetivo parece ser encontrar d e ni, αi, i = 1, . . . ,m tais que, para todo
i = 1, . . . ,m,

T (λi, d, ni, αi) = Ti. (1.1.12)

Agora, para cada valor posśıvel da espessura d, a equação (1.1.12) tem duas
incógnitas, ni e αi. Portanto, o mais provável é que tenha infinitas soluções
e que, de fato, não seja dif́ıcil encontrar pelo menos uma. Por exemplo, fi-
xando arbitrariamente ni e resolvendo (1.1.12) para a agora única incógnita
αi. Claro que esse não pode ser o procedimento que resolva o problema
f́ısico. Fısicamente, o problema deve ter solução única, enquanto da ma-
neira descrita, infinitas soluções diferentes poderiam ser encontradas. De
fato, os graus de liberdade inerentes a (1.1.12) são drasticamente reduzidos
incorporando informações fisicamente conhecidas, algumas óbvias, sobre d,
α e n. Essas informações são:

(a) Tanto a espessura como os coeficientes ni e αi são positivos. Mais ainda,
os ı́ndices de refração são maiores ou iguais a 1.

(b) α(λ) deve ser uma função decrescente e convexa (derivada segunda po-
sitiva).

(c) n(λ) deve ser uma função decrescente e, também, com derivada segunda
positiva.

As condições (a), (b) e (c) devem ser traduzidas como restrições do problema
de estimar os parâmetros. Ou seja, devem ser encontradas expressões ma-
temáticas envolvendo d, αi e ni que espelhem essas condições. Discretizando
as derivadas segundas de α(λ) e n(λ), essas expressões são:

d ≥ 0, ni ≥ 1, αi ≥ 0 para todo i = 1, . . . , n; (1.1.13)

αi+1 ≤ αi e ni+1 ≤ ni para todo i = 1, . . . ,m− 1; (1.1.14)
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ni ≥ ni−1 +
ni+1 − ni−1

λi+1 − λi−1
(λi − λi+1) e αi ≥ αi−1 +

αi+1 − αi−1

λi+1 − λi−1
(λi − λi+1)

(1.1.15)
para todo i = 2, . . . ,m− 2.
Considerando o objetivo (1.1.12) e as restrições (1.1.13), (1.1.14) e (1.1.15),
o problema de estimação dos parâmetros pode agora ser modelado assim:

Minimizar

m∑
i=1

[T (λi, d, ni, αi)− Ti]2 sujeita a (1.1.13), (1.1.14) e (1.1.15).

(1.1.16)
Observamos que (1.1.16) é um problema de minimização com restrições li-
neares onde há 2m + 1 variáveis. Se a tabela de dados (λi, Ti) obedecesse
perfeitamente às fórmulas teóricas deveria existir uma solução de (1.1.16)
onde o valor da função objetivo seria 0. Com dados experimentais não é
isso o que acontece. De fato, o que se observa nesse caso, usando o método
adequado para resolver (1.1.16) é a aparição de “soluções”onde a função
objetivo toma um valor sensivelmente maior que 0. Isto se deve, além dos
erros de medição que neste caso são, provavelmente, despreźıveis, a que a
suposição “substrato transparente com s constante”é essencialmente falsa.
Com efeito, para determinadas zonas do espectro (valores de λ) o subs-
trato usado tem um coeficiente de absorção positivo (não é transparente)
e, portanto, para essas zonas as equações (1.1.6)-(1.1.11) não se aplicam.
Pior ainda, a distinção entre valores de λ para os quais o substrato não é
transparente daqueles para os quais é, não é totalmente clara. O grau de
aplicabilidade de (1.1.6)-(1.1.11) é de fato, um cont́ınuo, variando entre a
aplicabilidade e a não aplicabilidade absoluta. Um experimento adicional,
que mede a transmissão produzida apenas pelo substrato (sem o filme), per-
mite quantificar o grau de aplicabilidade das fórmulas. Diremos, então, que
algumas equações (1.1.12) devem ser satisfeitas com um peso alto e outras
com um peso muito baixo. Atribuindo efetivamente um peso θi > 0 a cada
equação, de acordo com a transparência do substrato para o comprimento
de onda λi, o problema (1.1.16) é substitúıdo por

Minimizar

m∑
i=1

θi[T (λi, d, ni, αi)−Ti]2 sujeita a (1.1.13), (1.1.14) e (1.1.15).

(1.1.17)
A atribuição de pesos às diferentes linhas da tabela original tem o efeito
prático de eliminar a influência dos pontos onde o modelo está claramente
errado. Isto aumenta os graus de liberdade do sistema total, e possibilita a
existência de muitas soluções de (1.1.17), onde a função objetivo tem pra-
ticamente o mesmo valor. O método de otimização encontrou uma dessas
soluções. Às vezes, pela observação da solução obtida, o f́ısico tem condições
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de decidir se ela é razoável ou não. Neste problema particular, nosso experi-
mentador encontra uma caracteŕıstica da função α considerada indesejável
e sem sentido f́ısico: apesar de ser decrescente e convexa, a função α obtida
está formada por 4 segmentos de reta, violando uma suavidade adicional
esperável no coeficiente de absorção real. Como os pontos de quebra dos
diferentes segmentos de reta podem ser considerados como pontos onde a
curvatura da função é muito grande, optamos por limitar o raio de curvatura
de α e incluir explicitamente essa limitação no modelo. O cálculo elementar
nos ensina que o raio de curvatura R(λ) de α(λ) é dado por

1

R(λ)
=

α′′(λ)

(1 + α′(λ)2)
3
2

. (1.1.18)

Discretizando α′ e α′′ da forma usual, para todo λi, i = 2, . . . ,m − 1, e
estabelecendo uma limitação β > 0 para a curvatura obtemos as novas
restrições

α′′(λi)

(1 + α′(λi)2)
3
2

≤ β, (1.1.19)

onde as derivadas devem ser interpretadas como sua discretização usando
αi−1, αi+1 e αi.

Acrescentando (1.1.19) no modelo (1.1.17) passamos a ter m − 2 restrições
adicionais, todas elas não lineares. O problema ficou sensivelmente mais
dif́ıcil, mas sua solução tem maiores chances de possuir sentido f́ısico. Uma
alternativa, motivada pelo fato de que, estritamente falando, a cota β é
arbitrária, consiste em incorporar as restrições (1.1.19) na função objetivo.
Assim, a função objetivo de (1.1.17) passaria a ser

m∑
i=1

θi[T (λi, d, ni, αi)− Ti]2 + ρ

m−1∑
i=2

α′′(λi)

(1 + α′(λi)2)
3
2

. (1.1.20)

Em (1.1.20), ρ é um parâmetro que “castiga”o fato de se ter uma curvatura
grande em λi. Desta maneira, não é necessário acrescentar as restrições
(1.1.19) no problema (1.1.17).

A inclusão de (1.1.19) na sua forma original ou sob a forma (1.1.20) reduz,
claramente, os graus de liberdade do problema e, em conseqüência, aumenta
a probabilidade de encontrar coeficientes com sentido f́ısico. Se isso é efeti-
vamente conseguido depende de (muita) experimentação numérica, diálogo
com os cientistas experimentais e sensibilidade espećıfica. A construção de
um bom modelo de otimização raramente se esgota em dois ou três passos
de diálogo.
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1.3 Definindo minimizadores

Daremos sentidos precisos aos termos minimizador e mı́nimo usados nas
seções anteriores. Basicamente, veremos que esses termos podem ter dois
significados:

(a) Dizemos que x∗ é minimizador global de (1.1.1) se f(x∗) ≤ f(x) para
todo x ∈ Ω. Neste caso, f(x∗) é chamado mı́nimo de f em Ω.

(b) Dizemos que x∗ é minimizador local de (1.1.1) se existe ε > 0 tal que
f(x∗) ≤ f(x) para todo x ∈ Ω tal que ∥x− x∗∥ ≤ ε.

Também, costuma-se dizer que x∗ é minimizador local estrito de (1.1.1) se
existe ε > 0 tal que f(x∗) < f(x) para todo x ∈ Ω tal que 0 < ∥x−x∗∥ ≤ ε.

Claramente, todos os minimizadores globais também são minimizadores lo-
cais. É fácil ver que, por outro lado, apesar de poder admitir muitos minimi-
zadores globais, o valor do mı́nimo global é sempre o mesmo. Por exemplo,
numa função constante, todos os pontos de Ω são minimizadores globais,
mas em todos eles o valor de f é igual.
Lembramos que um conjunto Ω compacto é tal que toda seqüência {xk} ⊂ Ω
admite uma subseqüência convergente. O limite dessa subseqüência deve
pertencer a Ω. Por outro lado, em IRn, os conjuntos compactos são exa-
tamente os fechados e limitados. Como a imagem inversa de conjuntos
fechados por funções cont́ınuas é fechada, o conjunto fact́ıvel do problema
geral de programação linear é fechado no caso usual em que as funções gi e
hi são cont́ınuas. Portanto, para ser compacto, esse conjunto precisa, ape-
nas, ser limitado. O seguinte teorema, de prova bastante simples, é o mais
importante da minimização global.

Teorema 1.3.1 - Bolzano-Weierstrass
Se Ω é compacto, e f : Ω → IR é cont́ınua, então existe x∗ ∈ Ω
minimizador global do problema (1.1.1).

Prova: Consideremos primeiro a possibilidade de que f não seja limitada
inferiormente em Ω. Então, para cada k ∈ IN , existe xk ∈ Ω tal que

f(xk) ≤ −k,

portanto,
lim
k→∞

f(xk) = −∞. (1.1.21)

Como Ω é compacto, existe K1 um subconjunto infinito de IN tal que a
subseqüência {xk}k∈K1 converge a um ponto de Ω, digamos x∗. Pela conti-
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nuidade de f , isto implica que

lim
k∈K1

f(xk) = f(x∗),

o que entra em contradição com (1.1.21).
Podemos aceitar, portanto, que f é limitada inferiormente em Ω. Seja

γ = inf
x∈Ω

f(x) > −∞.

Pela definição de ı́nfimo, para todo k ∈ IN , existe xk ∈ Ω tal que

γ ≤ f(xk) ≤ γ +
1

k
,

portanto
lim
k→∞

f(xk) = γ.

Seja {xk}k→K1 uma subseqüência convergente de {xk} e seja x∗ seu limite.
Então, pela continuidade de f ,

γ = lim
k∈K1

f(xk) = f(x∗).

Ou seja, f(x∗) assume o valor ı́nfimo de f no conjunto Ω. Isto implica que
x∗ é minimizador global de (1.1.1). QED

Exerćıcio 1.1: As restrições do problema (1.1.17) podem ser expressas
como Ax ≥ b, l ≤ x ≤ u. Identificar a matriz A e os vetores b, l e u.

Exerćıcio 1.2: Encontrar exemplos onde todos os pontos de Ω são minimi-
zadores locais mas f(x) ̸= f(y) se x ̸= y.

Exerćıcio 1.3: Desenhar conjuntos Ω em IR2 e curvas de ńıvel de funções
f tais que existam vários minimizadores locais, globais, locais e globais, etc.

Exerćıcio 1.4: Demonstrar o teorema Bolzano-Weierstrass para o caso em
que f é semi-cont́ınua inferiormente.

Exerćıcio 1.5: Mostrar, com exemplos, que acontece quando as hipóteses
de continuidade e compacidade do teorema Bolzano-Weierstrass são elimi-
nadas.

Exerćıcio 1.6: Provar que se f é cont́ınua em IRn e lim
∥x∥→∞

f(x) =∞ então

f tem minimizador global em IRn.

Exerćıcio 1.7: Provar que se f é cont́ınua em IRn e, dado x0 ∈ IRn, o con-
junto de ńıvel {x ∈ IRn | f(x) ≤ f(x0)} é limitado, então f tem minimizador
global em IRn.



Caṕıtulo 2

Condições de otimalidade

Neste livro tratamos de métodos para minimizar funções diferenciáveis em
conjuntos de IRn. As condições de otimalidade são relações entre as deriva-
das da função objetivo e as derivadas das funções que definem as restrições.
As condições necessárias devem ser obrigatoriamente satisfeitas por mini-
mizadores, enquanto as condições suficientes, quando satisfeitas, asseguram
que o ponto em consideração é um minimizador local.
As derivadas (sobretudo as primeiras, às vezes também as segundas) da
função objetivo e das restrições são o motor da maioria dos algoritmos que
estudaremos, da mesma maneira que a potencialidade de movimento de
uma part́ıcula se encontra na sua velocidade e aceleração. As condições ne-
cessárias de otimalidade vão nos dizer se as derivadas envolvidas contém o
germe necessário para imprimir um deslocamento que diminua o valor da
função objetivo. Os métodos que estudaremos em caṕıtulos posteriores fi-
cam estáticos em cima de um ponto que satisfaz condições necessárias de
otimalidade, mesmo que esse ponto não seja minimizador local nem, muito
menos, global. Analogamente, quando estudamos convergência de algorit-
mos baseados em derivadas, podemos garantir apenas a estacionariedade
(isto é, a satisfação de condições necessárias de otimalidade) dos pontos
atinǵıveis no limite.
Freqüentemente, pontos limite de algoritmos são minimizadores, sobretudo
quando o método trabalha ativamente diminuindo o valor da função objetivo
em cada iteração. No entanto, garantir a condição de minimizador costuma
ser dif́ıcil. Quando condições suficientes de otimalidade são satisfeitas pode-
mos assegurar que o ponto em questão é minimizador local. A globalidade,
no entanto, é muito mais complicada.
Ao longo deste caṕıtulo supomos que f está bem definida e tem derivadas
primeiras cont́ınuas em um aberto que contém o conjunto Ω. Denotamos

∇f(x) = f ′(x)T = (
∂f

∂x1
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x))T .

Indicamos, como é usual, f ∈ Ck(Ω) para expressar que f tem derivadas

13
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cont́ınuas até a ordem k no aberto que contém Ω. A expressão f ∈ Ck

indica que f tem derivadas cont́ınuas até a ordem k num aberto que contém
o domı́nio não especificado de f .

A notação A ≥ 0 para A ∈ IRn×n indica que A é semidefinida positiva. Da
mesma forma, A > 0 significa que A é definida positiva.

2.1 Restrições em formato geral

Consideremos o problema

Minimizar f(x)
x ∈ Ω .

(2.1.1)

As curvas no conjunto Ω desempenham um papel importante na derivação
de condições práticas de otimalidade. A primeira condição de otimalidade
que obteremos está baseada apenas no comportamento da função objetivo
em cima de curvas fact́ıveis que passam pelo ponto considerado. Apesar de
sua generalidade, esta condição de otimalidade é usada no desenvolvimento
de algoritmos modernos de minimização (pontos limite desses algoritmos
satisfazem a condição). Ver [77], [78].

Definição 2.1.1
Dado x∗ ∈ Ω, chamamos curva em Ω partindo de x∗ a uma função cont́ınua
γ : [0, ε]→ Ω tal que ε > 0 e γ(0) = x∗.

Definição 2.1.2
Dado x∗ ∈ Ω, chamamos curva em Ω de classe Ck partindo de x∗ a uma
função γ : [0, ε]→ Ω tal que ε > 0, γ(0) = x∗ e γ ∈ Ck[0, ε].

Teorema 2.1.3 - Condição necessária de primeira ordem ba-
seada em curvas
Seja x∗ minimizador local de (2.1.1), e γ uma curva em Ω de classe
C1 partindo de x∗. Então ∇f(x∗)Tγ′(0) ≥ 0.

Prova: Definimos φ : [0, ε]→ IR por φ(t) = f(γ(t)). Como x∗ é minimiza-
dor local, existe ε1 ∈ (0, ε) tal que φ(t) ≥ φ(0) para todo t ∈ (0, ε1). Assim,
(φ(t)−φ(0))/t ≥ 0 para todo t ∈ (0, ε1) e, então, φ

′(0) ≥ 0. Mas, pela regra
da cadeia,

φ′(t) = f ′(γ(t))γ′(t),

portanto ∇f(γ(0))Tγ′(0) = ∇f(x∗)Tγ′(0) ≥ 0. QED
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Corolário 2.1.4
Seja x∗ um ponto interior de Ω tal que x∗ é minimizador local de
(2.1.1). Então ∇f(x∗) = 0.

Exerćıcio 2.1: Demonstrar o Corolário 2.1.4.

Exerćıcio 2.2: Provar que no Corolário 2.1.4 é suficiente que f tenha de-
rivadas para obter a tese.

Corolário 2.1.5
Seja x∗ minimizador de f em IRn. Então ∇f(x∗) = 0.

Teorema 2.1.6 - Condição necessária de segunda ordem ba-
seada em curvas.
Seja x∗ minimizador local de (2.1.1), f ∈ C2(Ω).
(a) Para toda curva γ em Ω de classe C2 partindo de
x∗,∇f(x∗)Tγ′(0) = φ′(0) ≥ 0, onde φ(t) = f(γ(t)).
(b) Se φ′(0) = 0, então φ′′(0) ≥ 0.

Prova: A prova do item (a) é a dada do Teorema 2.1.3. Em (b), quando
φ′(0) = 0 temos φ(t) = φ(0) + 1

2φ
′′(0)t2 + o(t2), onde limt→0 o(t

2)/t2 = 0.
Portanto,

lim
t→0

φ(t)− φ(0)
t2

=
1

2
φ′′(0).

Por ser x∗ minimizador local, temos que φ(t) ≥ φ(0) para t suficientemente
pequeno. Portanto, φ′′(0) ≥ 0. QED

Exerćıcio 2.3: Generalizar o Teorema 2.1.6, definindo o teorema da condição
necessária de otimalidade de ordem k baseada em curvas.

Definição 2.1.7

Dado x ∈ Ω, dizemos que γ é uma curva em Ω de classe Ck passando por x
se γ : [−ε, ε]→ Ω, ε > 0, γ(0) = x e γ ∈ Ck.

Lema 2.1.8
Se x∗ ∈ Ω é um minimizador local de (2.1.1) e γ é uma curva em Ω
de classe C1 passando por x∗, então ∇f(x∗)Tγ′(0) = 0.

Prova: Definimos γ1 : [0, ε] → Ω por γ1(t) = γ(t) e γ2 : [0, ε] → Ω por
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γ2(t) = γ(−t). Pelo Teorema 2.1.3,

∇f(x∗)Tγ′1(0) ≥ 0 e ∇f(x∗)Tγ′2(0) ≥ 0.

Mas γ′1(0) = γ′(0) e γ′2(0) = −γ′(0), logo ∇f(x∗)Tγ′(0) = 0. QED

Corolário 2.1.9 - Condição necessária de segunda ordem para
x∗ no interior de Ω (ou Ω = IRn).
Seja x∗ minimizador local de (2.1.1), x∗ ponto interior de Ω. Se
f tem derivadas segundas cont́ınuas numa vizinhança de x∗ então
∇f(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) ≥ 0.

Prova: Seja d ∈ IRn, d ̸= 0, arbitrário. Seja γ : [−ε, ε]→ Ω a curva definida
por γ(t) = x∗ + td. Pelo Corolário 2.1.4 e o Lema 2.1.8,

∇f(x∗)Td ≡ ∇f(x∗)Tγ′(0) = 0.

Como d é arbitrário, segue que ∇f(x∗) = 0. Definindo φ : [−ε, ε]→ IR por
φ(t) = f [γ(t)], temos φ′(0) = ∇f(x∗)Tγ′(0) = 0 e pelo Teorema 2.1.6,

0 ≤ φ′′(0) = γ′(0)T∇2f(x∗)γ
′(0) = dT∇2f(x∗)d.

Novamente, a arbitrariedade de d implica em ∇2f(x∗) ≥ 0. QED

Teorema 2.1.10 - Condição suficiente de segunda ordem para
x∗ no interior de Ω (ou Ω = IRn) Seja f ∈ C2(Ω) e x∗ ponto inte-
rior de Ω tal que ∇f(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) > 0. Então x∗ é minimizador
local estrito do problema (2.1.1).

Prova: Escrevendo a expansão de Taylor para f em torno de x∗, como
∇f(x∗) = 0, temos:

f(x) = f(x∗) +
1

2
(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗) + o(∥x− x∗∥2) ,

onde limx→x∗ o(∥x− x∗∥2)/∥x− x∗∥2 = 0 e ∥ · ∥ é uma norma qualquer em
IRn. Como ∇2f(x∗) > 0, existe a > 0 tal que, para todo x ̸= x∗,

(x− x∗)T∇2f(x∗)(x− x∗) ≥ a∥x− x∗∥2 > 0 .

Logo, f(x) ≥ f(x∗) + a
2∥x− x∗∥

2 + o(∥x− x∗∥2). Portanto, para x ̸= x∗,

f(x)− f(x∗)
∥x− x∗∥2

≥ a

2
+ o(1),
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onde o(1) ≡ o(∥x−x∗∥2)
∥x−x∗∥2 tende a 0 quando x→ x∗. Em conseqüência, para x

suficientemente próximo e diferente de x∗,

f(x)− f(x∗)
∥x− x∗∥2

≥ a

4
> 0.

Logo, f(x) > f(x∗) para todo x numa vizinhança de x∗, x ̸= x∗. QED

Exerćıcio 2.4: Encontrar exemplos onde:

(a) x∗ é minimizador local de f em Ω, mas ∇f(x∗) ̸= 0.

(b) x∗ é minimizador local de f em Ω, ∇f(x∗) = 0 mas ∇2f(x∗) não é
semidefinida positiva.

(c) Ω é aberto, ∇f(x∗) = 0 mas x∗ não é minimizador local.

(d) Ω é aberto, ∇f(x∗) = 0,∇2f(x∗) ≥ 0 mas x∗ não é minimizador
local.

(e) Ω é aberto, x∗ é minimizador local estrito mas ∇2f(x∗) não é defi-
nida positiva.

2.2 Restrições de igualdade

Consideremos o problema de minimização com restrições gerais de igual-
dade:

Minimizar f(x)
h(x) = 0

(2.2.1)

onde h : IRn → IRm. Como sempre, chamamos Ω ao conjunto fact́ıvel do
problema. Neste caso Ω = {x ∈ IRn | h(x) = 0}.

Definição 2.2.1 Se x ∈ Ω, chamamos conjunto tangente a Ω por x (deno-
tado por M(x)) ao conjunto dos vetores tangentes a curvas em Ω passando
por x, ou seja:

M(x) = {v ∈ IRn | v = γ′(0) para alguma curva γ passando por x} .

Utilizando a notação

h′(x) =


∂h1
∂x1

(x) . . . ∂h1
∂xn

(x)
...
∂hm
∂x1

(x) . . . ∂hm
∂xn

(x)

 =

 h′1(x)
...
h′m(x)

 =

 ∇h1(x)
T

...
∇hm(x)T

 ,
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podemos relacionar M(x) com o núcleo do Jacobiano de h(x), denotado por
N (h′(x)), pelo seguinte lema:

Lema 2.2.2
Para todo x ∈ Ω, M(x) ⊂ N (h′(x)).

Prova: Seja v ∈ M(x) e γ : [−ε, ε] → Ω tal que γ′(0) = v, γ(0) = x.
Definimos Φ(t) = h(γ(t)), para todo t ∈ [−ε, ε]. Portanto, Φ(t) = 0 para
todo t ∈ [−ε, ε]. Logo, Φ′(t) ≡ (Φ1(t), . . . ,Φm(t))T = 0 para todo t ∈
(−ε, ε). Mas, pela regra da cadeia, Φ′(t) = h′(γ(t))γ′(t), portanto

h′(γ(t))γ′(t) = 0

para todo t ∈ (−ε, ε). Logo, 0 = h′(x)γ′(0) = h′(x)v, ou seja, v ∈ N (h′(x)).
QED

É natural que nos indaguemos sobre a validade da rećıproca do Lema 2.2.2:
N (h′(x)) ⊂ M(x) ? Em geral esta relação não é verdadeira, conforme ilus-
tra o seguinte exemplo. Consideremos h(x1, x2) = x1x2 , x = ( 0, 0 )T .
Então M(x) = {v ∈ IR2 | v1v2 = 0}, mas h′(x) = (0, 0) e, claramente,
N (h′(x)) = IR2.

Definição 2.2.3
Dizemos que x ∈ Ω ≡ {x ∈ IRn | h(x) = 0} é um ponto regular se o posto de
h′(x) é igual a m ({∇h1(x), . . . ,∇hm(x)} é um conjunto linearmente inde-
pendente).

Teorema 2.2.4
Seja Ω = {x ∈ IRn | h(x) = 0}, h ∈ Ck, x ∈ Ω um ponto regular.
Então, para todo v ∈ N (h′(x)), existe uma curva γ de classe Ck

passando por x tal que γ′(0) = v. Portanto, M(x) = N (h′(x)).

Prova: Seja v ∈ N (h′(x)). Então h′(x)v = 0. Queremos encontrar uma
curva γ em Ω passando por x tal que γ′(0) = v. Consideramos o sistema de
equações

h(x+ tv + h′(x)Tu) = 0 , (2.2.2)

Para x e v fixos, este é um sistema de m equações com m+1 variáveis (u ∈
IRm e t ∈ IR). Colocando u = 0, t = 0 temos uma solução particular deste
sistema. O Jacobiano de (2.2.2) em relação a u em t = 0 é h′(x)h′(x)T ∈
IRm×m e é não singular pela regularidade de x. Logo, pelo Teorema da
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Função Impĺıcita, existe γ̄ ∈ Ck, definida em [−ε, ε], ε > 0, tal que (2.2.2)
se verifica se e somente se u = γ̄(t). Portanto

h(x+ tv + h′(x)T γ̄(t)) = 0 para todo t ∈ [−ε, ε] . (2.2.3)

Derivando (2.2.3) em relação a t, para t = 0 temos h′(x)(v+h′(x)T γ̄′(0)) = 0.
Como h′(x)v = 0, segue que h′(x)h′(x)T γ̄′(0) = 0. Mas h′(x)h′(x)T é não
singular, logo γ̄′(0) = 0.
Em conseqüência, definindo γ : [−ε, ε]→ Ω por

γ(t) = x+ tv + h′(x)T γ̄(t),

temos que
γ′(0) = v + h′(x)T γ̄′(0) = v.

Assim, γ é a curva procurada. Como v é arbitrário, temos que N (h′(x)) ⊂
M(x). Portanto, M(x) = N (h′(x)). QED

Como conseqüência do Teorema 2.2.4 temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.5
Se x∗ é minimizador local regular de (2.2.1), então ∇f(x∗) ⊥
N (h′(x∗)).

Prova: Seja v ∈ N (h′(x∗)). Como x∗ é regular, existe γ em Ω passando
por x∗ tal que γ′(0) = v. Pelo Lema 2.1.8, ∇f(x∗)T v = 0. QED

Teorema 2.2.6 - Multiplicadores de Lagrange
Se x∗ é minimizador local regular de (2.2.1), então existem únicos
λ1, . . . , λm reais tais que ∇f(x∗) +

∑m
i=1λi∇hi(x∗) = 0. (λ1, . . . , λm

são chamados multiplicadores de Lagrange do problema.)

Prova: Pelo Teorema 2.2.5,∇f(x∗) ⊥ N (h′(x∗)). Logo,∇f(x∗) ∈ R(h′(x∗)T ),
isto é, existe λ ∈ IRm tal que ∇f(x∗) + h′(x∗)

Tλ = 0. Como x∗ é regular, o
Jacobiano h′(x∗) tem posto completo e então esse vetor de multiplicadores
λ ∈ IRm é único. QED

Considerando os resultados obtidos para o problema (2.2.1), os candidatos
a minimizador local para este problema serão os pontos regulares que, ao
mesmo tempo, sejam soluções do sistema não linear com n+m equações e
n+m incógnitas

∇f(x) + h′(x)Tλ = 0
h(x) = 0

(2.2.4)
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Esses pontos serão chamados estacionários ou cŕıticos. Naturalmente, os
pontos não regulares de Ω também seriam candidatos a minimizador local.

Exerćıcio 2.5: Provar o Teorema 2.2.6 usando o seguinte argumento: como
x∗ é regular, vale o Teorema da Função Impĺıcita. Logo h(x) = 0 é, local-
mente, xB = φ(xN ). Então o problema (2.2.1) se reduz localmente a um
problema sem restrições nas variáveis xN . A condição necessária de primeira
ordem para minimização irrestrita implica a tese do teorema.

Exerćıcio 2.6: Provar que se h(x) = Ax−b, a regularidade não é necessária
para a existência dos multiplicadores de Lagrange no Teorema 2.2.6.

Exerćıcio 2.7: Provar que se x∗ é minimizador local de (2.2.1) então exis-
tem λ0, λ1, . . . , λm reais tais que λ0∇f(x∗) +

∑m
i=1λi∇hi(x∗) = 0.

Definição 2.2.7

Chamamos Lagrangiano do problema (2.2.1) à função ℓ(x, λ) = f(x) +
h(x)Tλ.

Exerćıcio 2.8: Relacionar a não singularidade do Jacobiano do sistema
(2.2.4) com o comportamento de ∇2

xxℓ(x, λ) no núcleo de h′(x).

Exerćıcio 2.9: Dar um exemplo onde x∗ seja minimizador de (2.2.1) mas
x∗ seja maximizador de f restrita à variedade tangente afim.

Teorema 2.2.8 - Condições necessárias de segunda ordem
para restrições de igualdade.
Suponhamos que f, h ∈ C2, x∗ é minimizador local regular de (2.2.1)
e λ é o vetor de multiplicadores de Lagrange definido no Teorema
2.2.6. Então yT∇2

xxℓ(x∗, λ)y ≥ 0, para todo y ∈ N (h′(x∗)).

Prova: Pelo Teorema 2.2.6,

∇f(x∗) + h′(x∗)
Tλ = 0 (2.2.5)

Seja v ∈ N (h′(x∗)). Pelo Teorema 2.2.4, existe uma curva γ em Ω de
classe C2 passando por x∗ (γ(0) = x∗) e tal que v = γ′(0). Também,
γ′(0) ∈ N (h′(x∗)). Definindo φ(t) = f(γ(t)), pelo Lema 2.1.8, φ′(0) =
∇f(x∗)Tγ′(0) = 0 e então pelo Teorema 2.1.6,

φ′′(0) = γ′(0)T∇2f(x∗)γ
′(0) +∇f(x∗)Tγ′′(0) ≥ 0 (2.2.6)

Agora, definindo Φi(t) = λihi(γ(t)), i = 1, . . . ,m, temos que Φ′
i(t) = 0 para
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todo t ∈ (−ε, ε), portanto

Φ′′
i (0) = γ′(0)Tλi∇2hi(x∗)γ

′(0) + λih
′
i(x∗)γ

′′(0) = 0 .

Logo

m∑
i=1

Φ′′
i (0) = γ′(0)T

m∑
i=1

λi∇2hi(x∗)γ
′(0) + λTh′(x∗)γ

′′(0) = 0 . (2.2.7)

Somando (2.2.7) e (2.2.6), por (2.2.5) segue que

γ′(0)T (∇2f(x∗) +
m∑
i=1

λi∇2hi(x∗))γ
′(0) ≥ 0.

Por ser v arbitrário a prova está completa. QED

Teorema 2.2.9 - Condições suficientes de segunda ordem para
restrições de igualdade.
Se f, h ∈ C2, x∗ ∈ Ω satisfaz as condições necessárias de primeira
ordem para (2.2.1), λ é o vetor de multiplicadores de Lagrange e
yT∇2

xxℓ(x, λ)y > 0 para todo y ∈ N (h′(x∗)), y ̸= 0, então x∗ é mini-
mizador local estrito para (2.2.1).

Exerćıcio 2.10: Usando a redução a problemas irrestritos através do Teo-
rema da Função Impĺıcita, provar os Teoremas 2.2.8 e 2.2.9.

Exerćıcio 2.11: Considerar o problema perturbado MRI(ε)

Minimizar f(x)
h(x) = ε

e seja x∗ solução regular de MRI(0). Chamando x∗ = x(0) e usando as
condições de otimalidade de MRI(ε) e o Teorema da Função Impĺıcita para
definir x(ε), provar que ∂f

∂εi
(x(0)) = −λi, i = 1, . . . ,m.

2.3 Restrições de desigualdade

Consideremos agora o problema de minimização com restrições gerais de
desigualdade:

Minimizar f(x)
c(x) ≤ 0

(2.3.1)
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onde c : IRn → IRp.

Definição 2.3.1
Para cada x ∈ Ω = {x ∈ IRn | c(x) ≤ 0}, chamamos de restrições ativas
em x àquelas para as quais ci(x) = 0. Analogamente, chamamos restrições
inativas em x àquelas para as quais ci(x) < 0. Como na definição 2.2.4,
chamaremos ponto regular a um ponto de Ω onde os gradientes das restrições
ativas são linearmente independentes.

A prova do seguinte lema é evidente.

Lema 2.3.2
Se x∗ é minimizador local de (2.3.1) e I = {i ∈ {1, . . . , p} | ci(x∗) =
0}, então x∗ é minimizador local do problema

Minimizar f(x)
ci(x) = 0, i ∈ I .

Com base no Lema 2.3.2, podemos aplicar ao problema (2.3.1) resultados já
conhecidos para o problema de minimização com restrições de igualdade.

Lema 2.3.3
Se x∗ é minimizador local de (2.3.1), I = {i ∈ {1, . . . , p} | ci(x∗) =
0} e {∇ci(x∗), i ∈ I} é um conjunto linearmente independente, então
para todo i ∈ I existe µi ∈ IR tal que

∇f(x∗) +
∑
i∈I

µi∇ci(x∗) = 0 .

Prova: Análoga à do Teorema 2.2.6. QED

O Lemma 2.3.3 nos diz que o gradiente de f é combinação linear dos gradi-
entes das restrições ativas num minimizador local regular do problema. O
teorema seguinte mostra que sabemos algo sobre os sinais dos coeficientes
dessa combinação linear.
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Teorema 2.3.4 - Condições Karush-Kuhn-Tucker (KKT).
Se x∗ é minimizador local regular de (2.3.1) (I = {i ∈
{1, . . . , p} | ci(x∗) = 0} e {∇ci(x∗), i ∈ I} é um conjunto linearmente
independente) então existem únicos µi ∈ IR, µi ≥ 0, i ∈ I tais que

∇f(x∗) +
∑
i∈I

µi∇ci(x∗) = 0 .

Prova: Tendo em vista o Lema 2.3.3, existem µi ∈ IR , i ∈ I tais que

∇f(x∗) +
∑
i∈I

µi∇ci(x∗) = 0 . (2.3.2)

Falta apenas mostrar que µi ≥ 0, i ∈ I. Suponhamos que exista k ∈ I tal
que µk < 0. Chamemos

ΩI = {x ∈ IRn | ci(x) = 0, i ∈ I},

Ωk = {x ∈ IRn | ci(x) = 0, i ∈ I, i ̸= k},

MI(x∗) o conjunto tangente a ΩI por x∗ e Mk(x∗) o conjunto tangente a
Ωk por x∗. Pela regularidade de x∗, ∇ck(x∗) não é combinação linear dos
outros gradientes de restrições ativas em x∗. Portanto, existe y ∈ Mk(x∗)
tal que

∇ck(x∗)T y < 0 . (2.3.3)

Seja γ(t) uma curva em Ωk passando por x∗ com γ′(0) = y. Então, para
t ≥ 0 suficientemente pequeno, γ(t) ∈ {x ∈ IRn | c(x) ≤ 0}. Chamando
φ(t) = f(γ(t)), temos que φ′(0) = ∇f(x∗)T y. Logo, por (2.3.2), (2.3.3) e
µk < 0 segue que φ′(0) < 0, o que contradiz o fato de x∗ ser minimizador
local. QED

2.4 Restrições de igualdade e desigualdade

Consideremos agora o problema geral de programação não linear:

Minimizar f(x)
h(x) = 0
c(x) ≤ 0

(2.4.1)

onde h : IRn → IRm e c : IRn → IRp.

Podemos estabelecer condições análogas às do Teorema (2.3.4) para o pro-
blema (2.4.1). De maneira similar aos casos anteriores, definimos ponto re-
gular do conjunto fact́ıvel como um ponto onde os gradientes das restrições
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ativas são linearmente independentes.

Teorema 2.4.1 - Condições Karush-Kuhn-Tucker gerais.
Seja x∗ um minimizador local regular de (2.4.1). Seja I = {i ∈
{1, . . . , p} | ci(x∗) = 0}. Suponhamos que {∇hi(x∗), . . . ,∇hm(x∗)} ∪
{∇ci(x∗), i ∈ I} é um conjunto linearmente independente. Então
existem únicos λ1 . . . , λm ∈ IR e µi ≥ 0 para todo i ∈ I tais que

∇f(x∗) +
m∑
i=1

λi∇hi(x∗) +
∑
i∈I

µi∇ci(x∗) = 0 .

Exerćıcio 2.13: Demonstrar o Teorema 2.4.1.

Desta forma, se x é um ponto regular e minimizador local para o problema
(2.4.1), definindo µi = 0 se i ̸∈ I, podemos reescrever as condições KKT da
seguinte forma:

∇f(x) +
m∑
i=1

λi∇hi(x) +
p∑

i=1

µi∇ci(x) = 0 (2.4.2)

h(x) = 0 (2.4.3)

µici(x) = 0 , i = 1, . . . , p (2.4.4)

µi ≥ 0 , i = 1, . . . , p (2.4.5)

ci(x) ≤ 0 , i = 1, . . . , p (2.4.6)

As n +m + p equações (2.4.2) - (2.4.4) formam um sistema não linear nas
incógnitas x ∈ IRn, λ ∈ IRm e µ ∈ IRp. As soluções deste sistema que satis-
fazem (2.4.5) e (2.4.6) são os pontos estacionários de (2.4.1)
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Teorema 2.4.2 - Condições necessárias de segunda ordem
(restrições de igualdade e desigualdade).
Seja x∗ ponto regular e minimizador local de (2.4.1). Seja A a matriz
cujas linhas são os gradientes das restrições ativas em x∗, excluindo
os gradientes daquelas restrições de desigualdade cujo multiplicador é
zero. Então, se λ e µ são os vetores de multiplicadores de Lagrange
dados no Teorema 2.4.1,

yT∇2
xxℓ(x∗, λ, µ)y ≥ 0 para todo y ∈ N (A) ,

onde

ℓ(x, λ, µ) = f(x) +
m∑
i=1

λihi(x) +

p∑
i=1

µici(x) .

Exerćıcio 2.14: Demonstrar o Teorema 2.4.2.

Teorema 2.4.3 - Condições suficientes de segunda ordem (res-
trições de igualdade e desigualdade).
Se x∗ satisfaz a condição necessária de primeira ordem para (2.4.1)
e além disso yT∇2

xxℓ(x∗, λ, µ)y > 0 para todo y ∈ N (A), y ̸= 0, onde
a matriz A e a função ℓ(x, λ, µ) estão definidas no Teorema 2.4.2,
então x∗ é minimizador local estrito do problema (2.4.1).

Exerćıcio 2.15: Demonstrar o Teorema 2.4.3 (observar que a hipótese de
regularidade não é necessária neste caso).

Exerćıcio 2.16: Refazer os resultados deste caṕıtulo trocando minimiza-
dores por maximizadores.

Exerćıcio 2.17: Interpretar geometricamente todos os resultados deste
caṕıtulo, incluindo os relativos ao Exerćıcio 2.16.

Exerćıcio 2.18: Estudar o Lema de Farkas, de um texto adequado sobre
convexidade, e deduzir as condições de otimalidade da programação linear.
Observar que, desta maneira, a aplicação do Teorema 2.3.4 à programação
linear não depende da regularidade do ponto. Usando esse resultado, provar
o resultado do Teorema 2.3.4 para minimização com restrições lineares sem
a condição de regularidade.

Exerćıcio 2.19: Desenhar um diagrama de conjuntos onde apareçam cla-
ramente as relações de inclusão existentes entre pontos regulares, pontos
não regulares, minimizadores locais, minimizadores globais, pontos Karush-
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Kuhn-Tucker e soluções do sistema não linear (2.4.2)-(2.4.4).



Caṕıtulo 3

Convexidade e dualidade

Apesar da extensa análise permitida pelos dois temas tratados neste
caṕıtulo, procuramos fazer uma abordagem sintética para ambos. Nosso en-
foque tem em vista os aspectos teóricos que efetivamente contribuem para
o desenvolvimento de algoritmos práticos. Por exemplo, uma das proprie-
dades mais fortes obtidas com hipóteses de convexidade em um problema
de minimização é que as condições necessárias de otimalidade passam a ser
suficientes. Em outras palavras, um ponto de Karush-Kuhn-Tucker torna-se
uma solução do problema. A teoria da dualidade, por sua vez, permite uma
abordagem do problema original sob um outro ponto de vista. O dual de
um problema de otimização tem como variáveis quantidades associadas às
restrições do problema original. Em condições adequadas, resolver o pro-
blema dual é equivalente a resolver o original (primal) e, às vezes, trabalhar
com o dual é mais fácil que com o primal. Mesmo em situações onde o
primal e o dual não são equivalentes, problemas duais resolúveis fornecem
informações úteis para resolver seus primais correspondentes. Do ponto de
vista teórico, convexidade e dualidade fornecem estruturas sob as quais re-
sultados relevantes sobre algoritmos e problemas podem ser obtidos. Por
exemplo, as condições de otimalidade podem ser derivadas usando teoremas
de separação de conjuntos convexos por hiperplanos (ver [48]). Por outro
lado, a teoria de convergência de métodos importantes em programação não
linear, como o método do Lagrangeano aumentado (caṕıtulo 10 deste livro)
é enriquecida pela consideração do problema dual (ver [99]).

3.1 Convexidade

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos
extremos são pontos do conjunto. Se x e y são pontos de IRn, o segmento
que os une está formado pelos pontos z da forma y+λ(x−y) ≡ λx+(1−λ)y
com λ ∈ [0, 1]. Isso justifica a seguinte definição.

27
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Definição 3.1.1
O conjunto K ⊂ IRn é chamado um conjunto convexo se para quaisquer

x, y ∈ K e para todo λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ K.

Uma caracterização útil para conjuntos convexos é dada pelo seguinte
teorema:

Teorema 3.1.2
K é um conjunto convexo se, e somente se, para quaisquer

x1, . . . , xm elementos de K e para λi ∈ [0, 1], i = 1, . . . ,m tais que∑m
i=1 λi = 1, a combinação convexa

∑m
i=1 λixi também é um ele-

mento de K.

Exerćıcio 3.1: Demonstrar o Teorema 3.1.2.

Apresentamos a seguir alguns resultados básicos da teoria de convexi-
dade.

Teorema 3.1.3
Se os conjuntos Ki, i = 1, . . . ,m, são convexos, então K =⋂m

i=1Ki também é convexo.

Prova: Sejam x, y ∈ K =
⋂m

i=1Ki. Então x, y ∈ Ki, i = 1, . . . ,m e como os
conjuntos Ki, i = 1, . . . ,m são convexos, para todo λ ∈ [0, 1], λx+(1−λ)y ∈
Ki, i = 1, . . . ,m. Logo λx+ (1− λ)y ∈ K para todo λ ∈ [0, 1]. QED

Exerćıcio 3.2: Se A ⊂ IRn, chamamos de fecho convexo de A ao conjunto
das combinações convexas dos pontos de A. Provar que o fecho convexo de
qualquer conjunto é convexo. Provar que o fecho convexo de A ⊂ IRn está
contido em qualquer convexo K tal que A ⊂ K.

Definição 3.1.4
Se K é um conjunto convexo, f : K → IR, é uma função convexa se para

todo x, y ∈ K, λ ∈ [0, 1],

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Definição 3.1.5
Se K é um conjunto convexo, denominamos epigrafo de f : K → IR ao

conjunto

{(x, y) ∈ IRn × IR | x ∈ K, y ≥ f(x)}.
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Teorema 3.1.6
A função f : K → IR é convexa se, e somente se, o epigrafo de f

é convexo.

Prova: Suponhamos que f seja convexa e tomemos (x, x̄), (y, ȳ) pontos
do epigrafo de f . Para λ ∈ [0, 1], como K é convexo, λx+ (1− λ)y ∈ K.

Agora, λx̄ + (1 − λ)ȳ ≥ λf(x) + (1 − λ)f(y) ≥ f(λx + (1 − λ)y) pois f é
convexa. Logo λ(x, x̄) + (1 − λ)(y, ȳ) = (λx + (1 − λ)y, λx̄ + (1 − λ)ȳ)
pertence ao epigrafo de f para todo λ ∈ [0, 1]. Portanto, o epigrafo é
convexo.

Suponhamos agora que f não seja convexa. Então existem x, y ∈ K
tais que f(λx + (1 − λ)y) > λf(x) + (1 − λ)f(y) para algum λ ∈ [0, 1].
Assim, (x, f(x)) e (y, f(y)) são pontos do epigrafo de f . Então

λ(x, f(x)) + (1− λ)(y, f(y)) = (λx+ (1− λ)y, λf(x) + (1− λ)f(y)) ,

onde λx+ (1− λ)y ∈ K mas λf(x) + (1− λ)f(y) < f(λx+ (1− λ)y). Por-
tanto, λ(x, f(x)) + (1− λ)(y, f(y)) não pertence ao epigrafo de f . Logo o
epigrafo de f não é convexo. QED

Funções convexas diferenciáveis podem ser caracterizadas pelo teorema
a seguir:

Teorema 3.1.7
Sejam K ⊂ IRn aberto e convexo, f : K → IR, f ∈ C1(K). Então

f é convexa se, e somente se, f(y) ≥ f(x)+∇f(x)T (y−x), para todo
x, y ∈ K.

Prova: Seja f convexa como na hipótese do teorema, x, y ∈ K, λ ∈ [0, 1].
Logo, f(λy + (1− λ)x) ≤ λf(y) + (1− λ)f(x). Portanto,

f(x+ λ(y − x))− f(x) ≤ λ(f(y)− f(x)) .

Então

lim
λ→0

f(x+ λ(y − x))− f(x)
λ

≤ f(y)− f(x) .

Logo,

∇f(x)T (y − x) ≤ f(y)− f(x).

Dessa maneira, provamos que

f(x) +∇f(x)T (y − x) ≤ f(y) para todo x, y ∈ K.
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Reciprocamente, se f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x) para todo x, y ∈ K,
chamando zλ = λy + (1− λ)x, temos

f(x) ≥ f(zλ) +∇f(zλ)T (x− zλ)
f(y) ≥ f(zλ) +∇f(zλ)T (y − zλ) .

Portanto,

(1− λ)f(x) + λf(y) ≥ (1− λ)(f(zλ) +∇f(zλ)T (x− zλ))
+ λ(f(zλ) +∇f(zλ)T (y − zλ))

= f(zλ) +∇f(zλ)T (x− zλ − λx+ λzλ + λy − λzλ)
= f(zλ) +∇f(zλ)T (λy + (1− λ)x− zλ)
= f((1− λ)x+ λy) .

QED

Outro resultado útil, que estabelece o não decrescimento da derivada
direcional para funções convexas, é apresentado a seguir.

Teorema 3.1.8
Seja K ⊂ IRn aberto e convexo, f : K → IR, f ∈ C1(K), f

convexa. Então, para todo x, y ∈ K,

∇f(x)T (y − x) ≤ ∇f(y)T (y − x) .

Exerćıcio 3.3: Demonstrar o Teorema 3.1.8.

As funções convexas com duas derivadas cont́ınuas são caracterizadas
pelo seguinte resultado.

Teorema 3.1.9
Seja K ⊂ IRn aberto e convexo, f : K → IR e f ∈ C2(K). Então

f é convexa se, e somente se, ∇2f(x) ≥ 0 para todo x ∈ K.

Exerćıcio 3.4: Demonstrar o Teorema 3.1.9.

Definição 3.1.10.
Se K é um conjunto convexo, f : K → IR é uma função estritamente

convexa se, para todo x, y ∈ K, λ ∈ (0, 1),

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y) .

Exerćıcio 3.5: Provar os teoremas 3.1.6–3.1.9, com as modificações ade-
quadas, substituindo “convexa”por “estritamente convexa”.
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Teorema 3.1.11
Seja f : K → IR convexa e a ∈ IR. Então o conjunto de ńıvel

{x ∈ K | f(x) ≤ a} é convexo.

Exerćıcio 3.6: Demonstrar o Teorema 3.1.11.

Definição 3.1.12.
Chamamos de problema de programação convexa a

Minimizar f(x)
sujeita a x ∈ K

onde K é um conjunto convexo e f é uma função convexa.

Teorema 3.1.17
Em um problema de programação convexa, todo minimizador local

é global. O conjunto dos minimizadores é convexo. Se f é estrita-
mente convexa, não pode haver mais de um minimizador.

Prova: Suponhamos que x∗ é uma solução local não global do problema
de programação convexa . Então existe x ∈ K tal que f(x) < f(x∗). Para
λ ∈ [0, 1], consideremos xλ = (1 − λ)x∗ + λx. Pela convexidade de K,
xλ ∈ K. Agora, pela convexidade de f ,

f(xλ) ≤ (1− λ)f(x∗) + λf(x) = f(x∗) + λ(f(x)− f(x∗)) < f(x∗).

Assim, para λ suficientemente próximo de 0, xλ torna-se arbitrariamente
próximo de x∗, mas f(xλ) < f(x∗). Portanto, x∗ não poderia ser um mini-
mizador local do problema de programação convexa.

Chamemos de S o conjunto dos minimizadores globais do problema.
Sejam x, y ∈ S. Então f(x) = f(y) ≤ f(λx + (1 − λ)y), λ ∈ [0, 1]. Pela
convexidade de f ,

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) = f(y) + λ(f(x)− f(y)) = f(y).

Logo, λx+ (1− λ)y ∈ S e portanto S é convexo.
Suponhamos agora que existam x, y ∈ S, x ̸= y e f seja estritamente

convexa. Para λ ∈ [0, 1], f(λx + (1 − λ)y) ≥ f(x) = f(y) pois x, y são
minimizadores globais, mas f(λx + (1 − λ)y) < f(x) = f(y) pelo fato de
f ser estritamente convexa. Temos assim a contradição desejada e a prova
está completa. QED

No próximo teorema consideramos o problema geral de programação
não linear (2.4.1). Suponhamos que a função objetivo f e as funções que
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definem as restrições de desigualdade gi, i = 1, . . . , p são convexas e que as
hi, i = 1,m são lineares, isto é, hi(x) = aTi x+ bi. Portanto, pelos teoremas
3.1.3 e 3.1.5, o conjunto Ω = {x ∈ IRn | h(x) = 0, g(x) ≤ 0} é convexo e o
problema de programação não linear (2.4.1) é um problema de programação
convexa. Com certo abuso de linguagem, ao dizer que (2.4.1) é um problema
de programação convexa estaremos sempre supondo que as gi são convexas
e as hi são lineares. O objetivo do teorema é mostrar que, neste caso, as
condições KKT dadas pelo Teorema 2.4.1 são suficientes para caracterizar
um minimizador global.

Teorema 3.1.14
Se o problema de minimização com restrições de igualdade e de-

sigualdade (2.4.1) é um problema de programação convexa e em x∗
valem as condições KKT gerais (Teorema 2.4.1), então x∗ é minimi-
zador global (a regularidade não é necessária).

Prova: Definimos Ω = {x ∈ IRn | h(x) = 0, g(x) ≤ 0} e tomamos x ∈ Ω,
x ̸= x∗. Se λ ∈ IRn e µ ∈ IRp são os multiplicadores dados pelo Teorema
2.4.1, temos:

∇f(x∗) +
m∑
i=1

λi∇hi(x∗) +
p∑

i=1

µi∇gi(x∗) = 0 (3.1.1)

h(x∗) = 0 (3.1.2)

µigi(x∗) = 0 , i = 1, . . . , p (3.1.3)

µi ≥ 0 , i = 1, . . . , p (3.1.4)

gi(x∗) ≤ 0 , i = 1, . . . , p (3.1.5)

Agora, f(x) ≥ f(x) +

m∑
i=1

λihi(x) +

p∑
i=1

µigi(x) pois hi(x) = 0, i =

1, . . . ,m, gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , p e vale (3.1.4).

Aplicando a desigualdade do Teorema 3.1.7 às funções f , hi e gi segue-se
que

f(x) ≥ f(x∗) +∇f(x∗)T (x− x∗) +
m∑
i=1

λi(hi(x∗) +∇hi(x∗)T (x− x∗))

+

p∑
i=1

µi(gi(x∗) +∇gi(x∗)T (x− x∗)) .

Por (3.1.1) - (3.1.5) temos f(x) ≥ f(x∗), ou seja, x∗ é minimizador glo-
bal de (2.4.1). QED
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3.2 Dualidade

Consideremos o problema geral de programação não linear (problema
primal):

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0

g(x) ≤ 0
(3.2.1)

com f : IRn → IR, h : IRn → IRm, g : IRn → IRp e f, h, g ∈ C1(IRn).

Definição 3.2.1
Chamamos Problema Dual (de Wolfe) (ver [114]) de (3.2.1) ao problema

Maximizar ℓ(x, λ, µ)
sujeita a ∇xℓ(x, λ, µ) = 0

µ ≥ 0
(3.2.2)

em que ℓ(x, λ, µ) = f(x) +

m∑
i=1

λihi(x) +

p∑
i=1

µigi(x).

Reescrevendo (3.2.2), temos:

Maximizar f(x) +
m∑
i=1

λihi(x) +

p∑
i=1

µigi(x)

sujeita a ∇f(x) +
m∑
i=1

λi∇hi(x) +
p∑

i=1

µi∇gi(x) = 0

µ ≥ 0

(3.2.3)

Antes de estabelecer propriedades do Dual de Wolfe, calculamos os pro-
blemas duais de problemas clássicos de otimização.

Exemplo 3.2.2: Programação Linear.
Consideremos o problema primal de programação linear no seguinte for-

mato:
Minimizar cTx
sujeita a Ax ≤ b (3.2.4)

onde A ∈ IRp×n, AT = (a1, . . . , ap) , ai ∈ IRn, i = 1, . . . , p.

Neste caso, L(x, λ, µ) = ℓ(x, µ) = cTx +

p∑
i=1

µi(a
T
i x − bi) = cTx +

µT (Ax− b). Logo, ∇xℓ(x, µ) = c+ATµ.
Portanto o problema dual de (3.2.4) é dado por:

Maximizar cTx+ µT (Ax− b)
sujeita a ATµ+ c = 0

µ ≥ 0 .
(3.2.5)
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Utilizando ATµ+ c = 0, podemos eliminar a dependência na variável x
na função objetivo. Assim, (3.2.5) fica:

Maximizar −bTµ
sujeita a ATµ+ c = 0

µ ≥ 0 .
(3.2.6)

Substituindo −µ por π ∈ IRp, reescrevemos (3.2.6) da seguinte forma:

Maximizar bTπ
sujeita a ATπ = c

π ≤ 0 .
(3.2.7)

Podemos observar que, enquanto o problema primal tinha n variáveis e p
restrições de desigualdade, o dual tem p variáveis, que devem ser negativas, e
n restrições de igualdade. Se o problema primal é levado à forma padrão da
programação linear, ele passa a ter n+ p variáveis (positivas) e p restrições
lineares de igualdade. Esta análise ajuda a decidir em que situações usar o
dual pode ser conveniente.

Exerćıcio 3.7: Encontrar o dual de

Maximizar cTx
sujeita a Ax = b

x ≥ 0 .

Exemplo 3.2.3: Programação quadrática

Consideremos agora o problema geral de programação quadrática como
sendo o problema primal:

Minimizar 1
2x

TGx+ cTx
sujeita a Ax = b

Cx ≤ d
(3.2.8)

onde A ∈ IRm×n, C ∈ IRp×n e G simétrica não singular.
Então

ℓ(x, λ, µ) =
1

2
xTGx+ cTx+ λT (Ax− b) + µT (Cx− d)

e ∇xℓ(x, λ, µ) = Gx+ c+ATλ+ CTµ.

Assim, o problema dual de (3.2.8) é

Maximizar 1
2x

TGx+ cTx+ λT (Ax− b) + µT (Cx− d)
sujeita a Gx+ c+ATλ+ CTµ = 0

µ ≥ 0 .
(3.2.9)
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Substituindo x = −G−1(c+ATλ+CTµ), podemos reescrever (3.2.9) da
seguinte forma:

Maximizar −1
2(c+ATλ+ CTµ)TG−1(c+ATλ+ CTµ)− bTλ− dTµ

sujeita a µ ≥ 0 .
(3.2.10)

Neste exemplo vemos que o problema dual pode ter uma estrutura di-
ferente do problema primal, neste caso mais simples. A simplicidade do
problema dual está associada à possibilidade de calcular G−1v. Essa tarefa
pode ser muito dif́ıcil se G não tem uma estrutura favorável, mas muito fácil
em casos bastante comuns nas aplicações. Por exemplo, se o problema pri-
mal consiste em encontrar a projeção de um ponto dado no conjunto fact́ıvel
de (3.2.8), a matriz G é a identidade.

Observamos que o dual (3.2.10) está bem definido se G é uma matriz
não singular. Isso não significa que sempre seja equivalente ao primal. Para
tanto, precisaremos que G seja definida positiva, o que resultará como co-
rolário dos resultados seguintes. Em (3.2.2) e (3.2.3) definimos dualidade
sem estabelecer conexões entre o primal e o dual. Com tal generalidade, os
problemas primal e dual podem não ser equivalentes. Agora estudaremos
relações entre os dois problemas usando hipóteses de convexidade.

Lembramos que chamamos condições Karush-Kuhn-Tucker KKT às da-
das por (2.4.2)-(2.4.6), isto é:

∇f(x) +
∑m

i=1 λi∇hi(x) +
∑p

i=1 µi∇gi(x) = 0
h(x) = 0

µigi(x) = 0 , i = 1, . . . , p
µi ≥ 0 , i = 1, . . . , p

gi(x) ≤ 0 , i = 1, . . . , p

Um ponto KKT é um ponto onde as condições KKT são satisfeitas.

Teorema 3.2.5
Suponhamos que o problema (3.2.1) é um problema de pro-

gramação convexa e x∗ é um ponto KKT com os multiplicadores cor-
respondentes λ∗ e µ∗. Então (x∗, λ∗, µ∗) é solução do dual (3.2.3).
Além disso, o valor da função objetivo primal e dual coincidem, isto
é f(x∗) = ℓ(x∗, λ∗, µ∗).

Prova: Sabemos que

∇f(x∗) +
m∑
i=1

[λ∗]i∇hi(x∗) +
p∑

i=1

[µ∗]i∇gi(x∗) = 0 ,
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com µ∗ ≥ 0. Das condições KKT se deduz que f(x∗) = ℓ(x∗, λ∗, µ∗).

Logo, (x∗, λ∗, µ∗) é um ponto fact́ıvel para o problema dual (3.2.3).
Suponhamos que (x, λ, µ) seja um outro ponto fact́ıvel para (3.2.3). Então:

ℓ(x∗, λ∗, µ∗) = f(x∗) +
m∑
i=1

[λ∗]ihi(x∗) +

p∑
i=1

[µ∗]igi(x∗)

= f(x∗)

≥ f(x∗) +
m∑
i=1

λihi(x∗) +

p∑
i=1

µigi(x∗)

= ℓ(x∗, λ, µ).

Como (3.2.1) é um problema de programação convexa, é fácil ver que ℓ,
como função de x, é convexa para µ ≥ 0. Logo, pelo Teorema 3.1.11 e pela
factibilidade dual de (x, λ, µ) segue que

ℓ(x∗, λ, µ) ≥ ℓ(x, λ, µ) +∇xℓ(x, λ, µ)
T (x∗ − x) = ℓ(x, λ, µ) .

Isto completa a prova. QED

Alguns comentários sobre o Teorema 3.2.5 são pertinentes. Este resultado
nos assegura que, se um problema de programação convexa tem um ponto
que satisfaz as condições KKT (que portanto, pelo Teorema 3.1.18, será um
minimizador global), esse ponto necessariamente vai ser um maximizador
global do Dual de Wolfe. Isso não significa que dado um problema de pro-
gramação convexa, uma solução global do dual corresponda forçosamente a
uma solução do primal. No entanto, algumas relações adicionais entre pri-
mal e dual podem ser estabelecidas.

Teorema 3.2.6
Suponhamos que (3.2.1) é um problema de programação convexa.

Se z é um ponto fact́ıvel de (3.2.1) e (x, λ, µ) é um ponto fact́ıvel do
problema dual correspondente (3.2.2), então

f(z) ≥ ℓ(x, λ, µ) .

Prova: Pelo Teorema 3.1.11 aplicado a f e gi, factibilidade de z em relação
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a (3.2.1) e de (x, λ, µ) em relação a (3.2.2), temos que

f(z)− f(x) ≥ ∇f(x)T (z − x)

= −

[
m∑
i=1

λi∇hi(x) +
p∑

i=1

µi∇gi(x)

]T
(z − x)

≥ −
m∑
i=1

λi[hi(z)− hi(x)] +
p∑

i=1

µi[gi(z)− gi(x)]

≥
m∑
i=1

λihi(x) +

p∑
i=1

µigi(x) .

Portanto f(z) ≥ f(x) +
m∑
i=1

λihi(x)] +

p∑
i=1

µigi(x) = ℓ(x, λ, µ), como queria-

mos provar. QED

O Teorema 3.2.6 implica que, se a região fact́ıvel do primal (3.2.1) é não
vazia mas o problema primal é ilimitado inferiormente, necessariamente a
região fact́ıvel do dual é vazia. Reciprocamente, se o dual é um problema
fact́ıvel mas ilimitado superiormente, então a região fact́ıvel do primal é va-
zia. Deste resultado também se deduz que qualquer ponto fact́ıvel do dual
fornece uma cota inferior para o valor da função objetivo numa posśıvel
solução do primal. Esse tipo de informação pode ser muito útil na prática.

Exerćıcio 3.8: Supondo que o primal tem apenas restrições lineares, que
sua região fact́ıvel é vazia e que a região fact́ıvel do dual é não vazia, provar
que o supremo da função objetivo do dual é +∞. (Ver [114].)

Exerćıcio 3.9: Considere o problema definido por n = 1, m = 0, p = 1,
f(x) = 0 e g(x) = ex. Mostrar que o primal é infact́ıvel mas o dual tem
solução finita.

Exerćıcio 3.10: Estabelecer as relações entre o dual de Wolfe e o seguinte
problema

Maximizar F (λ, µ) sujeita a µ ≥ 0,

onde F (λ, µ) é o mı́nimo de ℓ(x, λ, µ), em relação a x ∈ IRn.
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Caṕıtulo 4

Minimização de quadráticas

Uma quadrática é um polinômio em n variáveis com termos até segunda
ordem. A minimização dessas funções tem interesse pelo grande número de
aplicações que recaem nesse formato. Por exemplo, quando para um con-
junto de dados emṕıricos se postula uma relação linear com certos parâmetros
desconhecidos, o problema de ajustar esses parâmetros costuma ser resol-
vido através da minimização da soma dos quadrados dos erros, nesse caso,
uma função quadrática. A soma de quadrados não é melhor que outras me-
didas globais do erro, em termos de qualidade do ajuste. No entanto, é a
medida cuja minimização é mais simples do ponto de vista numérico. De
fato, a minimização de quadráticas é um dos problemas mais fáceis na arte
da otimização, fazendo também com que seja utilizado freqüentemente como
subproblema auxiliar em algoritmos para resolver problemas mais complica-
dos.

4.1 Quadráticas sem restrições

Dada a matriz simétrica G ∈ IRn×n, o vetor b ∈ IRn e a constante c ∈ IR, o
problema tratado nesta seção é:

Minimizar q(x) ≡ 1

2
xTGx+ bTx+ c . (4.1.1)

É fácil ver que o gradiente de q é uma função vetorial linear e que a
Hessiana é uma matriz constante:

Lema 4.1.1
Se q(x) = 1

2x
TGx+bTx+c , então ∇q(x) = Gx+b e ∇2q(x) = G

para todo x ∈ IRn.

39
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Exerćıcio 4.1: Identificar G, b e c nos diferentes casos:
(a) q(x) = 3x21 − 2x1x2 + x1x3 − x23 + x3 − x1 + 5
(b) q(x) = x21 − x22 + 4x1x3 + 2x2x3 + x1 + x2 − 8
(c) q(x) = 2x1x2 + x1 + x2.

Exerćıcio 4.2: Demonstrar o Lema 4.1.1.

Os pontos estacionários de (4.1.1) são aqueles onde se anula o gradiente,
portanto, de acordo com o Lema 4.1.1, são as soluções do sistema linear

Gx+ b = 0. (4.1.2)

Sua existência ou unicidade está determinada pelas propriedades desse sis-
tema.

Lema 4.1.2
(a) O problema (4.1.1) admite algum ponto estacionário se, e

somente se, b ∈ R(G), onde R(G) é o espaço coluna de G.
(b) O problema (4.1.1) admite um único ponto estacionário se, e

somente se, G é não singular.

Exerćıcio 4.3: Demonstrar o Lema 4.1.2.

A equação dos pontos estacionários Gx+ b = 0 pode ter uma, infinitas
ou nenhuma solução. Se (4.1.2) não tem solução, ou seja, b não pertence ao
espaço coluna de G, então (4.1.1) não admite nenhum minimizador, local
ou global. Esse é o caso, por exemplo, quando q é uma função linear não
constante (G = 0 e b ̸= 0). Se (4.1.2) tem solução única, essa solução será
o único ponto estacionário de (4.1.1). No entanto, ele pode ser tanto um
minimizador, como maximizador ou “ponto sela”. Finalmente, se G tem
infinitas soluções, o que acontece quando G é singular e b está no seu espaço
coluna, todas elas serão pontos estacionários e, como veremos, do mesmo
tipo. É interessante observar que um problema com infinitas soluções (G
singular e b ∈ R(G)) pode ser transformado em um problema sem solução
por uma perturbação arbitrariamente pequena no vetor b. Por exemplo, o
sistema linear 0x+0 = 0 tem IRn como conjunto de soluções, mas o sistema
0x + ε = 0 é incompat́ıvel para qualquer ε ̸= 0. Isso mostra que, muitas
vezes, é dif́ıcil distinguir as situações “sem solução”e “infinitas soluções”.
Com efeito, devido a erros de arredondamento, pode ser que o vetor b que,
“na realidade”, estava no espaço coluna de G, fique fora desse subespaço
fazendo que um sistema com infinitas soluções aparente ser incompat́ıvel
nos cálculos numéricos. Também é posśıvel que uma matriz G singular
torne-se inverśıvel , por perturbações de arredondamento, transformando
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um sistema incompat́ıvel, ou indeterminado, em um problema com solução
única. Isso mostra que a situação em que G é “claramente não singular”,
de maneira que pequenas perturbações não alteram essa condição, é muito
mais confortável do ponto de vista da segurança dos cálculos numéricos.

Usando resultados de convexidade do Caṕıtulo 3 e as condições de oti-
malidade de segunda ordem do Caṕıtulo 2, podemos classificar facilmente os
pontos estacionários de (4.1.1). Com efeito, se x∗ é um minimizador local,
necessariamente teremos G = ∇2q(x∗) ≥ 0. Por outro lado, se G ≥ 0, te-
mos que a Hessiana ∇2q(x) é semidefinida positiva para todo x ∈ IRn e, em
conseqüência, q é uma função convexa. Portanto, se G ≥ 0 e x∗ é um ponto
estacionário, necessariamente será um minimizador global. Como o mesmo
tipo de racioćınio pode ser feito para maximizadores, deduzimos que toda
quadrática tem um único tipo de ponto estacionário: minimizadores globais
ou maximizadores globais ou ainda pontos sela, que não são maximizadores
nem minimizadores locais. A prova do seguinte lema mostra que, devido à
simplicidade das funções quadráticas, é fácil obter as conclusões acima sem
apelar para os resultados de convexidade.

Lema 4.1.3
Se G ≥ 0 e x∗ é ponto estacionário de (4.1.1), então x∗ é mini-

mizador global de (4.1.1).

Prova: Seja x∗ ponto estacionário de (4.1.1). Então b = −Gx∗. Logo,

q(x) = 1
2x

TGx+ bTx+ c = 1
2x

TGx− xT∗Gx+ c

= 1
2(x− x∗)

TG(x− x∗)− 1
2x

T
∗Gx∗ + c ≥ −1

2x
T
∗Gx∗ + c

= 1
2x

T
∗Gx∗ − xT∗Gx∗ + c = 1

2x
T
∗Gx∗ + bTx∗ + c = q(x∗) .

Portanto, q(x) ≥ q(x∗) para todo x, ou seja, x∗ é minimizador global de
(4.1.1). QED

Lema 4.1.4
Se (4.1.1) admite um minimizador local, então G ≥ 0.

Corolário 4.1.5
Todo minimizador local de (4.1.1) é global.
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Corolário 4.1.6
Se a matriz G é indefinida, então a quadrática q não tem extremos

locais.

Exerćıcio 4.4: Demonstrar o Lema 4.1.4 e os Corolários 4.1.5 e 4.1.6 sem
usar as condições de otimalidade do Caṕıtulo 2 nem os resultados de conve-
xidade do Caṕıtulo 3.

Um caso especial muito importante da minimização de quadráticas sem
restrições é o problema de quadrados mı́nimos linear. Consiste em, dada
uma matriz A ∈ IRm×n e um vetor b ∈ IRm, encontrar x ∈ IRn de maneira
que Ax se aproxime de b “no sentido dos quadrados mı́nimos”. Isto significa
que x deve ser solução de

Minimizar
1

2
∥Ax− b∥22. (4.1.3)

Em (4.1.3), a fração 1
2 não cumpre nenhum papel, exceto simplificar a ex-

pressão do gradiente e da Hessiana. O problema é equivalente a minimizar
q2(x) ≡ ∥Ax−b∥2, no entanto, a formulação com a norma ao quadrado é pre-
feŕıvel, devido a q2 não ser diferenciável nos pontos x em que [Ax− b]i = 0.
No entanto, (4.1.3) não é equivalente a minimizar outras normas de Ax− b.
Em muitos ajustes de modelos é necessário estimar parâmetros x de maneira
que as observações se aproximem bastante do modelo teórico (Ax ≈ b). A
escolha da norma euclidiana para medir o grau de aproximação se deve, na
maioria dos casos, a que essa norma (ao quadrado) fornece o problema de
otimização mais simples associado ao ajuste desejado. Algumas proprieda-
des básicas do problema de quadrados mı́nimos linear são enunciadas no
seguinte teorema.

Teorema 4.1.7
Se q(x) = 1

2∥Ax− b∥
2
2, onde A ∈ IRm×n,m ≥ n e b ∈ IRm, então

(a) ∇q(x) = AT (Ax− b);
(b) ∇2q(x) = ATA ≥ 0;
(c) As equações normais ATAx = AT b (∇q(x) = 0) sempre têm

solução.
Se posto (A) = n, a solução é única e, se posto (A) < n, há

infinitas soluções.

Exerćıcio 4.5: Demonstrar o Teorema 4.1.7.
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4.1.1 Usando fatorações

A forma mais rude de resolver (4.1.1) parte de considerar a decomposição
espectral de G. (Ver, por exemplo, [51].) Ao mesmo tempo, ela nos dá toda
a informação qualitativa relevante sobre o problema. Com efeito, como G é
uma matriz simétrica, existe uma matriz ortogonal Q (QQT = QTQ = I),
e uma matriz diagonal Σ tais que

G = QΣQT . (4.1.4)

Os autovalores de G, σ1, . . . , σn, são os elementos da diagonal Σ e os autove-
tores correspondentes são as colunas de Q. Assim, a matriz G é semidefinida
positiva se todas as entradas de Σ são não negativas. Se todos os elementos
da diagonal de Σ são maiores que 0, Σ e G são definidas positivas. Por-
tanto, o exame da diagonal Σ fornece a informação sobre o tipo de pontos
estacionários que o problema (4.1.1) pode ter. Se estamos interessados em
minimizadores, e Σ ≥ 0, analisamos o sistema linear Gx + b = 0. Usando
(4.1.4), este sistema toma a forma

QΣQTx = −b, (4.1.5)

que deriva, multiplicando ambos membros por QT = Q−1, em

Σz = −QT b (4.1.6)

onde x = Qz. Agora, (4.1.6) tem solução se, e somente se, um posśıvel zero
na diagonal de Σ corresponde a uma coordenada nula do termo independente
−QT b. Se há um zero na diagonal de Σ, digamos σi, tal que [QT b]i ̸= 0
o sistema (4.1.5) não tem solução, e, conseqüentemente, (4.1.1) carece de
pontos estacionários. (Lembremos, porém, por um instante, a “advertência
numérica”feita acima sobre a falta de estabilidade de conclusões deste tipo.)
Se todos os elementos de Σ são estritamente positivos, (4.1.5) tem solução
única, e o vetor x calculado através de (4.1.6) e a mudança de variáveis
x = Qz é o minimizador global de (4.1.1). Por fim, se o sistema é compat́ıvel,
mas existe i tal que σi = 0 e [QT b]i = 0, teremos infinitas soluções, todas
elas minimizadores globais de (4.1.1). Nesse caso, qualquer que seja o valor
de zi escolhido, o vetor x correspondente resolverá (4.1.5) e o conjunto dos
x varridos dessa maneira formará uma variedade afim em IRn de dimensão
igual ao número de zeros da diagonal de Σ. O leitor verificará que o vetor
de norma mı́nima dessa variedade afim resulta de escolher zi = 0 toda vez
que σi = 0 em (4.1.6).

Quando não existem minimizadores do problema (4.1.1), dado um x
arbitrário pertencente a IRn, é útil determinar uma direção d ∈ IRn tal que

lim
t→∞

q(x+ td) = −∞. (4.1.7)
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Se soubermos achar uma direção que satisfaça (4.1.7) poderemos dizer
que sempre somos capazes de resolver (4.1.1), até quando o mı́nimo é −∞
(e o minimizador é “x+∞d”). Analisemos, pois, esse problema. Se algum
autovalor de G, digamos σi, é menor que 0, tomamos d como o autovetor
correspondente (a coluna i da matriz Q). Então,

q(x+ td) =
1

2
(x+ td)TG(x+ td) + bT (x+ td) + c

= q(x) + t∇q(x)Td+ 1

2
t2dTGd

= q(x) + t∇q(x)Td+ 1

2
σit

2.

Portanto, q(x + td) como função de t é uma parábola côncava (coefici-
ente de segunda ordem negativo) e tende a −∞ tanto para t → ∞ quanto
para t → −∞. Esta escolha de d não é a única que satisfaz (4.1.7). Com
efeito, qualquer direção que cumprisse dTGd < 0 teria a mesma propriedade.
Direções que satisfazem a desigualdade dTGd < 0 se dizem de curvatura ne-
gativa.

Consideremos agora o caso em que Σ ≥ 0 mas existe σi = 0 com [QT b]i ̸=
0. Tomemos, de novo, d a coluna i de Q. Portanto, bTd ̸= 0 e dTGd = 0.
Se bTd > 0, trocamos d por −d, de maneira que sempre podemos supor
bTd < 0. Fazendo o mesmo desenvolvimento que no caso anterior, chegamos
a

q(x+ td) = q(x) + t∇q(x)Td+ 1

2
t2dTGd

= q(x) + t(Gx+ b)Td.

Mas d é um elemento do núcleo de G, portanto xTGd = 0 e

q(x+ td) = q(x) + tbTd.

Logo, q(x+ td) é uma reta com coeficiente angular negativo e tende a −∞
quando t→∞.

A decomposição espectral resolve de maneira totalmente satisfatória o
problema (4.1.1). Porém, seu custo computacional é, freqüentemente, into-
lerável, e a procura de alternativas mais baratas é necessária.

A maneira mais popular de resolver (4.1.1) se baseia na fatoração de
Cholesky de G. Tal procedimento funciona e é estável apenas quando G
é definida positiva. Nesse caso, a matriz G pode ser decomposta como
G = LDLT , onde L ∈ IRn×n é triangular inferior com diagonal unitária e
D ∈ IRn×n é uma matriz diagonal com elementos positivos. A maneira de
encontrar L e D, os fatores de Cholesky, é dada pelo seguinte algoritmo:
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Algoritmo 4.1.8 - Fatoração de Cholesky.
Chamemos gij aos elementos de G, lij aos de L e dij aos de D. Defini-

nindo, primeiro, d11 = g11, as demais entradas de D e L são calculadas pelo
seguinte ciclo.

Para j = 2 a n faça:

djj = gjj −
j−1∑
k=1

dkkl
2
jk

Se j = n, termine. Se j < n, para i = j + 1 a n faça:

lij =
1

djj

(
gij −

j−1∑
k=1

dkkljklik

)
.

O algoritmo de Cholesky termina, produzindoD > 0 (e é numericamente
estável) se, e somente se, G é definida positiva. De fato, a maneira mais
econômica de averiguar se uma matriz simétrica é definida positiva é tentar
fazer sua fatoração de Cholesky. Se G é singular ou indefinida, em algum
momento aparece um djj menor ou igual a 0 no cálculo dessas entradas.

Nos casos em que a fatoração de Cholesky de G é completada com
sucesso, o único minimizador de (4.1.1) é obtido resolvendo LDLTx = −b,
processo que pode ser decomposto em três passos:

(a) resolver Ly = −b;
(b) resolver Dz = y;
(c) resolver LTx = z.
Os três passos são computacionalmente simples: (a) e (c) consistem em

resolver sistemas lineares triangulares, e (b) em dividir cada coordenada de
y pela entrada diagonal dii. Acrescentando a este custo computacional o de
fatorar a matriz pelo Algoritmo 4.1.8, a minimização da quadrática consome
aproximadamente n3/6 somas e produtos.

Quando, no Algoritmo 4.1.8, detectamos que G não é definida positiva,
podemos apelar para o processo muito mais custoso de calcular a decom-
posição espectral. Outras alternativas, baseadas em fatorações mais baratas
que a espectral, foram sugeridas na literatura. Ver, por exemplo, a fatoração
Bunch-Parlett em [10]. Para efeitos práticos, quando se quer resolver (4.1.7)
é, quase sempre, suficiente usar o seguinte problema auxiliar:

Minimizar q(x+ d) sujeita a ∥d∥2 ≤ ∆, (4.1.8)

onde ∆ é um número grande. Este problema pode ser resolvido por meio
de um número não excessivo de fatorações de Cholesky, como veremos na
Seção 4.2.

4.1.2 O caso esparso

A análise teórica feita na sub-seção anterior é válida independentemente da
estrutura da matriz G mas, no Algoritmo 4.1.8, usamos, implicitamente, a
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suposição de que todos as entradas de G e L são armazenadas. Portanto,
esse algoritmo usa mais de n2 posições de memória. QuandoG é esparsa, isto
é, a grande maioria de suas entradas são nulas, é comum que a matriz L de
sua fatoração de Cholesky também o seja. Às vezes, uma permutação con-
veniente de linhas e colunas de G (que corresponde a re-ordenar as variáveis
xi) faz aumentar consideravelmente o grau de esparsidade (ou “diminuir a
densidade”) do fator L. Ver, por exemplo, [30]. A fatoração de Cholesky
de matrizes esparsas procede da mesma maneira que o Algoritmo 4.1.8, mas
toma o cuidado de armazenar apenas os elementos não nulos de G e L, e
evita fazer operações com zeros. Dessa maneira, não apenas a memória,
mas também o tempo computacional pode diminuir muito e a economia é
bastante significativa quando n é grande. Agora, se a fatoração de Cholesky
falha, e nos interessa obter uma direção que satisfaça (4.1.7), apelar para
a fatoração espectral é quase sempre imposśıvel, porque a matriz Q desta
fatoração é geralmente densa, independentemente da esparsidade de G. No
entanto, ainda podemos obter uma direção satisfatória, em termos práticos,
usando o subprobema (4.1.8).

Exerćıcio 4.6: Obter um exemplo onde G é esparsa mas sua fatoração de
Cholesky é densa e um exemplo onde G é esparsa, sua fatoração de Cholesky
é esparsa mas sua fatoração espectral é densa.

4.1.3 Métodos iterativos

Os métodos baseados em fatorações, chamados diretos, calculam a solução
de (4.1.1) em um único passo, através de um processo relativamente tra-
balhoso. Os métodos iterativos, estudados nesta seção, procedem, pelo
contrário, computando uma seqüência de aproximações xk ∈ IRn. A pas-
sagem de um iterando para o seguinte se faz através de um conjunto de
operações geralmente barato e a solução é obtida depois de um número fi-
nito de passos, ou no limite. Existem várias situações nas quais se justifica
o uso de métodos iterativos. Às vezes, o problema é suficientemente fácil e
pouqúıssimas iterações do método podem fornecer uma aproximação muito
boa da solução. Nesse caso, minimizaŕıamos a quadrática com um custo
muito baixo, em contraste com os métodos baseados em fatorações, que tem
um custo fixo, independentemente da dificuldade do problema. Outras ve-
zes, a precisão requerida para a solução de (4.1.1) é moderada, e pode ser
atingida com poucos passos do método iterativo.

No entanto, a principal razão pela qual se utilizam métodos iterativos é
outra, e se deve a uma caracteŕıstica da maioria desses métodos que não está,
forçosamente, ligada à recursividade. Com efeito, no processo da fatoração
de uma matriz, precisamos usar, por um lado, a memória necessária para
armazenar seus elementos e, por outro lado, a necessária para armazenar os
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fatores. Esta última é variável e pode exceder em muito a usada para guardar
os dados (embora, naturalmente, certo grau de superposição é posśıvel).
Como vimos acima, no caso extremo, os fatores de uma matriz esparsa
podem ser densos. Além disso, o tempo usado na fatoração cresce com o
número de elementos não nulos dos fatores. Uma estimativa grosseira é que o
tempo de fatoração é proporcional a n×|L|, onde |L| é o número de elementos
não nulos do fator. Logo, se n é muito grande e as condições para a fatoração
não são favoráveis, tanto o tempo quanto a memória necessária podem ser
intoleráveis. Por outro lado, a memória usada pelos métodos iterativos é, em
geral, muito moderada. Muitas vezes ela é apenas a usada para armazenar os
elementos não nulos de G e alguns vetores adicionais, mas, freqüentemente,
até menos que isso é preciso. De fato, a operação fundamental realizada por
muitos métodos é o produto Gv da matriz por um vetor variável. Quando
G tem uma lei de formação, esse produto matriz-vetor pode ser programado
sem armazenamento expĺıcito dos elementos de G, isto é, apenas gerando o
elemento [G]ij quando é necessário usá-lo. Existem também métodos que
podem ser implementados com geração de [G]ij apenas quando é necessário,
e onde a operação básica não é o produto Gv.

O método dos gradientes conjugados [63] é o usado mais freqüentemente
para resolver (4.1.1). Para motivá-lo, falaremos antes do método de máxima
descida. Nesta seção, usaremos a notação g(x) = ∇q(x) = Gx + b e ∥ · ∥
será sempre a norma euclidiana. A direção d̄ = −g(x)/∥g(x)∥ é a de máxima
descida a partir do ponto x. De fato, dada uma direção unitária d ( ∥d∥ = 1)
qualquer, a derivada direcional Ddq(x) é tal que

Ddq(x) = g(x)Td ≥ −∥g(x)∥ = Ddq(x) .

Assim, dentre todas as direções unitárias, a determinada por −g(x) é a que
fornece a menor derivada direcional. Portanto, a função objetivo diminuirá
se avançarmos nessa direção, e a máxima diminuição será obtida minimi-
zando, ao longo dela, a quadrática q. Isto sugere o seguinte método iterativo:

Algoritmo 4.1.9 - Máxima descida
Seja x0 ∈ IRn, x0 arbitrário.
Dado xk ∈ IRn, defina dk = −g(xk) e, se posśıvel, calcule xk+1 minimi-

zador de q(xk + αdk), para α ≥ 0.

Exerćıcio 4.7: Demonstrar que, se dTkGdk > 0, existe uma fórmula fechada

para o passo ótimo no Algoritmo 4.1.9: αk =
dTk dk

dTkGdk
. Provar que as direções

de duas iterações consecutivas são ortogonais.

Infelizmente, além do método de máxima descida não produzir a solução
do problema em um número finito de iterações, como as direções consecu-
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tivas por ele geradas são ortogonais, o método “anda em ziguezague”o que,
certamente, nunca é a melhor forma de se acercar de um objetivo. Este
comportamento se torna mais desfavorável à medida que as superf́ıcies de
ńıvel de q se tornam mais alongadas, o que corresponde a um número de
condição grande da matriz G. De fato, a velocidade de convergência deste
método depende fortemente da razão entre o maior e o menor autovalor de
G. Ver [69]. Nos últimos anos foram introduzidas variações do método de
máxima descida onde se conserva o uso das direções dos gradientes mas é
mudado o cálculo do passo, com substanciais ganhos de eficiência. Ver [4],
[94], [40].

Vamos introduzir o método dos gradientes conjugados como uma espécie
de “método de máxima descida com memória”. Assim como o método de
máxima descida minimiza q na direção −g(x0), depois na direção de −g(x1)
etc., o método de gradientes conjugados começará minimizando q na direção
−g(x0), mas depois o fará no plano gerado por −g(x0) e −g(x1), depois no
subespaço gerado por −g(x0), −g(x1) e −g(x2) e assim por diante. Usando a
notação Span{u1, . . . uν} para o subespaço gerado pelos vetores u1, . . . , uν ,
apresentamos no Algoritmo 4.1.10 uma primeira descrição geométrica do
método dos gradientes conjugados. Nenhuma hipótese adicional sobre a
matriz G é assumida além da simetria.

Algoritmo 4.1.10
Começamos o algoritmo com x0 ∈ IRn arbitrário. Dado xk ∈ IRn,

definimos
Sk = Span{−g(x0), . . . ,−g(xk)}

e
Vk = x0 + Sk = {v ∈ IRn | v = x0 + w com w ∈ Sk}.

Consideramos o problema

Minimizar q(x) sujeita a x ∈ Vk. (4.1.9)

Se (4.1.9) não tem solução, o algoritmo pára “por inexistência de mı́nimo”.
Caso contrário, definimos xk+1 como uma das soluções de (4.1.9). (Mais
tarde, provaremos, que, de fato, (4.1.9) não pode ter mais de uma solução.)

À primeira vista, o Algoritmo 4.1.10 pode parecer pouco prático, pois
exige a minimização da quadrática q(x) em variedades de dimensão cada vez
maior. Logo, no último caso, estaremos minimizando q em todo IRn (afinal
de contas, nosso problema original). No entanto, veremos que os cálculos
necessários para computar os sucessivos iterandos são surpreendentemente
simples e sem requerimentos de memória. Mais surpreendente é o fato de
que, recentemente, foram desenvolvidos métodos iterativos para resolver sis-
temas lineares não simétricos baseados na idéia desse algoritmo, onde os
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cálculos das iterações não se simplificam, mas que, mesmo assim, parecem
ser extremamente eficientes. Ver [101].

Vamos analisar algumas propriedades do Algoritmo 4.1.10. Para sim-
plificar a notação, escreveremos, de agora em diante, gk = g(xk) e sk =
xk+1 − xk, para todo k = 0, 1, 2, . . .. Da condição de otimalidade para mi-
nimização com restrições de igualdade, ou da condição de primeira ordem
por curvas, dadas no Caṕıtulo 2, se deduz que, se xk+1 está definido, gk+1 é
ortogonal a Sk. Se, nesse caso, gk+1 ̸= 0, deduzimos que gk+1 não pode ser
combinação linear de g0, g1, . . . , gk, portanto, com breve racioćınio indutivo,
conclúımos que o conjunto {g0, g1, . . . , gk+1} é linearmente independente.

Por construção, sk pertence a Sk, o subespaço gerado por {g0, g1, . . . , gk},
para todo k. Portanto,

Span{s0, s1, . . . , sk} ⊂ Sk.

Vamos provar, por indução, que a inclusão contrária também é verdadeira.
Suponhamos, por hipótese indutiva, que

Sk ⊂ Span{s0, s1, . . . , sk}.

Provaremos que

Sk+1 ⊂ Span{s0, s1, . . . , sk+1}. (4.1.10)

Se gk+1 = 0 isto é trivial. Se gk+1 ̸= 0, então, como a derivada dire-
cional de q na direção de −gk+1 é negativa, se deduz que, tomando z =
xk+1 − tgk+1 ∈ Vk+1 com t positivo e suficientemente pequeno, podemos
obter q(z) < q(xk+1). Como xk+2 é minimizador em Vk+1, temos que
q(xk+2) < q(xk+1). Isto implica que xk+2 /∈ Vk, já que xk+1 era minimi-
zador em Vk. Portanto sk+1 não pertence a Sk+1. Isso implica que sk+1 é
linearmente independente de g0, g1 . . . gk. Portanto, o coeficiente correspon-
dente a gk+1 de sk+1 como combinação de g0, . . . , gk+1 não pode ser nulo.
Portanto, gk+1 é combinação de g0, . . . , gk, sk+1. Logo, da hipótese indutiva
se obtem (4.1.10).

O resultado a seguir estabelece a terminação finita do Algoritmo 4.1.10.
Mais precisamente, provaremos que existem duas possibilidades: que, em al-
gum momento, o algoritmo pare “por inexistência”de minimizador de q(x)
em Vk ou que, em um número finito de passos (menor ou igual a n), encontre
uma solução do sistema linear Gx + b = 0. Quando G é definida positiva
ou quando G é semidefinida positiva mas b ∈ R(G), os minimizadores dos
problemas (4.1.9) sempre existem. Portanto, nesses casos, o algoritmo ter-
mina com uma solução de Gx+ b = 0, que, necessariamente, é minimizador
global de (4.1.1). Se b /∈ R(G), não existem soluções de (4.1.2). Logo, nesse
caso, o teorema afirma que o algoritmo pára por inexistência de mı́nimo de
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(4.1.9) em alguma iteração k. Agora, se b ∈ R(G) mas G tem algum au-
tovalor negativo, as duas possibilidades permanecem: que seja encontrada
uma iteração que resolva (4.1.2) (ponto cŕıtico de (4.1.1)) ou que o algoritmo
pare por inexistência de minimizadores de (4.1.9).

Teorema 4.1.12
Se o Algoritmo 4.1.10 não pára “por inexistência de mı́nimo”,

então existe k ≤ n tal que xk é uma solução do sistema (4.1.2) (ponto
estacionário de (4.1.1)).

Prova: Suponhamos que o Algoritmo 4.1.10 não pare por inexistência de
mı́nimo. Então, para cada iteração k em que gk+1 é não nulo, temos que

dim(Vk+1) = dim(Vk) + 1.

Portanto, se chegamos a completar n iterações com gradientes não nulos,
teremos dim(Vn−1) = n. Isso implica que Vn−1 = IRn e, portanto, xn é
solução de (4.1.1). QED

O resultado a seguir estabelece uma propriedade importante satisfeita
pelos incrementos sk, conhecida como G-conjugação ou G-ortogonalidade. A
denominação gradientes conjugados tem como origem o fato deste método
se basear em direções G-conjugadas.

Teorema 4.1.13
Se {xk} é uma seqüência gerada pelo Algoritmo 4.1.10, os incre-

mentos sk = xk+1 − xk, k = 0, 1, . . . são G-conjugados, isto é, para
todo k ≥ 1 vale

sTj Gsk = 0 , j = 0, 1, . . . , k − 1. (4.1.11)

Mais ainda, se g0, g1, . . . , gk−1 são não nulos e xk está bem definido,
então

sTj Gsj > 0 para todo j = 0, 1, . . . , k − 1. (4.1.12)

Prova: Já sabemos que gk+1 ⊥ Sk = Span{g0, g1, . . . , gk} = Span{s0, . . . , sk}.
Então,

gk+1 ⊥ sj , j = 0, 1, . . . , k. (4.1.13)

Agora, pela definição de sk, e por cálculos elementares,

gk+1 = gk +Gsk. (4.1.14)
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Pré-multiplicando (4.1.14) por sTj , para j = 0, . . . , k − 1, por (4.1.13)
segue-se (4.1.11).

Agora provaremos (4.1.12). Se gj ̸= 0, temos que xj+1 está bem defi-
nido, e não pertence a Vj−1, portanto sj ̸= 0 e gTj sj < 0. Mas, pela definição
de xj+1, t = 1 deve ser minimizador de q(xj + tsj). Como esta função de
t é uma parábola, para que exista um minimizador há duas possibilida-
des, ou é constante ou o coeficiente de segunda ordem é maior que 0. Mas
d
dtq(xj + tsj) = gTj sj < 0 em t = 0, portanto a parábola não é constante.

Como o coeficiente de segunda ordem é sTj Gsj/2, segue-se (4.1.12). QED

Se xk+1 está bem definido, os resultados anteriores garantem que existem
λ0, λ1 . . . λk−1, λ tais que λ ̸= 0,

sk = λ0s0 + . . .+ λk−1sk−1 − λgk,

e os incrementos sj são conjugados. Definindo dk = sk/λ, deduzimos que
existem escalares ω0, . . . , ωk−1 tais que

dk = −gk + ω0s0 + . . .+ ωk−1sk−1.

Pre-multiplicando ambos membros por sTj G, j = 0, 1, . . . , k − 1, e usando a
conjugação dos sj , obtemos

0 = sTj Gdk = −sTj Ggk + ωjs
T
j Gsj ,

ou seja, usando que sTj Gsj > 0,

ωj =
gTk Gsj

sTj Gsj
, para j = 0, 1, . . . , k − 1.

Assim, comoGsj = gj+1−gj , temos que gTk Gsj = 0 para j = 0, 1, . . . , k−
2. Logo, ωj = 0 para j = 0, 1, . . . , k − 2 e, conseqüentemente,

dk = −gk + ωk−1sk−1 = −gk +
gTk Gsk−1

sTk−1Gsk−1
sk−1. (4.1.15)

Por fim, como xk+1 deve ser o minimizador de q ao longo da reta que
passa por xk, com direção dk, obtemos

xk+1 − xk = sk = −
dTk gk

dTkGdk
dk. (4.1.16)

Antes de organizar um pouco melhor as fórmulas (4.1.15) e (4.1.16),
vamos refletir sobre o significado das mesmas em relação ao Algoritmo 4.1.10.
O fato mais relevante mostrado por essas expressões é que o cálculo de xk+1,
quando esse ponto está bem definido, depende apenas do incremento anterior
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sk−1, e do gradiente atual gk. Ou seja, a minimização de q na variedade Vk
pode ser efetuada, contrariamente à intuição inicial, com trabalho e memória
mı́nimos. Além disso, mostramos que a expressão obtida para sk é única,
eliminando a aparente liberdade existente na escolha do minimizador em Vk
no Algoritmo 4.1.10.

Lembrando que Gsk−1 = gk − gk−1, e gk ⊥ gk−1, da fórmula (4.1.15) se
deduz que

dk = −gk −
gTk gk

sTk−1gk−1
sk−1 = −gk −

gTk gk

dTk−1gk−1
dk−1. (4.1.17)

Além disso, como dk−1 é a soma de −gk−1 mais uma combinação dos
gradientes anteriores, e esses gradientes são ortogonais a gk−1, (4.1.17) toma
a forma

dk = −gk + βk−1dk−1, onde βk−1 =
gTk gk

gTk−1gk−1
. (4.1.18)

Finalmente, usando, também, que sk é combinação de −gk e dos gradi-
entes anteriores, a fórmula (4.1.16) deriva em

xk+1 = xk + αkdk onde αk =
gTk gk

dTkGdk
. (4.1.19)

As expressões (4.1.18) e (4.1.19) descrevem o algoritmo de gradientes
conjugados de maneira mais operativa. Para fixar idéias, enunciamos de
novo o Algoritmo 4.1.10 de maneira computacionalmente adequada.

Algoritmo 4.1.14 - Gradientes conjugados

Começamos com x0 arbitrário e d0 = −g(x0). Dados xk, gk e dk ∈ IRn, a
seqüência de pontos xk (a mesma definida no Algoritmo 4.1.10) é obtida da
seguinte maneira:

Se gk = 0, pare declarando convergência. Se dTkGdk ≤ 0 pare decla-
rando inexistência de mı́nimo de (4.1.9). Se gk ̸= 0 e dTkGdk > 0 calcule

xk+1 = xk + αkdk , (4.1.20)

onde αk =
gTk gk

dTkGdk
; (4.1.21)

gk+1 = gk + αkGdk ; (4.1.22)

dk+1 = −gk+1 + βkdk , (4.1.23)

onde βk =
gTk+1gk+1

gTk gk
. (4.1.24)
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É interessante observar que nos casos em que o algoritmo pára por ine-
xistência de mı́nimo, o vetor dk fornece uma direção ao longo da qual q tende
a −∞. Com efeito, se dTkGdk < 0, a parábola q(xk + tdk) tem coeficiente
de segunda ordem menor que 0 e, em conseqüência, tende a −∞ nos dois
sentidos posśıveis. Se dTkGdk = 0 a expressão (4.1.23) mostra que a derivada
direcional ao longo de dk é negativa e a parábola q(xk+ tdk) é, na realidade,
uma reta decrescente. Portanto, a função tende a −∞ quando t→∞.

Com base nos resultados anteriores sabemos que, no máximo em n pas-
sos, o método dos gradientes conjugados encontra uma solução do sistema
linear (4.1.2) ou uma direção ao longo da qual a quadrática tende a −∞.
Veremos agora que, muitas vezes, o número necessário de passos é bem me-
nor.

Teorema 4.1.15
O “subespaço de Krylov”da matriz G, definido por

K(G, g0, k) = Span{g0, Gg0, . . . , Gk−1g0},

coincide com Sk.

Prova: A prova é feita por indução. Para k = 1, o resultado claramente
vale. Suponhamos que Sk = Span{g0, Gg0, . . . , Gk−1g0} e vamos mostrar
que Sk+1 = Span{g0, Gg0, . . . , Gkg0}. Por (4.1.22), gk = gk−1+αk−1Gdk−1.
Pela hipótese de indução e pelo fato de que Sk = Span{g0, . . . , gk−1} =
Span{d0, . . . , dk−1}, tanto gk−1 quantoGdk−1 pertencem a Span{g0, . . . , Gkg0}.
Além disso, gk ̸∈ Sk pois senão gk = 0, já que gTk dj = 0 , j = 0, . . . , k − 1.
Portanto, Sk+1 = Span{g0, Gg0, . . . , Gkg0}, o que completa a prova. QED

Lema 4.1.16
A dimensão de Sk é, no máximo, o número de autovalores dis-

tintos da matriz G.

Prova: Seja QΣQT a decomposição espectral da matriz G e chamemos
v = QT g0. Então, pelo Teorema 4.1.15,

Sk = Span{g0, Gg0, . . . , Gk−1g0}
= Span{QQT g0, QΣQT g0, . . . , QΣk−1QT g0}
= Span{Qv,QΣv, . . . , QΣk−1v} .

Portanto, a dimensão de Sk é a mesma que a do subespaço Span{v,Σv, . . . ,Σk−1v}
e é fácil ver que esta dimensão não pode exceder o número de autovalores
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distintos de G (elementos da diagonal de Σ). QED

Com base no Lema 4.1.16, a terminação finita do Algoritmo 4.1.10 pode
ser reescrita da seguinte forma:

Teorema 4.1.17
O método de gradientes conjugados aplicado ao problema (4.1.1)

encontra uma solução do sistema Gx+ b = 0 ou calcula uma direção
ao longo da qual a quadrática tende a −∞ em no máximo p passos,
onde p é o número de autovalores distintos de G.

Apesar do resultado estabelecido no Teorema anterior, o método dos gra-
dientes conjugados pode ser intoleravelmente lento em problemas de grande
porte, se os autovalores diferentes são muitos, ou se o número de condição da
matriz é grande. Por exemplo, nas matrizes provenientes de discretizações da
equação de Laplace, à medida que o número de pontos cresce, o número de
condição de G também aumenta muito e os autovalores são todos diferentes.
Nesses casos, estratégias para acelerar o método tornam-se necessárias. Tra-
dicionalmente, o que se faz é construir um problema equivalente ao original
mas que seja mais favorável para o método, isto é, no qual a matriz Hessi-
ana tenha um menor número de autovalores distintos e/ou tenha número de
condição menor. Tal estratégia é conhecida por precondicionamento.

Vamos supor que, de alguma forma, conhecemos uma matriz H “pa-
recida” com G e que H é simétrica definida positiva. Suponhamos que a
decomposição espectral de H é H = QΣQT . Então, H− 1

2 = QΣ− 1
2QT e

a matriz H− 1
2GH− 1

2 estaria muito “próxima” da matriz identidade. Desta
forma, H seria um precondicionador adequado, já que o problema original
(4.1.1) ficaria equivalente ao seguinte problema precondicionado:

Minimizar
1

2
wTH− 1

2GH− 1
2w + dTw + c

onde w = H
1
2x, d = H− 1

2 b e o sistema H− 1
2GH− 1

2w+ d = 0 teria resolução
fácil pois H− 1

2GH− 1
2 ≈ I.

A arte do precondicionamento consiste em encontrar H parecida com G
de maneira que tanto H quanto H−1 sejam fáceis de calcular. Um precondi-
cionador clássico é tomar H como a diagonal de G. Também é usual adotar
H como uma “fatoração de Cholesky incompleta”de G.

Exerćıcio 4.8: Reescrever as fórmulas do Algoritmo 4.1.14 incorporando
precondicionamento e trabalhando com as variáveis originais. Ver [51].
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4.2 Quadráticas em bolas

Nesta seção consideramos o seguinte problema:

Minimizar q(x) = 1
2x

TGx+ bTx+ c
∥x∥ ≤ ∆

(4.2.1)

onde G = GT ∈ IRn×n, b ∈ IRn, c ∈ IR,∆ > 0 e ∥ · ∥ = ∥ · ∥2, convenção
adotada daqui em diante.

Contrariamente a (4.1.1), este problema sempre tem solução, já que as
quadráticas são funções cont́ınuas e a região fact́ıvel de (4.1.11) é uma bola
fechada, portanto, um compacto de IRn. Vimos na Seção 4.1 que, quando
(4.1.1) não tem solução, existem pontos de IRn ao longo dos quais a função
tende a −∞. Portanto, nesse caso, se chamamos x̄(∆) a uma solução de
(4.2.1), teremos

lim
∆→∞

q(x̄(∆)) = −∞.

Além disso, é óbvio que q(x̄(∆)) é não crescente como função de ∆. Logo,
uma solução de (4.2.1) para ∆ grande fornece uma boa aproximação para
uma direção d que verifica (4.1.7).

O estudo do problema (4.2.1) se originou em certos subproblemas que apare-
cem na minimização irrestrita de funções gerais, como veremos no caṕıtulo 7.
Entretanto, recentemente, alguns autores utilizaram (4.2.1) como uma ma-
neira de “regularizar”o problema de minimizar uma quadrática irrestrita. A
idéia é que, quando G é muito mal condicionada, a solução exata de (4.1.1)
carece de sentido, por ser extremamente senśıvel aos erros dos dados, ou ao
arredondamento. Por outro lado, o problema (4.2.1) é bem condicionado
se ∆ não é grande. Portanto, substituir (4.1.1) por (4.2.1) representa um
certo sacrif́ıcio em termos do erro no reśıduo do sistema (4.1.2), mas freqüen-
temente compensado por uma maior estabilidade. Ver [109], [112], [60], [77].

A estrutura muito especial do problema (4.2.1) proporciona caracte-
rizações dos minimizadores muito mais poderosas que no caso geral de mi-
nimização restrita. No caso geral, um minimizador deve ser um zero do
gradiente do Lagrangiano e a Hessiana desta função deve ser semidefinida
positiva num certo subespaço tangente (cf. caṕıtulo 2). No seguinte teorema
mostramos que, num minimizador global de (4.2.1), a Hessiana do Lagran-
giano deve ser semidefinida positiva globalmente, e não apenas restrita a um
subespaço. Ver [46], [106].
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Teorema 4.2.1
Se z é solução de (4.2.1), então z é solução da equação

(G+ µI)z = −b (4.2.2)

com µ ≥ 0, µ(zT z −∆2) = 0 e (G+ µI) ≥ 0.

Prova: O problema (4.2.1) é equivalente a

Minimizar q(x)
xTx ≤ ∆2 .

(4.2.3)

Como z é solução de (4.2.1), z satisfaz as condições KKT para (4.2.3),
isto é, existe µ ≥ 0 tal que Gz + b+ µz = 0 e µ(zT z −∆2) = 0. Portanto, z
e µ verificam (4.2.2).

Para vermos que G + µI ≥ 0, suponhamos inicialmente que z ̸= 0.
Como z é solução de (4.2.1), z também é minimizador global de q(x) sujeita
a ∥x∥ = ∥z∥. Então

q(x) ≥ q(z) para todo x tal que ∥x∥ = ∥z∥ . (4.2.4)

Substituindo (4.2.2) em (4.2.4), temos

1

2
xTGx− zT (G+ µI)x ≥ 1

2
zTGz − zT (G+ µI)z . (4.2.5)

Rearranjando (4.2.5), segue que

1

2
(x− z)T (G+ µI)(x− z) ≥ 0

para todo x tal que ∥x∥ = ∥z∥. Como z ̸= 0, as direções x − z tais que
∥x∥ = ∥z∥ envolvem todas as direções do espaço exceto as ortogonais a z.
Agora, qualquer vetor ortogonal a z é o limite de uma seqüência de vetores
vk para os quais, neste caso vTk (G+µI)vk ≥ 0. Portanto, passando ao limite,
a expressão vT (G+ µI)v ≥ 0 vale também para os vetores v ortogonais a z.
Portanto, G+ µI ≥ 0.

Se z = 0, por (4.2.2) temos b = 0. Então z = 0 é solução de

Minimizar
1

2
xTGx+ c sujeita a ∥x∥ ≤ ∆,

e, pelo Lema 4.1.4, G ≥ 0 e vT (G + µI)v ≥ 0 vale para todo v ∈ IRn com
µ = 0. QED

O próximo resultado fornece condições suficientes que garantem que z é
solução de (4.2.1).
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Teorema 4.2.2
Sejam µ ∈ IR e z ∈ IRn tais que

(G+ µI)z = −b com (G+ µI) ≥ 0. (4.2.6)

(a) Se µ = 0 e ∥z∥ ≤ ∆ então z é solução de (4.2.1).
(b) Se ∥z∥ = ∆ então z é solução de

Minimizar q(x) sujeita a ∥x∥ = ∆.

(c) Se µ ≥ 0 e ∥z∥ = ∆ então z é solução de (4.2.1).
Além disso, se G+ µI > 0, então z é única em (a), (b) e (c).

Prova: Se µ e z satisfazem (4.2.6), z é minimizador da quadrática

q̂(x) =
1

2
xT (G+ µI)x+ bTx+ c.

Logo,

1

2
xT (G+ µI)x+ bTx+ c ≥ 1

2
zT (G+ µI)z + bT z + c (4.2.7)

para todo x ∈ IRn.
De (4.2.7) segue que

q(x) ≥ q(z) + µ

2
(zT z − xTx) (4.2.8)

para todo x ∈ IRn.
As afirmações (a), (b) e (c) são conseqüências imediatas de (4.2.8). A

unicidade segue de (4.2.7) pois se G+ µI > 0, a desigualdade é estrita para
x ̸= z. QED

Os teoremas acima mostram que, se existe uma solução z do problema
(4.2.1) situada na fronteira da bola, ela deve satisfazer, com seu multiplica-
dor correspondente µ, as seguintes equações:

(G+ µI)z = −b, ∥z∥ = ∆. (4.2.9)

Além disso, µ ≥ 0 e G + µI ≥ 0. Soluções de (4.2.1) no interior da bola
só podem existir se G é semidefinida positiva e, nesse caso, z, com norma
menor que ∆, deve ser solução de (4.1.2).

Se σ1 ≤ . . . ≤ σn são os autovalores de G, a condição G + µI ≥ 0 é
equivalente a µ ≥ −σ1. Assim, as duas limitações sobre o multiplicador µ,
para detectar soluções na fronteira, se resumem em

µ ≥ máximo {0,−σ1}. (4.2.10)
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Portanto, para encontrar as soluções de (4.2.1) na superf́ıcie da bola de
uma maneira ingênua, dividimos o problema em duas questões:

(a) Existem soluções com µ > −σ1?
(b) −σ1 é solução de (4.2.9)?

A segunda questão pode ser eliminada se σ1 > 0, ou seja, se G é definida
positiva.

Examinemos a questão (a). Na região µ > −σ1 o sistema (G+µI)z = b
tem como solução única z = −(G + µI)−1b já que, neste caso, G + µI é
inverśıvel. Portanto, encontrar µ > −σ1 satisfazendo (4.2.9) é equivalente a
resolver

∥(G+ µI)−1b∥ = ∆. (4.2.11)

ou

φ(µ) = ∆2, (4.2.12)

onde φ(µ) ≡ ∥(G + µI)−1b∥2. Parece bastante relevante, em conseqüência,
estudar a forma da função univariada φ(µ). Consideremos a decomposição
espectralG = QΣQT , ondeQ = (v1, . . . , vn), vi ∈ IRn e Σ = diag (σ1, . . . , σn).
Pela invariância da norma euclidiana sob transformações ortogonais, a função
φ(µ) pode ser escrita como:

φ(µ) = dT (Σ + µI)−2d =

n∑
i=1

d2i
(σi + µ)2

, (4.2.13)

onde d = QT b. A expressão (4.2.13) revela que

lim
µ→∞

φ(µ) = 0. (4.2.14)

Ao mesmo tempo,

lim
µ→−σ1+

φ(µ) =∞ (4.2.15)

se, e somente se, di = [QT b]i ̸= 0 para algum i tal que σ1 = σi. Neste caso,
φ(µ) é estritamente decrescente e convexa. Isto significa que, quando b não
é perpendicular ao subespaço de autovetores associado ao menor autovalor
de G, a equação (4.2.12) tem uma única solução para µ > −σ1, qualquer
que seja ∆. Se essa solução µ é maior ou igual a 0, −(G + µI)−1b será o
único minimizador global de (4.2.1).

Quando b é perpendicular ao subespaço de autovetores associado ao
menor autovalor de G a expressão de φ(µ) é

φ(µ) =
n∑

i=ν

d2i
(σi + µ)2

,
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onde ν é o ı́ndice do menor autovalor diferente de σ1. Portanto, nesse caso,

φ(−σ1) =
n∑

i=ν

d2i
(σi − σ1)2

,

e uma única solução de (4.2.12) maior que −σ1 existirá se, e somente se,
φ(−σ1) > ∆. Quando isso acontece, a função φ também é convexa e estri-
tamente decrescente.

A análise acima esgota o exame da existência de soluções de (4.2.12)
maiores que −σ1. Suponhamos agora que existe z na fronteira da bola
tal que (G− σ1I)z = −b. A matriz G− σ1I é singular, portanto o sistema
considerado tem infinitas soluções, e podemos considerar a solução de norma
mı́nima x†. Usando a decomposição espectral, temos

(Σ− σ1I)QTx† = −QT b = −d,

ou seja
(σi − σ1)[QTx†]i = −di para i = ν, . . . , n. (4.2.16)

Os graus de liberdade da equação (4.2.16) são usados, na solução de norma
mı́nima, escolhendo

[QTx†]i = 0, para i = 1, . . . , ν − 1. (4.2.17)

De (4.2.16) e (4.2.17) é fácil deduzir que

lim
µ→−σ1

−(G+ µI)−1b = x†

e, portanto,
lim

µ→−σ1

φ(µ) = ∥x†∥2 ≤ ∆2.

Portanto, neste caso, não pode haver nenhuma solução de (4.2.12) com µ
maior que −σ1.

Resumindo, a existência de um minimizador global na fronteira com
multiplicador maior que −σ1 é incompat́ıvel com a existência de outro mi-
nimizador global com o multiplicador igual a −σ1. Pelo exposto, vemos
que, para que −σ1 seja o multiplicador ótimo, b deve ser ortogonal ao su-
bespaço de autovetores associado a σ1. Para encontrar, nesse caso, um
minimizador global pode-se proceder encontrando uma solução qualquer de
(G − σ1I)x = −b, um autovetor v associado a −σ1 e, finalmente, um ele-
mento da fronteira da bola com a forma x+ tv.

O exposto acima mostra que, possuindo a decomposição espectral de
G, resolver o problema (4.2.1) carece de segredos. Como em geral a de-
composição espectral é computacionalmente cara, procura-se desenvolver
algoritmos que a evitem. Via de regra, esses algoritmos resolvem a equação
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(4.2.12) calculando φ mediante uma fatoração de Cholesky de G+ µI para
cada tentativa µ. Ver [81]. Mais precisamente, resolve-se a equação

1

∥(G+ µI)−1b∥
=

1

∆

que é mais favorável à aplicação do método de Newton para achar zeros de
funções que (4.2.11). Ver [95], [59]. Agora, o caso em que o multiplicador
ótimo é −σ1, ou está próximo desse valor cŕıtico é complicado numerica-
mente, motivo pelo qual é conhecido como “hard case”na literatura. Atual-
mente trabalha-se intensamente em métodos para resolver (4.2.1) que usem
métodos iterativos lineares, em vez de fatorações de matrizes. Ver [107],
[102], [116].

Exerćıcio 4.9: Estabelecer e provar rigorosamente as propriedades de φ e
suas derivadas primeira e segunda. Provar que o número total de pontos
estacionários de (4.2.1) na fronteira da bola é menor ou igual a 2× q, onde
q é o número de autovalores distintos de G.

Exerćıcio 4.10: Estudar as propriedades da função 1/φ1/2 usada para en-
contrar efetivamente o multiplicador associado a uma solução de (4.2.1).

4.3 Quadráticas em caixas

Em muitos problemas práticos em que se deseja ajustar um modelo linear
a um conjunto de dados emṕıricos, os parâmetros desconhecidos tem sen-
tido f́ısico apenas em uma determinada região do espaço. Nesses casos, em
vez de um problema puro de quadrados mı́nimos teremos um problema de
quadrados mı́nimos com restrições. A situação mais comum é quando cada
parâmetro não pode ser inferior a determinada cota, nem superior a outra.
Nesse caso, o conjunto de restrições toma a forma

li ≤ xi ≤ ui para todo i = 1, . . . , n,

ou, mais brevemente,
l ≤ x ≤ u.

O conjunto Ω ⊂ IRn formado pelos pontos que satisfazem essas restrições
se diz uma caixa de IRn, denominação mais confortável que a alterna-
tiva “hiperparaleleṕıpedo”. É conveniente admitir os valores −∞ para
li e +∞ para ui, já que, às vezes, apenas algumas variáveis estão natu-
ralmente limitadas e, outras, a limitação é somente inferior, ou superior.
Em problemas f́ısicos é muito comum que as incógnitas, representando de-
terminados coeficientes, devam ser positivas, em cujo caso Ω é o ortante
{x ∈ IRn | xi ≥ 0, i = 1, . . . , n}.
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Entretanto, como no caso da minimização em bolas, o problema de mini-
mização de quadráticas em caixas não tem interesse apenas por sua aplicação
direta. Como veremos mais adiante, este também é um subproblema muito
utilizado, de maneira iterativa, quando o objetivo último é resolver um pro-
blema mais complicado, por exemplo, a minimização de uma função geral
(não quadrática) numa caixa. Nesses casos, a matriz G será a Hessiana da
função objetivo num ponto dado e, como nada se sabe a priori sobre os au-
tovalores dessa matriz, é importante considerar não apenas o caso convexo,
como também o caso em que a matriz não é semidefinida positiva.

Veremos que, contrariamente à minimização em bolas, em que pod́ıamos
reconhecer perfeitamente um minimizador global mesmo no caso não con-
vexo, os algoritmos práticos que apresentaremos deverão se contentar com
pontos estacionários. Garantir um minimizador global nestes problemas é
posśıvel, mas apenas através de métodos muito caros computacionalmente.
Ver [111].

Nosso problema é, pois,

Minimizar q(x)
sujeita a x ∈ Ω ,

(4.3.1)

onde Ω = {x ∈ IRn | l ≤ x ≤ u , l < u}, q(x) = 1
2x

TGx+ bTx+ c. Se G é se-
midefinida positiva (4.3.1) é um problema convexo e os pontos estacionários
coincidem com os minimizadores globais.

Denotaremos γ = min{ui− li , i = 1, ..., n}. Veremos que, nas operações
em que aparecerá γ, a possibilidade γ = ∞ terá interpretação uńıvoca.
Outra notação útil será ḡ(x) ≡ −∇q(x) ≡ −(Gx + b). Em várias situações
(nas provas teóricas, não no algoritmo) usaremos uma cota superior L > 0
do maior autovalor de G. Teremos assim que, para todo x, z ∈ IRn,

q(z)− q(x)−∇q(x)T (z − x) = 1

2
(z − x)TG(z − x) ≤ L

2
∥z − x∥2. (4.3.2)

Definimos uma face aberta de Ω como um conjunto FI ⊂ Ω, onde I é
um subconjunto (talvez vazio) de {1, 2, . . . , 2n} que não contém simultane-
amente i e n+ i, i ∈ {1, 2, . . . , n}, tal que

FI = {x ∈ Ω | xi = li se i ∈ I, xi = ui se n+ i ∈ I,
li < xi < ui nos outros casos }. (4.3.3)

Por exemplo, se Ω = {x ∈ IR3 | 1 ≤ x1 ≤ 5, 2 ≤ x2} teremos F{1,2} =
{x ∈ IR3 | x1 = 1, x2 = 2}, F{4} = {x ∈ IR3 | x1 = 5, 2 < x2}, F∅ = {x ∈
IR3 | 1 < x1 < 5, 2 < x2} e assim por diante. Claramente, faces abertas
correspondentes a sub-́ındices diferentes são disjuntas (I ̸= J implica que
a intersecção entre FI e FJ é vazia) e Ω é a união de todas as suas faces
abertas.
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Chamamos F̄I o fecho de cada face aberta, V (FI) a menor variedade afim
que contém FI , S(FI) o subespaço paralelo a V (FI) e dim FI a dimensão
de S(FI). É fácil ver que dim FI = n − |I|, onde |I| denota o número
de elementos de I, ou, em linguagem equivalente, o número de restrições
(ou “canalizações”) ativas nos pontos de FI . Lembrando termos usados no
Caṕıtulo 2, podemos verificar também que todos os pontos de uma caixa Ω
são regulares.

Para cada x ∈ Ω definimos o gradiente projetado negativo, ou “vetor de
Cauchy”ḡP (x) ∈ IRn como

ḡP (x)i =


0 se xi = li e [∇q(x)]i > 0

0 se xi = ui e [∇q(x)]i < 0

−[∇q(x)]i nos outros casos.

(4.3.4)

Tanto por aplicação da condição necessária de otimalidade de primeira
ordem, como por análise direta, podemos verificar que, se x é minimizador
local ou global de (4.3.1), teremos

ḡP (x) = 0 . (4.3.5)

Se G ≥ 0 a quadrática é convexa e (4.3.5) passa a ser uma condição
suficiente para minimizador global.

Quando restringimos a função quadrática a uma face aberta FI , as
variáveis livres são apenas as que se encontram estritamente entre os li-
mites definidos pelo conjunto I. O vetor definido a seguir é o inverso aditivo
do gradiente em relação a essas variáveis livres. Assim, para cada x ∈ FI

definimos ḡI(x) ∈ IRn como

ḡI(x)i =

{
0 se i ∈ I ou n+ i ∈ I

−[∇q(x)]i nos outros casos.
(4.3.6)

Observamos que ḡI(x) é a projeção ortogonal de −∇q(x) em S(FI).
Também podemos interpretar ḡI(x) como “a componente”de ḡP (x) no su-
bespaço S(FI). Naturalmente, ḡP (x) tem uma segunda componente, orto-
gonal a S(FI), que chamamos “gradiente chopado”e denotamos por ḡCI (x).
Dessa maneira, para cada x ∈ FI ,

ḡCI (x)i =


0 se i /∈ I e n+ i /∈ I
0 se i ∈ I e [∇q(x)]i > 0

0 se n+ i ∈ I e [∇q(x)]i < 0

−[∇q(x)]i nos outros casos.

(4.3.7)

Como mencionamos acima, é fácil ver que, para todo x ∈ FI , o gradiente
interno ḡI(x) é ortogonal ao gradiente chopado, e

ḡP (x) = ḡI(x) + ḡCI (x) .
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O algoritmo para minimizar quadráticas em caixas que apresentaremos
produz uma seqüência {xk} de aproximações da solução de (4.3.1) baseada
na minimização parcial da quadrática nas diferentes faces visitadas. Quando
xk pertence a uma face FI , um “algoritmo interno”para minimização de
quadráticas irrestritas será acionado, trabalhando apenas com as variáveis
livres da face. A suposição básica será que esse algoritmo é “convergente”no
sentido de que ele produz, em um número finito de passos um ponto externo
a Ω (mas pertencente, naturalmente, a V (FI)), ou que todo ponto limite do
algoritmo é um ponto estacionário do problema, essencialmente irrestrito, de
minimizar q(x) sujeita a x ∈ V (FI). Em outras palavras, o algoritmo interno
encontra um ponto estacionário restrito a FI ou viola as restrições inativas
dessa face. Em cada passo do algoritmo interno, verificamos se ele já está
bastante perto de um ponto estacionário em FI . Para isso, comparamos
o tamanho do gradiente chopado com o tamanho do gradiente projetado.
Se o quociente entre ambos é grande (o valor máximo é 1), significa que o
gradiente interno é pequeno em relação ao gradiente chopado e, portanto,
continuar explorando a face FI é pouco econômico, ou seja, abandonar as
cotas que estão ativas em FI parece mais razoável. Isso é feito usando a
direção do gradiente chopado. Veremos que a seqüência de pontos assim
definida é “convergente”a pontos estacionários de (4.3.1), que são soluções
do problema no caso convexo. Este algoritmo é, essencialmente, o definido
em [6], com antecedentes nos trabalhos [39], [38], [42], [41], [82].

Provavelmente, agora o leitor percebe mais claramente nosso interesse
na propriedade (4.1.7), ou em propriedades análogas. Como o algoritmo
irrestrito usado em FI tem um papel essencial no desempenho do método
principal desta seção, vamos estabelecer rigorosamente quais devem ser suas
caracteŕısticas.

Diremos que um algoritmo para minimizar q(x) em V (FI) (problema,
essencialmente, irrestrito) tem as propriedades boas para a minimização em
caixas quando produz uma seqüência {z0, z1, z2, . . .} ⊂ V (FI), z0 ∈ FI (tal-
vez finita) que cumpre o seguinte:

(a) Se zk e zk+1 estão definidos, então q(zk+1) < q(zk).

(b) Se zk+1 não está definido (a seqüência termina em zk) isto pode ser
devido a dois motivos: zk é um ponto estacionário da minimização de q(x)
em V (FI) ou foi encontrada uma direção dk tal que

lim
t→∞

q(zk + tdk) = −∞.

Neste caso, se zk + tdk ∈ Ω para todo t, a inexistência de solução de (4.3.1)
fica caracterizada. Se, pelo contrário, zk + tdk /∈ Ω para t grande, escolhe-
se um “último”zk+1 = zk + tdk ∈ Ω tal que q(zk+1) < q(zk) e dá-se por
terminada a seqüência gerada pelo algoritmo interno em zk+1.

(c) Se a seqüência {zk} é infinita, então todo ponto limite da mesma é
um ponto estacionário q sujeita a V (FI). Se não existem pontos limite (logo
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∥zk∥ → ∞) deve-se satisfazer

lim
k→∞

q(zk) = −∞.

Vejamos que os algoritmos para minimizar quadráticas sem restrições
que estudamos na seção 4.1 satisfazem essas condições. O método direto,
baseado na fatoração de Cholesky da matriz G “reduzida”(as variáveis cor-
respondentes às restrições ativas em FI estão fixas) encontra o minimizador
de Q em V (FI) em um passo, se a quadrática q restrita a V (FI) é estrita-
mente convexa (a Hessiana reduzida é definida positiva). Portanto, satisfaz
claramente (a) e (b) e a hipótese de (c) é vazia porque a seqüência termina
em z1. Quando a Hessiana reduzida não é definida positiva, a fatoração
de Cholesky não poderá ser completada. Suponhamos que a fatoração es-
pectral é viável. Nesse caso, já vimos que podemos obter um minimizador
irrestrito, quando existe, ou uma direção que satisfaz (4.1.7), portanto, o
algoritmo que combina fatoração de Cholesky com decomposição espectral
satisfaz as condições acima. Se a fatoração espectral é inviável, podemos
usar a fatoração Bunch-Parlett, ou resolver a seqüência de problemas

Minimizar q(z) sujeita a z ∈ V (FI), ∥z − zk∥ ≤ ∆ (4.3.8)

para ∆ grande, usando o método de Moré e Sorensen comentado na seção
4.2, que usa apenas fatorações de Cholesky de matrizes definidas positivas.
Se zk é solução de (4.3.8), então zk é minimizador de q restrita a V (FI)
e o algoritmo pára. Se (4.3.8) gera uma seqüência infinita, teremos que
todo ponto de acumulação da mesma é estacionário de q em V (FI), ou os
valores de q(xk) tendem a −∞ (exerćıcio para o leitor). Em qualquer caso,
as condições (a), (b) e (c) se satisfazem.

As propriedades do método dos gradientes conjugados, para minimizar q
em V (FI) foram estudadas na seção 4.1. Vimos que esse método termina em
um ponto estacionário em um número finito de passos ou gera uma direção
ao longo da qual a quadrática tende a −∞. Portanto, satisfaz as condições
(a), (b) e (c). Em [6] são estudados outros métodos iterativos que satisfazem
essas condições em determinadas circunstâncias.

Agora podemos definir o algoritmo para minimizar quadráticas em cai-
xas, com um alto grau de liberdade, devido à flexibilidade na escolha do
algoritmo interno a FI . De fato, observemos que nada obriga a que o mesmo
algoritmo interno seja utilizado em todas as caixas. Por exemplo, como ob-
servado em [6], diferentes algoritmos podem ser usados em diferentes faces,
tendo em conta a dimensão da mesma.

Algoritmo 4.3.1 - Minimização de quadráticas em caixas.
Seja η ∈ (0, 1) dado independentemente de k, e x0 ∈ Ω um ponto ini-

cial arbitrário. O algoritmo define uma seqüência {xk} em Ω e pára se
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∥ḡP (xk)∥ = 0. Suponhamos que xk ∈ Ω é tal que ∥ḡP (xk)∥ ≠ 0. Seja
I = I(xk) tal que xk ∈ FI . Chamemos Φ(x) ∈ Ω ao minimizador de q ao
longo do segmento (talvez semi-reta) {x ∈ Ω | x = xk + tḡCI (xk), t ≥ 0}.
Os seguintes passos definem o procedimento para encontrar xk+1.

Passo 1: Começando com z0 = xk, usar um método com as “proprie-
dades boas para minimização de quadráticas em caixas”aplicado ao pro-
blema essencialmente irrestrito de minimizar q(x) em V (FI), obtendo assim
z0 = xk, z1 = xk+1, . . .. Interromper esse método quando xk satisfaz uma
das seguintes condições:
(a)

xk ∈ Ω e ∥ḡP (xk)∥ = 0; (4.3.9)

(b) O método interno detectou que (4.3.1) é ilimitado inferiormente.
(c)

∥ḡCI (xk)∥ > η ∥ḡP (xk)∥; (4.3.10)

(d)
zν+1 /∈ Ω. (4.3.11)

Passo 2: Se o método interno foi interrompido por (4.3.9), parar (xk é
um ponto estacionário de (4.3.1)). Se o método interno detecta que (4.3.1)
não tem solução, o algoritmo principal é interrompido com esse mesmo di-
agnóstico.
Passo 3: Se o teste (4.3.10) foi satisfeito em xk, e q não é limitada inferior-
mente no segmento (nesse caso, necessariamente, semi-reta) {x+tḡCI (xk), t ≥
0} o problema (4.3.1) não tem solução. Nesse caso, parar. Em caso contrário,
calcular xk+1 = Φ(xk).
Passo 4: Se xk = zν e zν+1 viola os limites de F̄I (condição (4.3.11)), encon-
trar xk+1 na fronteira de FI (F̄I − FI) tal que q(xk+1) < q(xk) ou detectar
que o problema (4.1.3) não tem solução.

Comprovar que o Algoritmo 4.3.1 está bem definido consiste em provar
que o Passo 4 é posśıvel. Pelas propriedades do algoritmo interno, temos que
q(zν+1) < q(xk). Agora, ϕ(t) ≡ q(xk + t(zν+1 − xk)) é uma parábola como
função de t. Logo, ϕ(t) decresce em forma monótona entre t = 0 e t = 1, ou
ϕ(t) é estritamente crescente para t < 0. No primeiro caso, avançando desde
t = 0, no sentido positivo, até a fronteira, encontramos um ponto onde a
quadrática diminui de valor. Na segunda situação ocorre essencialmente o
mesmo, avançando no sentido negativo de t. Nos dois casos, o ponto en-
contrado está na reta determinada por xk e zν+1. Em algoritmos práticos,
o ponto da fronteira encontrado será, via de regra, melhor que o definido
neste parágrafo.

No seguinte lema vamos considerar a situação em que a condição (4.3.10)
é satisfeita e Φ(xk) existe, ou seja, pelo menos neste passo não é detectada
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a eventualidade de que a quadrática seja ilimitada inferiormente, e xk+1 é
definido como sendo Φ(xk). Essencialmente, mostraremos que o decréscimo
obtido de xk até xk+1 é proporcional à norma de ḡP (xk).

Lema 4.3.2
Se xk+1 = Φ(xk) é obtido no Passo 3 do Algoritmo 4.3.1, então

q(xk)− q(xk+1) ≥ min{η γ
2
∥ḡP (xk)∥ ,

η2

2L
∥ḡP (xk)∥2} .

Prova: Como o teste (4.3.10) é satisfeito, então ḡCI (xk) ̸= 0. Portanto,
xk + tḡCI (xk) ∈ Ω para todo t ∈ [0, t̃], onde t̃ = γ/∥ḡCI (xk)∥. Consideremos
a quadrática unidimensional definida por

ϕ(t) = q(xk + tḡCI (xk)) = q(xk) + t∇q(xk)T ḡCI (xk) +
1

2
t2ḡCI (xk)

TGḡCI (xk) .

Se ḡCI (xk)
TGḡCI (xk) > 0 então o único minimizador irrestrito de ϕ(t) é dado

por

t∗ =
∥ḡCI (xk)∥2

ḡCI (xk)
TGḡCI (xk)

.

Se xk+ t
∗ḡCI (xk) não está em Ω, então xk+1 = Φ(xk) é realizado para algum

t̄ tal que t̃ ≤ t̄ < t∗, e

q(xk + t̃ḡCI (xk) ≥ q(xk + t̄ḡCI (xk)) . (4.3.12)

Substituindo t̃ em ϕ(t), obtemos

ϕ(t̃) = q(xk)− γ∥ḡCI (xk)∥+
γ2 ḡCI (xk)Gḡ

C
I (xk)

2 ∥ḡCI (xk)∥2
. (4.3.13)

Usando (4.3.13) e o fato de que t∗ > t̃, segue-se que

q(xk + t̃ḡCI (xk))− q(xk) < −
γ

2
∥ḡCI (xk)∥ . (4.3.14)

Combinando (4.3.12) e (4.3.14), temos

q(xk)− q(xk+1) >
γ

2
∥ḡCI (xk)∥ >

η γ

2
∥ḡP (xk)∥ . (4.3.15)

Agora, se xk + t∗ḡCI (xk) está em Ω, então esse ponto é xk+1 e obtemos

q(xk+1)− q(xk) = −
∥ḡCI (xk)∥4

2 ḡCI (xk)
TGḡCI (xk)

. (4.3.16)
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Portanto, usando (4.3.2) e (4.3.16), temos:

q(xk)− q(xk+1) >
1

2L
∥ḡCI (xk)∥2 >

η2

2L
∥ḡP (xk)∥2 . (4.3.17)

Analisemos agora a situação em que ḡCI (xk)
TGḡCI (xk) ≤ 0. Nesse caso,

ϕ(t) ≤ q(xk) + t∇q(xk)T ḡCI (xk) ,

e q(xk+1) < ϕ(t̃) ≤ q(xk)− γ∥ḡCI (xk)∥. Portanto,

q(xk)− q(xk+1) > γ∥ḡCI (xk)∥ > ηγ∥ḡP (xk)∥ . (4.3.18)

Resumindo, existem três casos posśıveis: xk + t∗ḡCI (xk) fact́ıvel, ou in-
fact́ıvel, ou ḡCI (xk)

TGḡCI (xk) ≤ 0. Em cada caso obtemos, respectivamente,
(4.3.15), (4.3.17) e (4.3.18), o que implica a tese. QED

Em continuação, provamos a “convergência global”do Algoritmo 4.3.1.
Lembramos primeiro as condições nas quais o algoritmo pára, isto é, gera
uma seqüência finita: quando encontra um ponto estacionário xk de (4.3.1)
ou quando detecta que o problema é ilimitado inferiormente, e, portanto, sem
solução. Basicamente, provaremos que, se o algoritmo gera uma seqüência
infinita, haverá, essencialmente, as mesmas duas possibilidades: encontra-
remos um gradiente projetado arbitrariamente pequeno, ou a seqüência dos
valores funcionais em xk tenderá a −∞.

Teorema 4.3.3
Suponhamos que o Algoritmo 4.3.1 gera uma seqüência infinita

{xk}. Então, existem duas possibilidades:

lim inf
k→∞

∥ḡP (xk)∥ = 0 (4.3.19)

e
lim
k→∞

q(xk) = −∞. (4.3.20)

Proof. Suponhamos que (4.3.19) não se cumpre. Portanto, existe ϵ > 0 tal
que

∥ḡP (xk)∥ > ϵ para todo k . (4.3.21)

Consideramos dois casos:
(a) A condição (4.3.10) é satisfeita em um número finito de iterações.
(b) Existe um conjunto infinito de ı́ndices K1 ⊂ IN tal que (4.3.10) é

satisfeita para todo k ∈ K1.
Se (a) vale, então existe k0 tal que xk ∈ FI para um I fixo, e para todo

k ≥ k0. Portanto, a seqüência é gerada pelo algoritmo interno para todo
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k ≥ k0. Pelas propriedades do algoritmo interno, temos que, se ∥xk∥ → ∞,
vale (4.3.20). Se pelo contrário, {xk} admite uma subseqüência limitada e
convergente, {xk}k∈K2 , devemos ter

lim
k∈K2

∥gI(xk)∥ = 0.

Agora, como (4.3.10) não se satisfaz para nenhum k ∈ K2, necessariamente
∥gCI (xk)∥ e ∥gP (xk)∥ também tendem a 0 para k ∈ K2, o que contradiz
(4.3.21). Portanto, a tese do teorema fica provada no caso (a).

Suponhamos agora que vale (b). Seja kj o j-ésimo ı́ndice de K1, j ∈ IN .
Usando (4.3.21), o Lema 4.3.2 e o fato de que {q(xk)} é monotonicamente
decrescente, obtemos

q(xkj )− q(xk1) =

kj−1∑
l=k1

(q(xl+1)− q(xl))

≤
kj−1∑

l∈K1, l=k1

(q(xl+1)− q(xl))

≤
kj−1∑

l∈K1, l=k1

−min{η γ
2
∥ḡP (xl)∥,

η

2L
∥ḡP (xl)∥2}

< −j min{η γ
2
ϵ,

η

2L
ϵ2} (4.3.22)

Usando (4.3.22) concluimos que, neste caso,

lim
j→∞

q(xkj ) = −∞ .

Portanto, o teorema está provado. QED

Examinemos algumas conseqüências do resultado provado no Teorema 4.3.3.
Se a seqüência gerada pelo algoritmo é limitada, o que, sem dúvida, aconte-
cerá, por exemplo, quando os limitantes li e ui não assumem valores infinitos,
a possibilidade de que a sequência {q(xk)} seja ilimitada inferiormente deve
ser exclúıda. Portanto, nesse caso, temos uma subseqüência {xk}k∈K1 onde
os gradientes projetados tendem a 0. Por compacidade, essa subseqüência
tem, por sua vez, uma subseqüência convergente. Consideremos agora qual-
quer subseqüência convergente {xk}k∈K2 , com limite, digamos, x∗ ∈ FI . Se
li < [x∗]i < ui, segue-se que li < [xk]i < ui para todo k ∈ K2 suficiente-
mente grande. Portanto, a i−ésima derivada parcial de q em xk tende a 0
e, conseqüentemente, [∇q(x∗)]i = 0. Se [x∗]i = li, teremos que [xk]i ≥ li
para todo k ∈ K2 suficientemente grande, digamos k ≥ k0. Definimos
K3 = {k ∈ K2 | [xk]i > li, k ≥ k0} e K4 = {k ∈ K2 | [xk]i = li, k ≥ k0}.
Claramente, pelo menos um desses conjuntos é infinito. Se K3 é infinito, te-
remos que [−∇q(xk)]i = [ḡP (xk)]i → 0 para k ∈ K3, portanto [∇q(x∗)]i = 0.
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Se K4 é infinito, teremos que min {0, [∇q(xk)]i} → 0 para k ∈ K3, logo
min {0, [∇q(x∗)]i} → 0. Portanto, em todos os casos chegamos à conclusão
que ḡP (x∗) = 0, ou seja, todo ponto limite é um ponto estacionário.

No caso convexo, a situação é mais favorável ainda. Com efeito, como a
seqüência {q(xk)} é monótona decrescente os valores de q em todos os pontos
limite são iguais. Assim da existência de um ponto limite estacionário (logo,
minimizador global) se infere que todos os pontos limite são minimizadores
globais. Naturalmente, quando a Hessiana é definida positiva, o minimi-
zador global é único, e a seqüência {xk} completa converge a ele. Outras
propriedades deste algoritmo relacionadas com a “degeneração dual”são es-
tudadas em [6].

A eficiência do Algoritmo 4.3.1 em problemas de grande porte está rela-
cionada com a possibilidade de acrescentar ou eliminar em poucas iterações
uma grande quantidade de canalizações ativas. A eliminação de canalizações
se dá quando a condição (4.3.10) é satisfeita. Quanto menor seja a tolerância
η, mais impaciente será o algoritmo com a face na qual está trabalhando,
e tratará de sair dela rapidamente. Pelo contrário, se η é próximo de 1, a
tendência será sair da face depois de esgotá-la totalmente, inibindo qualquer
possibilidade de retorno à mesma. Para problemas grandes, valores peque-
nos de η são recomendáveis. Por outro lado, as canalizações se acrescentam
quando o algoritmo interno fica infact́ıvel e se faz necessário achar um ponto
na fronteira. No parágrafo anterior onde discutimos este assunto, mostra-
mos que existe um ponto da fronteira com as caracteŕısticas desejáveis, mas
adiantamos que o indicado não era o melhor posśıvel. De fato, no ponto
então definido, via de regra, apenas uma restrição ativa é acrescentada, em
relação ao ponto xk. Uma estratégia mais ávida por restrições ativas se
baseia em buscas projetadas. A idéia é seguinte: suponhamos que z seja o
ponto infact́ıvel produzido pelo algoritmo interno. Em vez de considerar a
reta definida por xk e z, projetamos z na caixa Ω, obtendo, digamos z(1).
Este ponto projetado terá como ativas todas as canalizações que eram vio-
ladas em z, que são, em geral, mais que as ativas no ponto do segmento que
une xk com z. Assim, testamos se q(z(1)) < q(xk) e o aceitamos como xk+1

em caso positivo. Senão, substitúımos z por, digamos, xk+(z−xk)/2 e repe-
timos o processo. Se as reduções se repetem tantas vezes que o ponto z fica
pertencendo a Ω, nos conformamos com o ponto fronteira da reta [xk, z], que,
como vimos, satisfaz pelo menos a condição requerida para convergência.

Uma última observação é a seguinte. O esquema do Algoritmo 4.3.1 é
válido tanto para problemas de grande como de pequeno porte. A diferença
entre uns e outros radica apenas na escolha do algoritmo interno. Quando
o problema é pequeno, e são usadas fatorações de Cholesky, é fácil ver que
o cálculo de xk+1 no caso em que (4.3.10) se verifica é quase sempre irrele-
vante, já que, independentemente de Φ(xk), na maioria dos casos xk+2 será
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o mesmo. Mas isto é uma sutileza da qual não precisamos nos ocupar no
momento.



Caṕıtulo 5

Sistemas de equações
não-lineares

As condições de otimalidade de primeira ordem dos problemas de otimização
são sistemas não lineares, onde as incógnitas são as variáveis do problema
e, às vezes, também os multiplicadores de Lagrange. Alèm disso, quando
se trata de minimização com restrições de desigualdade, apenas as soluções
que satisfazem determinadas inequações são úteis. Portanto, de certo modo,
a arte da otimização está inclúıda na arte de resolver sistemas não lineares.
Por outro lado, quando F (x) = 0 (F : IRn → IRn) é resolúvel, encontrar as
ráızes desse sistema é equivalente a achar o minimizador global de ∥F (x)∥
onde ∥ · ∥ é uma norma qualquer em IRn. Desse ponto de vista, a resolução de
sistemas não lineares pode ser considerada um caso particular da otimização.

Entretanto, os problemas de otimização tem muita estrutura adicio-
nal, o que justifica a introdução de métodos espećıficos, que transcendem
a mera aplicação de algoritmos para resolver sistemas. Com efeito, nas
condições necessárias de primeira ordem, apenas as derivadas do problema
estão representadas, e não, por exemplo, a função objetivo original. Como
conseqüência, os métodos para sistemas não lineares, quando aplicados às
condições de otimalidade, tem dificuldades em diferenciar minimizadores de
maximizadores já que, freqüentemente, as condições de otimalidade para
ambos tipos de extremos são as mesmas. Por outro lado, quando F (x) = 0
é transformado em um problema de otimização através da norma da função
vetorial, aparecem estruturas próprias do sistema, como o fato da função
objetivo ser, geralmente, uma soma de quadrados.

Muitos problemas práticos de f́ısica, engenharia, economia e outras ciências
são modelados de maneira muito conveniente por sistemas não lineares. É
usual, nesses casos, que alguma versão moderna de um velho algoritmo, o
método de Newton, seja usada com sucesso. Esse método, como outros
que veremos neste caṕıtulo, é, na sua forma básica, um método iterativo
local, no sentido de que podemos garantir, apenas, a convergência a uma
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solução supondo que o ponto inicial usado como aproximação da mesma
já é suficientemente bom. A praticidade desses métodos radica em que,
geralmente, a visão teórica que exige um ponto inicial muito bom é excessi-
vamente pessimista e, em muitos casos, os métodos locais convergem mesmo
se a aproximação inicial não é boa. Um caso extremo é quando o sistema
não linear é, de fato, linear, e o método de Newton encontra a solução em
uma iteração, independentemente do ponto inicial.

Nos métodos locais para sistemas não lineares encontramos os germes
para muitos algoritmos de otimização. Essa é a principal motivação para
seu estudo independente neste livro. Algumas afirmações básicas, do tipo
“o método de Newton tem convergência quadrática”ou “os métodos quase-
Newton são superlineares”formam parte tanto do folclore de otimização
quanto de resolução de sistemas. Aqui veremos, com certo rigor, em que
condições tais afirmações são válidas.

Neste caṕıtulo, nosso problema será, sempre, resolver

F (x) = 0 , F : IRn → IRn , F ∈ C1(IRn) .

Utilizaremos a seguinte notação para a função F e para a matriz Jaco-
biana J :

F (x) =

 f1(x)
...

fn(x)

 e J(x) = F ′(x)=

 f ′1(x)
...

f ′n(x)

=

 ∇f
T
1 (x)
...

∇fTn (x)

 .

5.1 O método de Newton

Em todos os cursos elementares de cálculo numérico, estuda-se o método de
Newton (também conhecido como Newton-Raphson) no contexto de achar
zeros de funções. Sua generalização para sistemas foi proposta pela primeira
vez não por Newton, mas por Simpson, eminente matemático do século
XVIII (ver [119]).

O prinćıpio em que se baseia o método é paradigmático na resolução
aproximada de problemas matemáticos: o objetivo final é um problema
“dif́ıcil”(neste caso F (x) = 0), a solução do qual vai sendo aproximada por
uma seqüência de pontos {xk}. Dada cada aproximação xk, constrói-se, com
a informação dispońıvel nesse ponto, um problema “fácil”, que sabemos re-
solver. A aproximação xk+1 é a solução do problema fácil. O problema fácil
muda de uma iteração para a seguinte e, via de regra, sua solução está cada
vez mais próxima da solução do problema dif́ıcil original.
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No nosso problema atual, o k−ésimo problema fácil vem de considerar
a aproximação de Taylor de primeira ordem de F (x), numa vizinhança do
ponto atual xk:

F (x) ≈ Lk(x) = F (xk) + J(xk)(x− xk) . (5.1.1)

Seguindo o prinćıpio descrito acima, o ponto seguinte xk+1 é uma solução
de

Lk(x) = 0 . (5.1.2)

Se J(xk) é não-singular, (5.1.2) tem solução única, e então a iteração
Newton consiste em resolver um sistema linear:

J(xk)sk = −F (xk)
xk+1 = xk + sk .

(5.1.3)

A implementação de (5.1.3) pressupõe o cálculo de J(xk), isto é, a ava-
liação das derivadas primeiras das funções fi(x), i = 1, . . . , n. Até poucos
anos atrás, o cálculo de derivadas era considerado não só dif́ıcil mas também
muito suscet́ıvel a erros humanos. Atualmente, a possibilidade de falha hu-
mana pode ser evitada, através das diferenciações simbólica e automática.
É importante ressaltar que, em geral, quando se calculam efetivamente as
derivadas, muitos cálculos usados na avaliação da função podem ser reapro-
veitados. A diferenciação automática é um conjunto de técnicas que produz
um programa que avalia F (x) e J(x), com os reaproveitamentos necessários,
partindo de um programa que avalia apenas F (x). Ver, por exemplo, [57].

O método de Newton possui uma propriedade única entre os algoritmos
para resolver sistemas: a invariância por mudanças de coordenadas, tanto no
espaço domı́nio quanto no contra-domı́nio. No contra-domı́nio, isto significa
que as iterações de Newton aplicadas a F (x) = 0 são as mesmas que as
aplicadas ao sistema AF (x) = 0, para qualquer matriz A não-singular. A
invariância no domı́nio consiste em que, se {xk} é a seqüência newtoniana
para F (x) = 0, então os iterandos para o sistema F (Ax + b) = 0, com A
não singular e com a aproximação inicial Ax0 + b, são os pontos da forma
Axk + b.

Uma variação de (5.1.3) com praticamente as mesmas propriedades
teóricas e práticas que evita o enfadonho cálculo de derivadas é o chamado
“método de Newton discreto”. O esquema desse método é o descrito em
(5.1.3) com a exceção de que as derivadas consideradas não são as anaĺıticas
mas suas aproximações por diferenças finitas. Mais precisamente, a coluna
j de J(xk) é substitúıda por [F (xk + hej) − F (xk)]/h, onde h é um passo
(de discretização) pequeno e {e1, . . . , en} é a base canônica de IRn. A im-
plementação de uma iteração do método de Newton discreto, embora não
exija o cálculo de derivadas, demanda a avaliação da função F em n + 1
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pontos. Isto pode ser bastante caro computacionalmente, por isso, sempre
que posśıvel, as derivadas anaĺıticas devem ser utilizadas.

A resolução do sistema linear (5.1.3) quando a matriz Jacobiana é não-
singular pode ser obtida via fatoração LU (variação da clássica eliminação

gaussiana), com um custo de O(n
3

3 ) operações. Caso J(xk) seja singular,
deve-se adotar alguma estratégia especial, para não inibir o prosseguimento
do método. Ver, por exemplo, [54].

Portanto, o trabalho realizado em uma iteração do método de New-
ton consiste na avaliação de F em xk e suas derivadas, mais as O(n

3

3 )
operações necessárias para resolver (5.1.3). O termo em n3 cresce de ma-
neira dramática com o aumento do porte do problema. Felizmente, em mui-
tos problemas grandes é viável o uso de técnicas de fatoração LU esparsa,
utilizando-se estruturas de dados adequadas com previsão de posśıveis preen-
chimentos. Por exemplo, se J(xk) tem estrutura tridiagonal, sua fatoração
e a resolução de sistema correspondente podem ser efetuadas com O(n)
operações. Para outros problemas de grande porte, no entanto, o método
de Newton pode se tornar inviável.

5.2 Métodos quase-Newton

Se aceitamos a idéia de que o método de Newton é “bom”mas “caro”,
parece natural a introdução de métodos “quase tão bons”quanto Newton,
mas “bem mais baratos”. A maioria dos métodos quase-Newton foi estabe-
lecida com esses objetivos. Para ser (quase) tão bons como Newton, esses
métodos devem ser parecidos com seu arquétipo sob vários pontos de vista.
Por isso, definiremos como métodos quase-Newton aqueles algoritmos para
sistemas não lineares cuja iteração tem o seguinte formato:

Bksk = −F (xk)
xk+1 = xk + sk.

(5.2.1)

Assim, o próprio método de Newton é um método quase-Newton, o que é
esteticamente agradável. Entretanto, métodos quase-Newton práticos serão
apenas aqueles em que B−1

k+1 possa ser obtida facilmente a partir de B−1
k ,

isto é, com com não mais de O(n2) operações. Dessa maneira, os cálculos
em (5.2.1) poderão ser efetuados com um custo de O(n2) em termos de
tempo por iteração. Algumas implementações de métodos quase-Newton
trabalham com fatorações das matrizes Bk, e não com suas inversas. Nes-
ses casos, mostra-se que a fatoração de Bk+1 pode ser obtida a partir da
fatoração de Bk em tempo proporcional a n2.

Desta forma, vemos que o esforço computacional O(n
3

3 ) empregado por
Newton diminui para O(n2) quando se utilizam métodos quase-Newton ade-
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quados. Infelizmente, esta redução nos custos é paga com redução na velo-
cidade de convergência, conforme veremos na seção 5.4.

O método quase-Newton mais simples é o chamado método de Newton
estacionário, que se obtém fixando Bk ≡ J(x0). Outra variação bastante
tradicional é o método de Newton estacionário com recomeços a cada m
iterações: Fixado um inteiro m, se k é múltiplo de m, tomamos Bk = J(xk).
Senão, Bk = Bk−1. Com o objetivo de estabelecer um compromisso entre
a eficiência do método de Newton e o baixo custo do método de Newton
estacionário, existem estudos teóricos para encontrar o m ótimo no caso de
problemas espećıficos (ver [104]).

Uma outra famı́lia de métodos obedecendo a filosofia quase-Newton é a
dos métodos secantes. Assim como o método de Newton é a generalização
para sistemas do algoritmo com o mesmo nome para achar zeros de funções,
os métodos secantes são as generalizações dos algoritmos assim denominados
para o problema unidimensional. Pensemos, como antes, que na iteração k
a função F (x) é aproximada por Lk(x) = F (xk) + Bk(x− xk). Escrevendo
o mesmo tipo de aproximação para a iteração k + 1, temos

F (x) ≈ Lk+1(x) = F (xk+1) +Bk+1(x− xk+1).

A idéia secante consiste em impor que função linear Lk+1(x) interpole a
função verdadeira nos pontos xk+1 e xk. Em outras palavras,

Lk+1(xk+1) = F (xk+1) e Lk+1(xk) = F (xk).

A condição Lk+1(xk+1) = F (xk+1) é automaticamente satisfeita pela de-
finição de Lk+1. Quanto à condição Lk+1(xk) = F (xk), podemos ver que é
equivalente a

F (xk) = F (xk+1) +Bk+1(xk − xk+1),

ou

Bk+1sk = yk , (5.2.2)

onde yk = F (xk+1)− F (xk) .
A equação (5.2.2) é chamada equação secante por motivos agora óbvios.

Podemos pensar (5.2.2) como um sistema linear cuja incógnita é a matriz.
Assim interpretado, o sistema tem n2 variáveis (as entradas de Bk+1) e
apenas n equações. Portanto, somente no caso n = 1 o sistema poderá ter
solução única. Se n > 1 e sk ̸= 0 haverá infinitas matrizes B (uma variedade
afim em IRn×n) que satisfazem Bsk = yk. Diferentes escolhas dessa matriz
definem diferentes métodos secantes. Por exemplo, se procuramos Bk+1

de maneira que a diferença ∆Bk ≡ Bk+1 − Bk seja uma matriz de posto
unitário, teremos, por (5.2.2),

∆Bksk = yk −Bksk
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e poderemos tomar

∆Bk =
(yk −Bksk)w

T
k

wT
k sk

com wk ∈ IRn arbitrário e não ortogonal a sk.

A escolha wk = sk define o primeiro método de Broyden. Se wk =
yk −Bksk, o método é conhecido como correção simétrica de posto um.

O interessante neste tipo de correção é que B−1
k+1 também pode ser ob-

tida a partir de B−1
k mediante uma correção de posto um. A expressão para

esta correção pode ser calculada usando-se a fórmula de Sherman-Morrison
[51], com um custo, facilmente verificável, da ordem de O(n2) operações.

O fato de que B−1
k+1 − B−1

k seja uma matriz da forma ukv
T
k faz com

que toda a informação relativa a B−1
k+1 esteja contida em B−1

0 , e nos ve-
tores u0, v0, u1, v1, . . . , uk, vk. (Veremos isso com detalhe no exerćıcio 5.2.)
Logo, se B0 é uma matriz suficientemente simples, de tal forma que a in-
formação relativa a sua inversa ou sua fatoração LU seja armazenável em
poucas posições de memória (digamos, O(n)), toda a informação necessária
para multiplicar B−1

k+1 por um vetor ocupa O(kn) posições, e o citado pro-
duto pode ser efetuado com O(kn) operações. Essa observação fornece os
elementos para a utilização de métodos secantes em problemas de grande
porte. De fato, enquanto k é pequeno, o custo da iteração quase-newtoniana
é, essencialmente, O(n) e, com sorte, poucas iterações serão suficientes para
atingir a convergência, de maneira que k, muitas vezes, não chega a ser
grande. Se o ı́ndice da iteração k chega a ter valores que fazem a iteração
excessivamente cara, sempre cabe o recurso de recomeçar “jogando fora”a
informação relativa a iterações velhas. Chamamos “métodos quase-Newton
com memória limitada”às implementações dos métodos secantes para pro-
blemas de grande porte com armazenamento exclusivo dos vetores uℓ, vℓ que
definem as atualizações das sucessivas aproximações jacobianas Bk.

Exerćıcio 5.1: Provar a fórmula de Sherman-Morrison: se A é não-singular
então A+ uvT é não singular se, e somente se, vTA−1u ̸= −1. Nesse caso,

(A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
.

Usando essa fórmula, provar que quando se usa uma correção de posto um
para gerar Bk+1,

B−1
k+1 = B−1

k +
(sk −B−1

k yk)w
T
k

wT
k B

−1
k yk

B−1
k .
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Exerćıcio 5.2: Chamando uk =
sk −B−1

k yk

wT
k B

−1
k yk

, comprovar que

B−1
k = (I + uk−1z

T
k−1) . . . (I + u0z

T
0 )B

−1
0 , k = 1, 2, . . .

isto é, na resolução de (5.2.1) basta armazenar os vetores u0, z0, . . . , uk−1, zk−1.

Exerćıcio 5.3: Caracterizar geometricamente o primeiro método de Broy-
den, mostrando que ∥Bk+1−Bk∥F ≤ ∥B−Bk∥F , para toda matrizB ∈ IRn×n

tal que Bsk = yk. ∥ · ∥F é a norma de Frobenius: para A ∈ IRm×n,

∥A∥F = (
∑m

i=1

∑n
j=1 a

2
ij)

1
2 . Provar que a mesma propriedade vale usando a

norma euclidiana em vez da norma de Frobenius.

5.3 Métodos de Newton truncados

Quando n é muito grande, e a estrutura da matriz J(x) não é favorável
para uma fatoração LU esparsa, a resolução do sistema linear newtoniano
(5.1.3) por métodos diretos fica impraticável. Os métodos quase-Newton
com memória limitada são uma alternativa eficiente em muitos casos, como
vimos na seção anterior. No entanto, nesses métodos, necessitamos que
B−1

0 (ou uma fatoração de B0) seja simples, o que, freqüentemente, não é
o caso para matrizes próximas de J(x0). Isso significa que, às vezes, para
implementar um método quase-Newton com memória limitada, precisamos
começar com uma matriz B0 bem diferente de um Jacobiano verdadeiro,
fazendo com que as primeiras iterações do método quase-Newton (sobretudo
a primeira) sejam quase aleatórias. Por exemplo, suponhamos que nosso
problema original é resolver o problema de contorno tridimensional

∆u+ f(u, x, y, z) = 0, (5.3.1)

onde ∆ é o operador Laplaciano, u é a função incógnita definida em [0, 1]×
[0, 1] × [0, 1] e seus valores no contorno do cubo são conhecidos. A dis-
cretização por diferenças finitas de (5.3.1) define um sistema não linear de
(N−1)3 equações e incógnitas, onde N = 1/h e h é o passo da discretização.
Assim, se h = 0.01, teremos 970299 variáveis e componentes do sistema. A
matriz Jacobiana deste sistema é esparsa. Entretanto, se adotamos a ordem
usual lexicográfica para as incógnitas, seus elementos não nulos ocupam as
seguintes posições:

(a) As tres diagonais principais;
(b) Duas subdiagonais a distância N da diagonal principal;
(c) Duas subdiagonais a distância N2 da diagonal principal.

Devido a essa estrutura, a fatoração LU da matriz ocupa O(N3) posições
de memória, o que é intolerável, tanto do ponto de vista de espaço quanto
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do número de operações que é necessário para sua manipulação. Logo, o
método de Newton não pode ser utilizado, e os métodos quase-Newton com
memória limitada são forçados a começar com uma matriz B0 bastante afas-
tada da Jacobiana verdadeira.

Os métodos de Newton truncados representam um ponto de vista radical-
mente diferente. Em vez de resolver (5.1.3), como Newton faz, ou subs-
tituir esse sistema por outro mais manejável, no estilo quase-Newton, es-
ses métodos abordam a resolução do sistema linear newtoniano através de
métodos iterativos lineares que, como sabemos, são geralmente econômicos
em termos de memória e custo computacional. Em outras palavras, para
resolver

J(xk)s = −F (xk) (5.3.2)

utiliza-se uma seqüência s0, s1, s2, . . ., produzida por um método iterativo
linear, onde os sucessivos iterandos sℓ são calculados com um custo muito
moderado. Vários algoritmos para resolver sistemas lineares podem ser usa-
dos. Se J(xk) é simétrica e definida positiva, resolver (5.3.2) é equivalente
a

Minimizar
1

2
sTJ(xk)s+ F (xk)

T s. (5.3.3)

O método dos gradientes conjugados, que estudamos no Caṕıtulo 4, é, ge-
ralmente, o usado para resolver iterativamente (5.3.3).

Se J(xk) é não-singular mas não é, necessariamente, simétrica a re-
solução de (5.3.2) é equivalente à de

Minimizar
1

2
∥J(xk)s+ F (xk)∥22. (5.3.4)

A função objetivo de (5.3.4) também é uma quadrática estritamente convexa,
como a de (5.3.3), portanto o método dos gradientes conjugados também
pode ser empregado para resolver esse problema. Entretanto, a matriz Hes-
siana da função objetivo de (5.3.4) é J(xk)

TJ(xk), e seu número de condição
é o quadrado do número de condição de J(xk). Isso significa que, quando
J(xk) é simétrica e definida positiva, embora tanto (5.3.3) quanto (5.3.4)
possam ser empregados, o uso do primeiro é prefeŕıvel do ponto de vista
da estabilidade numérica. Por outro lado, o potencialmente alto número de
condição da Hessiana de (5.3.4) faz com que métodos alternativos a gradi-
entes conjugados sejam introduzidos, com a expectativa de um desempenho
independente do condicionamento de J(xk)

TJ(xk). O algoritmo GMRES
[101] é, possivelmente, o mais utilizado atualmente para resolver problemas
do tipo (5.3.4). A idéia desse método é muito análoga à idéia geométrica
dos gradientes conjugados. Trata-se de minimizar a quadrática nos sucessi-
vos subespaços de Krylov gerados por F (xk), J(xk)F (xk), J(xk)

2F (xk), . . ..
Contrariamente a gradientes conjugados, em GMRES as iterações não po-
dem ser simplificadas significativamente, de maneira que a implementação
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do método se baseia diretamente na idéia geométrica e o custo de cada
iteração é crescente. Por isso, as implementações correntes procedem des-
cartando informação de passos velhos, e toda uma famı́lia de métodos pode
ser definida de acordo ao volume de informação descartada.

Outras alternativas promissoras mas pouco testadas para (5.3.3) ou
(5.3.4) são os métodos de gradientes com retardos, introduzidos em [40] como
generalizações do método Barzilai-Borwein [4], [94], e o próprio método de
Broyden aplicado à resolução de sistemas lineares [28], [75]. Os métodos
de gradientes com retardos são algoritmos de memória mı́nima (apenas
as direções dos gradientes são usadas), onde o passo de máxima descida
é substitúıdo por um coeficiente que aumenta radicalmente sua eficiência.
O método de Broyden como método iterativo linear deve ser implementado
com memória limitada, já que, em estado puro, seu custo cresce a cada
iteração.

Quando se fala de métodos iterativos lineares, a possibilidade de uma
convergência muito lenta está sempre presente. Por isso, freqüentemente sua
aplicação é precedida pela manipulação denominada “precondicionamento”.
Para fixar idéias, o “precondicionamento à esquerda”do sistema (5.3.2) con-
siste em sua transformação em um sistema equivalente

HkJ(xk)s = −HkF (xk) (5.3.5)

de maneira que (5.3.5) é mais fácil que (5.3.2) para o método iterativo linear
escolhido. A matriz Hk é a precondicionadora de J(xk) e pretende-se que

HkJ(xk) ≈ I. (5.3.6)

Naturalmente, a precondicionadora ideal seria J(xk)
−1 mas, nos casos em

questão, essa matriz não pode ser calculada. Uma boa precondicionadora
deve ser, de fato, fácil de computar e manipular, objetivo, em geral, con-
flitante com (5.3.6). Infelizmente, não é posśıvel fornecer receitas univer-
salmente válidas para o precondicionamento de sistemas lineares. Ver [73],
[74].

Qualquer que seja a escolha do método iterativo linear para resolver
(5.3.2), deve ser decidido quando um iterando sℓ é uma aproximação suficien-
temente boa do passo newtoniano −J(xk)−1F (xk). É oportuno lembrar que,
a menos que xk esteja muito próximo da solução, o “subproblema”F (xk) +
J(xk)(x − xk) = 0, resolvido por (5.3.2), é bastante diferente do problema
original F (x) = 0. Portanto, uma precisão muito alta na resolução do
subproblema, é, não apenas anti-econômica como, provavelmente, inútil.
Dembo, Eisenstat e Steihaug [23], sugeriram um critério de parada para o
algoritmo iterativo linear baseado no reśıduo ∥J(xk)sℓ + F (xk)∥. O critério
consiste em interromper o algoritmo linear quando este reśıduo (em uma
norma qualquer) é uma fração ηk da norma do termo independente F (xk)
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(que, por outro lado, nada mais é do que o reśıduo para s = 0). Veremos,
na próxima seção, que existem razões teóricas para fazer ηk efetivamente
dependente de k, embora, na prática a fração “mágica”ηk ≡ 0.1 seja geral-
mente preferida. Resumindo, dada uma seqüência ηk ∈ (0, 1), o critério de
parada introduzido em [23] produz incrementos que satisfazem

∥J(xk)sk + F (xk)∥ ≤ ηk∥F (xk)∥, (5.3.7)

onde ∥ · ∥ é uma norma qualquer em IRn. Os métodos baseados em (5.3.7)
e xk+1 = xk + sk costumam ser chamados “Newton-inexatos”. Quando o
incremento sk é calculado como uma das iterações de um algoritmo iterativo
linear falamos de métodos de Newton truncados. Na próxima seção veremos
propriedades teóricas dos algoritmos para resolver sistemas não lineares ba-
seados em (5.3.7).

5.4 Convergência local

Nas seções anteriores apresentamos os métodos de Newton, quase-Newton e
Newton truncados. Agora veremos resultados de convergência local relaci-
onados com esses algoritmos. Diremos que um método possui convergência
local em relação a determinado tipo de soluções do problema considerado
se, dada uma solução x∗ desse tipo, existe ε > 0 tal que toda seqüência {xk}
gerada pelo algoritmo onde ∥x0 − x∗∥ ≤ ε, converge para x∗. Os resultados
de convergência local estão quase sempre associados a resultados de ordem
de convergência. Diremos que uma seqüência {xk} converge linearmente
para x∗ relativamente à norma ∥ · ∥ se existem k0 ∈ IN e r ∈ (0, 1) tais que,
para todo k ≥ k0,

∥xk+1 − x∗∥ ≤ r∥xk − x∗∥. (5.4.1)

A convergência de {xk} para x∗ será chamada superlinear se existe uma
seqüência rk > 0 tendendo a 0, tal que

∥xk+1 − x∗∥ ≤ rk∥xk − x∗∥ (5.4.2)

para todo k = 0, 1, 2, . . .. Pela equivalência das normas em IRn podemos ver
que a convergência superlinear de uma seqüência é independente da norma.
Ao mesmo tempo, se xk → x∗ superlinearmente, então dado qualquer r ∈
(0, 1) e qualquer norma em IRn, a desigualdade (5.4.1) acabará se verificando
para k0 suficientemente grande, ou seja, teremos convergência linear.

Se xk → x∗ e existem k0 ∈ IN , c > 0 e p > 0 tais que, para todo k ≥ k0,

∥xk+1 − x∗∥ ≤ c∥xk − x∗∥p+1, (5.4.3)

diremos que {xk} converge para x∗ com ordem pelo menos p+ 1. Se p = 1,
falaremos de convergência quadrática. Pela equivalência de normas, (5.4.3)
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também é independente da norma usada. Além disso, é fácil ver que este
tipo de convergência implica a convergência superlinear. Quanto maior seja
p mais rapidamente xk tenderá a x∗. Com efeito, se, para uma iteração
k, o erro ∥xk − x∗∥ é da ordem de 0.1, então, na iteração seguinte será
da ordem de c0.1p+1, e, depois de m iterações será c0.1m(p+1). Portanto, o
número de d́ıgitos corretos das componentes da solução crescerá rapidamente
se p ≥ 1. Por isso, costuma-se dizer que, na convergência quadrática, o
número de decimais corretos é duplicado em cada iteração. Assim, o tipo
de convergência mais desejável é a de ordem p + 1 com o maior valor de
p posśıvel. Nas seqüências produzidas por métodos numéricos geradas em
um computador, a convergência quadrática (ou melhor que quadrática) é
observável no rápido crescimento dos d́ıgitos repetidos de uma iteração para
outra, ou, equivalentemente, o número de decimais iguais a zero do erro. A
convergência superlinear é mais dif́ıcil de observar empiricamente. Via de
regra, em seqüências teoricamente superlineares (mas não quadráticas), o
erro aparece diminuindo de maneira consistente, mas não é usual observar
uma queda monótona para zero do quociente entre dois erros consecutivos.
Já a apreciação da convergência linear depende integralmente da taxa r.
Alguns métodos de tipo ponto fixo para resolver sistemas lineares produzem
seqüências com uma taxa linear de convergência tão próxima de 1, que sua
utilidade é praticamente nula. Por outro lado, se a taxa for menor que,
digamos, 0.5, a convergência pode ser indistingúıvel, nos experimentos, do
comportamento superlinear.

Nesta seção assumiremos as seguintes hipóteses gerais: F : Ω → IRn,
com Ω ⊂ IRn aberto e convexo e F ∈ C1(Ω). Portanto, para todo x ∈ Ω,

lim
h→0

∥F (x+ h)− F (x)− J(x)h∥
∥h∥

= 0. (5.4.4)

Suporemos também que x∗ ∈ Ω é tal que F (x∗) = 0 e J(x∗) é não-singular.
Para a prova da convergência quadrática do método de Newton assumi-

mos que existem L > 0 e p > 0 tais que, em uma vizinhança de x∗,

∥J(x)− J(x∗)∥ ≤ L∥x− x∗∥p (5.4.5)

onde ∥ · ∥ é uma norma qualquer em IRn bem como a norma de matrizes
consistente associada em IRn×n.

Exerćıcio 5.4: Usando (5.4.5), mostrar que para todo x, z ∈ Ω,

∥F (z)− F (x)− J(x∗)(z − x)∥ ≤ L∥x− z∥max{∥x− x∗∥p, ∥z − x∗∥p} .

Exerćıcio 5.5: Usando (5.4.5), mostrar que para todo x ∈ Ω,

∥F (x)− J(x∗)(x− x∗)∥ ≤
L

1 + p
∥x− x∗∥p+1 .
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5.4.1 O teorema das duas vizinhanças

O objetivo desta subseção é mostrar que, se x0 está próximo de x∗ e todas
as matrizes Bk estão perto de J(x∗), a seqüência gerada por xk+1 = xk −
B−1

k F (xk) converge para x∗ com taxa linear. Esse resultado será aplicável
aos métodos quase-Newton em geral, e, especificamente, ao próprio método
de Newton. Usaremos de maneira essencial que todas as matrizes que se
encontram numa certa vizinhança da matriz não-singular J(x∗) são não-
singulares. No Lema 5.4.1 vamos precisar o tamanho dessa vizinhança. Um
resultado prévio, de álgebra, é o chamado Lema de Banach: dada uma norma
arbitrária ∥ · ∥ em IRn, que denota também a norma matricial subordinada,
se ∥A∥ < 1, então I +A é não-singular e

1

1 + ∥A∥
≤ ∥(I +A)−1∥ ≤ 1

1− ∥A∥
.

Exerćıcio 5.6: Demonstrar o Lema de Banach.

Lema 5.4.1

Se B ∈ IRn×n é tal que ∥B − J(x∗)∥ ≤
1

2∥J(x∗)−1∥
então B−1

existe e satisfaz ∥B−1∥ ≤ 2∥J(x∗)−1∥.

Prova: Seja A = BJ(x∗)
−1− I = [B−J(x∗)]J(x∗)−1. Pela consistência da

norma segue que

∥A∥ = ∥[B − J(x∗)]J(x∗)−1∥ ≤ ∥[B − J(x∗)]∥ ∥J(x∗)−1∥ ≤ 1

2
< 1 ,

ou seja, estamos nas condições do Lema de Banach e, então BJ(x∗)
−1 é

não-singular. Logo, existe B−1 e vale [BJ(x∗)
−1]−1 = J(x∗)B

−1. Além
disso,

∥J(x∗)B−1∥ ≤ 1

1− ∥BJ(x∗)−1 − I∥
≤ 2 .

Como ∥B−1∥ = ∥J(x∗)−1J(x∗)B
−1∥ ≤ ∥J(x∗)−1∥ ∥J(x∗)B−1∥, segue que

∥B−1∥ ≤ 2∥J(x∗)−1∥. QED
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Lema 5.4.2 - das duas vizinhanças.
Para cada x ∈ Ω e B ∈ IRn×n, definimos a função Φ(x,B) =

x−B−1F (x). Seja r ∈ (0, 1). Existem ε1 = ε1(r), δ1 = δ1(r) > 0 tais
que se ∥x − x∗∥ ≤ ε1, ∥B − J(x∗)∥ ≤ δ1, a função Φ(x,B) está bem
definida e satisfaz ∥Φ(x,B)− x∗∥ ≤ r∥x− x∗∥.

Prova: Seja δ′1 =
1

2∥J(x∗)−1∥
. Pelo Lema 5.4.1, se ∥B− J(x∗)∥ ≤ δ′1 então

B−1 existe e satisfaz

∥B−1∥ ≤ 2∥J(x∗)−1∥ . (5.4.6)

Assim, Φ(x,B) está bem definida se x ∈ Ω e δ1 ≤ δ′1.
Agora

∥Φ(x,B)− x∗∥ ≤ A1 +A2 (5.4.7)

onde

A1 = ∥x− x∗ −B−1J(x∗)(x− x∗)∥ e A2 = ∥B−1[F (x)− J(x∗)(x− x∗)]∥ .

Por (5.4.6), temos que

A1 = ∥x− x∗ −B−1J(x∗)(x− x∗)−B−1B(x− x∗) +B−1B(x− x∗)∥
= ∥x− x∗ −B−1B(x− x∗) +B−1[B − J(x∗)](x− x∗)∥
= ∥B−1[B − J(x∗)](x− x∗)∥
≤ ∥B−1∥ ∥B − J(x∗)∥ ∥x− x∗∥
≤ 2∥J(x∗)−1∥ δ1 ∥x− x∗∥ . (5.4.8)

Pela diferenciabilidade de F e por (5.4.6), temos:

A2 ≤ ∥B−1∥ ∥F (x)− J(x∗)(x− x∗)∥ ≤ 2∥J(x∗)−1∥ β(x) (5.4.9)

onde lim
x→x∗

β(x)

∥x− x∗∥
= 0 .

Seja ε1 tal que

2

(
δ1 + sup

∥x−x∗∥≤ε1

{
β(x)

∥x− x∗∥

})
≤ r

∥J(x∗)−1∥
. (5.4.10)

Então, para ∥B − J(x∗)∥ ≤ δ1 e ∥x − x∗∥ ≤ ε1, por (5.4.7)–(5.4.10)
temos

∥Φ(x,B)− x∗∥ ≤ 2∥J(x∗)−1∥ δ1 ∥x− x∗∥+ 2∥J(x∗)−1∥ β(x)

= 2∥J(x∗)−1∥
(
δ1 +

β(x)

∥x− x∗∥

)
∥x− x∗∥

≤ r∥x− x∗∥ . QED
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Teorema 5.4.3 - das duas vizinhanças.
Seja r ∈ (0, 1). Existem ε = ε(r) e δ = δ(r) tais que, se ∥x0 −

x∗∥ ≤ ε e ∥Bk−J(x∗)∥ ≤ δ para todo k, então a seqüência gerada por
[xk+1 = xk − B−1

k F (xk) está bem definida, converge a x∗ e ∥xk+1 −
x∗∥ ≤ r∥xk − x∗∥ para todo k.

Prova: Considerando a função Φ(x,B) = x − B−1F (x), temos xk+1 =
Φ(xk, Bk), k = 0, 1, 2, . . . . A prova segue por um argumento de indução e
pelo Lema 5.4.2. QED

Uma conseqüência imediata do Teorema das duas vizinhanças é a con-
vergência local linear do método de Newton estacionário. Com efeito, dado
r ∈ (0, 1), pela continuidade das derivadas de F , existe ε2 tal que ∥J(x0)−
J(x∗)∥ ≤ δ(r) sempre que ∥x0 − x∗∥ ≤ ε2. Tomemos, então ε como o
mı́nimo entre ε(r) e ε2, onde δ(r) e ε(r) são os definidos no Teorema das
duas vizinhanças. Então, se ∥x0 − x∗∥ ≤ ε teremos ∥J(x0)− J(x∗)∥ ≤ δ(r)
e, portanto, ∥Bk − J(x∗)∥ ≤ δ(r) para todo k. Logo, estamos dentro das
hipóteses do teorema, e, em conseqüência, a seqüência converge com a taxa
linear r. É importante observar que esta pequena prova foi iniciada com
um r ∈ (0, 1) arbitrário. Portanto, a taxa de convergência linear do método
de Newton estacionário poderia ser arbitrariamente pequena, tomando x0
suficientemente próximo de x∗.

5.4.2 Convergência quadrática de Newton

A aplicação do Teorema das duas vizinhanças ao método de Newton é bas-
tante natural. No entanto, a última observação da subseção anterior, per-
mite vislumbrar que, para este método, resultados mais fortes são posśıveis.
Aqui vamos usar a condição (5.4.5) para provar que a ordem de convergência
de Newton é, pelo menos p+ 1. É usual que (5.4.5) seja válida com p = 1,
por isso chamaremos essa propriedade de “convergência quadrática”. As
situações em que (5.4.5) vale para algum p ∈ (0, 1) mas não para p = 1 são
um tanto patológicas, e não têm maior importância prática. No entanto, é
interessante refletir sobre o caso em que (5.4.5) é satisfeita para algum p > 1.
Por exemplo, se p = 2, essa condição significa que as derivadas segundas de
F existem e são nulas em x∗. Nesse caso, a convergência de Newton é de
ordem 3. Assim, quanto maior seja a ordem das derivadas que se anulam
na solução, acima das segundas, Newton convergirá mais rapidamente. No
caso extremo, todas as derivadas de F são nulas em x∗ o que, quase sempre,
indica que F é uma função linear em uma vizinhança da solução. Nesse caso,
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a ordem de convergência p+ 1 para todo p significa que x1 será igual a x∗,
ou seja, o método se comportará como um método direto, que é exatamente
o que se espera dele quando aplicado a uma função linear.

Teorema 5.4.4 - Convergência quadrática de Newton.
Suponhamos que F,L, p satisfazem (5.4.5). Então existem ε, γ >

0 tais que para todo x0 verificando ∥x0 − x∗∥ ≤ ε, a seqüência gerada
por

xk+1 = xk − J(xk)−1F (xk), k = 0, 1, . . .

está bem definida, converge a x∗ e satisfaz

∥xk+1 − x∗∥ ≤ γ∥xk − x∗∥p+1 .

Prova: Escolhemos um r arbitrário entre 0 e 1, digamos, r = 0.5. Seja
ε1 = ε1(r), definido pelo Lema das duas vizinhanças. Pela continuidade de
J(x), existe ε2 > 0 tal que, sempre que ∥x−x∗∥ ≤ ε2, temos ∥J(x)−J(x∗)∥ ≤
δ1(r). Tomamos

ε = mı́nimo {ε1, ε2},

logo ∥J(x0)− J(x∗)∥ ≤ δ1(r). Então, pelo Lema das duas vizinhanças,

∥x1 − x∗∥ ≤ r∥x0 − x∗∥ < ε1.

Portanto, ∥J(x1) − J(x∗)∥ ≤ δ1(r) e o racioćınio pode ser repetido, induti-
vamente, para provar que {xk} converge para x∗ linearmente com taxa r.
Agora, por (5.4.6), temos que, para todo k,

∥xk+1 − x∗∥ = ∥xk − x∗ − J(xk)−1F (xk)∥
= ∥J(xk)−1(−F (xk)− J(xk)(x∗ − xk))∥
≤ 2∥J(x∗)−1∥ ∥F (xk)− J(xk)(xk − x∗)∥.

Mas, por (5.4.5) e pelo resultado do exerćıcio 5.5,

∥F (xk)− J(xk)(xk − x∗)∥ ≤ |F (xk)− J(x∗)(xk − x∗)|+ L∥xk − x∗∥p+1

≤ 2L∥xk − x∗∥p+1.

Portanto,

∥xk+1 − x∗∥ ≤ 4∥J(x∗)−1∥L∥xk − x∗∥p+1,

o que completa a prova. QED

Sutilezas maiores que as do Teorema 5.4.4 são posśıveis. De fato, o lei-
tor poderá verificar que, mesmo sem supor a condição (5.4.5), mas usando
a diferenciabilidade de F , a convergência de Newton é superlinear.
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5.4.3 Convergência dos métodos quase-Newton

O Teorema das duas vizinhanças é um elemento essencial na teoria de con-
vergência dos métodos quase-Newton. Com efeito, ele nos diz que em um
método desse tipo, se o ponto inicial está suficientemente perto da solução
e todas as matrizes Bk estão próximas de J(x∗) a convergência ocorre com
taxa linear. A maneira mais fácil de satisfazer as hipóteses desse teorema
é escolher uma única vez B0 próxima de uma Jacobiana e tomar todas as
outras Bk iguais a B0. É o que o método de Newton estacionário faz. A
maioria dos métodos quase-Newton tenta uma opção melhor. Por exemplo,
os métodos secantes definem Bk+1 = Bk + ∆Bk para todo k, onde, quase
sempre, ∆Bk tem posto pequeno. Portanto, mesmo que B0 esteja perto de
J(x∗), podeŕıamos ter o azar de que alguma das Bk’s posteriores ficassem
fora da vizinhança que garante a convergência linear. Em outras palavras,
Bk+1 pode sofrer uma deterioração em relação a Bk. Para garantir que, ape-
sar dessas posśıveis deteriorações, todas as Bk estejam na boa vizinhança
de que fala o Teorema 5.4.3, são provados, para os distintos métodos quase-
Newton, teoremas de “deterioração limitada”. Como seu nome indica, esses
teoremas estabelecem que, embora a distância entre Bk+1 e J(x∗) possa ser
maior que ∥Bk − J(x∗)∥, o grau de degeneração não pode ser tão grande
ao ponto de comprometer a convergência. Existem diferentes teoremas de
deterioração limitada para os distintos métodos quase-Newton. Enfoques
unificados são discutidos em [27], [71] e [72]. Uma propriedade de deteri-
oração limitada t́ıpica é:

∥Bk+1 − J(x∗)∥ ≤ ∥Bk − J(x∗)∥+ c∥xk − x∗∥ (5.4.11)

para algum c > 0. A desigualdade (5.4.11) estabelece que a deterioração de
Bk+1 em relação a Bk é de ordem não maior que o erro na iteração k. O
método de Broyden, do qual falamos na Seção 5.3, satisfaz uma propriedade
desse tipo. Para mostrar como ela contribui para não corromper a con-
vergência de um método quase-Newton, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 5.4.5
Consideramos o método quase-Newton definido por xk+1 = xk −

B−1
k F (xk), onde as matrizes Bk satisfazem (5.4.11). Seja r ∈ (0, 1).

Então, existem ε, δ > 0 tais que, se ∥x0−x∗∥ ≤ ε e ∥B0−J(x∗)∥ ≤ δ,
a seqüência está bem definida, converge a x∗ e satisfaz ∥xk+1−x∗∥ ≤
r∥xk − x∗∥ para todo k.

Prova: Sejam ε1 = ε(r) e δ1 = δ(r) os definidos no Teorema das duas
vizinhanças. Sejam ε ≤ ε1 e δ ≤ δ1 tais que

δ +
ε

1− r
≤ δ1. (5.4.12)



5.4. CONVERGÊNCIA LOCAL 87

Se ∥x0 − x∗∥ ≤ ε e ∥B0 − J(x∗)∥ ≤ δ, o lema das duas vizinhanças garante
que ∥x1 − x∗∥ ≤ r∥x0 − x∗∥. Portanto, por (5.4.11),

∥B1 − J(x∗)∥ ≤ ∥B0 − J(x∗)∥+ r∥x0 − x∗∥ ≤ δ + rε ≤ ε

1− r
≤ δ1.

Por indução, provamos que ∥xk+1 − x∗∥ ≤ r∥xk − x∗∥ ≤ rk+1∥x0 − x∗∥ e

∥Bk+1−J(x∗)∥ ≤ ∥B0−J(x∗)∥+
k+1∑
ℓ=1

rℓ∥x0−x∗∥ ≤ δ+
k+1∑
ℓ=1

rℓε ≤ ε

1− r
≤ δ1.

Portanto, as matrizes Bk, apesar da sua posśıvel corrupção, permanecem
sempre na vizinhança boa de J(x∗), e a convergência é mantida. QED

A maioria dos resultados de deterioração limitada para métodos quase-
Newton são obtidos usando propriedades geométricas das fórmulas de atua-
lização das Bk’s. O exemplo mais claro é fornecido pelo método de Broyden.
Como vimos no Exerćıcio 5.3, nesse algoritmo, Bk+1 é a projeção segundo
a norma de Frobenius de Bk na variedade afim das matrizes que satisfazem
a equação secante Bsk = yk. Se J(x∗) satisfizesse essa equação, a distância
entre Bk+1 e J(x∗) seria menor ou igual à distância entre Bk e J(x∗) e o
prinćıpio (5.4.11) seria satisfeito com c = 0. Infelizmente, em geral, J(x∗)
não é uma das matrizes que satisfazem a equação secante da iteração k. No
entanto, se definimos

B̃k =

∫ 1

0
J(xk + t(xk+1 − xk))dt, (5.4.13)

podemos verificar, com o teorema fundamental do cálculo, que B̃ksk = yk.
Portanto,

∥Bk+1 − B̃k∥ ≤ ∥Bk − B̃k∥.

Assim,

∥Bk+1 − J(x∗)∥ ≤ ∥Bk+1 − B̃k∥+ ∥B̃k − J(x∗)∥
≤ ∥Bk − B̃k∥+ ∥B̃k − J(x∗)∥
≤ ∥Bk − J(x∗)∥+ 2∥B̃k − J(x∗)∥. (5.4.14)

Por (5.4.13), e usando (5.4.5), podemos verificar que ∥B̃k−J(x∗)∥ = O(∥xk−
x∗∥), portanto a propriedade (5.4.11) segue de (5.4.14).

A interpretação de muitas fórmulas secantes como projeções permite, geral-
mente, provar outra propriedade importante:

lim
k→∞

∥Bk+1 −Bk∥ = 0. (5.4.15)
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A idéia é usar, em cada iteração, o Teorema de Pitágoras. Apenas neste
parágrafo, ∥ · ∥ será a norma de Frobenius,

∥Bk+1 −Bk∥2 = ∥Bk − B̃k∥2 − ∥Bk+1 − B̃k∥2. (5.4.16)

Portanto,

∥Bk+1−Bk∥2 = ∥Bk−J(x∗)∥2−∥Bk+1−J(x∗)∥2+O(∥xk−x∗∥). (5.4.17)

Assim, supondo que o prinćıpio de deterioração limitada já permitiu provar
a convergência com taxa linear r da seqüência {xk}, e somando todas as
igualdades (5.4.17),

∞∑
k=0

∥Bk+1 −Bk∥2 ≤ ∥B0 − J(x∗)∥2 +
∥x0 − x∗∥

1− r
, (5.4.18)

logo, a série da esquerda em (5.4.18) converge e, portanto, (5.4.15) se verifica.

Por enquanto nos limitamos a mostrar que os métodos quase-Newton
com deterioração limitada não são piores que o mais simples dos métodos
quase-Newton, onde Bk não muda nunca e, portanto, a deterioração é nula.
Se os métodos secantes não pudessem oferecer mais do que isso, nunca te-
riam sido populares. De fato, veremos agora que, via de regra, os métodos
secantes não apenas convergem com a taxa linear r de que fala o teorema
das duas vizinhanças mas, também, são superlineares. A ferramenta fun-
damental para essa prova é o seguinte teorema, cujo resultado é conhecido
como “condição Dennis-Moré”.

Teorema 5.4.6 - Condição Dennis-Moré.
Suponhamos que F satisfaz as hipóteses gerais, incluindo (5.4.5),

a seqüência gerada por

xk+1 = xk −B−1
k F (xk)

está bem definida, converge a x∗, e satisfaz

lim
k→∞

∥[Bk − J(x∗)]sk∥
∥sk∥

= 0 . (5.4.19)

Então a convergência é superlinear.

Antes de provar a condição Dennis-Moré vamos refletir sobre seu sig-
nificado. Uma primeira observação é que o método de Newton claramente
satisfaz (5.4.19) e que, ainda mais, qualquer seqüência de matrizes {Bk} tal
que Bk → J(x∗) também satisfaz essa condição. Logo, por este teorema, o
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método de Newton estacionário com recomeços, do qual falamos na Seção
5.2, é superlinear. No entanto, a condição Dennis-Moré exige menos que a
convergência de Bk para J(x∗). Com efeito, o que deve tender para zero
não é a diferença Bk − J(x∗) mas a aplicação dessa diferença na direção
incremental sk/∥sk∥. Ou seja, para efeitos de convergência superlinear, é
indiferente o que Bk faça com direções diferentes dos incrementos e apenas
a ação das matrizes sobre os sk’s tem importância. Assim, um método com
essas condições pode ser superlinearmente convergente, mesmo com as ma-
trizes Bk convergindo a algo diferente da Jacobiana na solução. No Teorema
5.4.5 apresentamos a condição Dennis-Moré apenas como uma condição su-
ficiente. Na verdade, o resultado é bem mais elegante (ver [25], [26]): a
condição (5.4.19) é também necessária para a convergência superlinear dos
métodos quase-Newton e o fato de que x∗ é uma raiz pode ser deduzido dela
e não apenas assumido como hipótese.

Na prova do Teorema Dennis-Moré, faremos uso de um lema que, breve-
mente, mostra que ∥F (x)∥ pode ser utilizado como uma medida da distância
entre x e x∗ quando J(x∗) é não-singular:

Lema 5.4.7
Existem ε, c1, c2 > 0 tais que, sempre que ∥x− x∗∥ ≤ ε,

c1∥x− x∗∥ ≤ ∥F (x)∥ ≤ c2∥x− x∗∥.

Prova: Pela diferenciabilidade de F ,

lim
x→x∗

∥F (x)− J(x∗)(x− x∗)∥
∥x− x∗∥

= 0.

Mas

∥x− x∗∥ = ∥J(x∗)−1J(x∗)(x− x∗)∥ ≤ ∥J(x∗)−1∥∥J(x∗)(x− x∗)∥,

portanto

lim
x→x∗

∥F (x)− J(x∗)(x− x∗)∥
∥J(x∗)−1∥∥J(x∗)(x− x∗)∥

= 0.

Logo,

lim
x→x∗

∥F (x)− J(x∗)(x− x∗)∥
∥J(x∗)(x− x∗)∥

= 0.

Mas | ∥F (x)∥−∥J(x∗)(x−x∗)∥ | ≤ ∥F (x)−J(x∗)(x−x∗)∥, portanto existe
ε > 0 tal que, sempre que 0 < ∥x− x∗∥ ≤ ε,

−1

2
≤ ∥F (x)∥ − ∥J(x∗)(x− x∗)∥

∥J(x∗)(x− x∗)∥
≤ 1

2
,
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ou seja,

−1

2
∥J(x∗)(x− x∗)∥ ≤ ∥F (x)∥ − ∥J(x∗)(x− x∗)∥ ≤

1

2
∥J(x∗)(x− x∗)∥,

ou ainda,

1

2
∥J(x∗)(x− x∗)∥ ≤ ∥F (x)∥ ≤

3

2
∥J(x∗)(x− x∗)∥. (5.4.20)

Mas, ∥J(x∗)(x− x∗)∥ ≤ ∥J(x∗)∥∥x− x∗∥ e

∥x− x∗∥ = ∥J(x∗)−1J(x∗)(x− x∗)∥ ≤ ∥J(x∗)−1∥∥J(x∗)(x− x∗)∥,

portanto a tese do Lema segue de (5.4.20), com c1 = 1/(2∥J(x∗)∥−1) e
c2 =

3
2∥J(x∗)∥. QED

Prova do Teorema Dennis-Moré: Por (5.4.19), temos:

[Bk − J(x∗)](xk+1 − xk) = −F (xk)− J(x∗)(xk+1 − xk)

= F (xk+1)− F (xk)− J(x∗)(xk+1 − xk)− F (xk+1).

Agora, pelo resultado do Exerćıcio 5.4,

∥F (xk+1)− F (xk)− J(x∗)(xk+1 − xk)

≤ L∥xk+1 − xk∥max{∥xk − x∗∥p, ∥xk+1 − x∗∥p} .

Portanto, pela convergência de {xk} e pela condição (5.4.19),

lim
k→∞

∥F (xk+1)∥
∥xk+1 − xk∥

= 0 . (5.4.21)

Agora, ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk+1 − x∗∥ + ∥xk − x∗∥ e, pelo Lema 5.4.7, para k
suficientemente grande, temos ∥F (xk+1)∥ ≥ c1∥xk+1 − x∗∥. Portanto, por
(5.4.21),

lim
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥+ ∥xk+1 − x∗∥

= 0, (5.4.22)

e a convergência superlinear segue de (5.4.22) após breve manipulação algébrica.
QED

Quando, para um método secante, pode ser provada uma propriedade de
deterioração limitada e a forma de definir ∆Bk permite demonstrar também
que ∥Bk+1−Bk∥ → 0, a convergência superlinear do método resulta do Te-
orema Dennis-Moré. Formalizaremos isso no seguinte teorema.
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Teorema 5.4.8
Suponhamos as hipóteses gerais desta seção e, também, a

condição (5.4.5). Suponhamos que o método quase-Newton definido
por xk+1 = xk −B−1

k F (xk) tem as propriedades (5.4.11) e (5.4.15) e
que a equação secante (5.2.2) é satisfeita para todo k. Então, existem
ε, δ > 0 tais que, se ∥x0 − x∗∥ ≤ ε e ∥B0 − J(x∗)∥ ≤ ε, a seqüência
{xk} está bem definida, e converge superlinearmente para x∗.

Prova: A boa definição e convergência resultam do Teorema 5.4.3. Para
provar a superlinearidade vamos mostrar que a condição Dennis-Moré é sa-
tisfeita. Pelo resultado do Exerćıcio 5.4, temos que

∥yk − J(x∗)sk∥ ≤ L∥sk∥ max {∥xk − x∗∥p, ∥xk+1 − x∗∥p}. (5.4.23)

Mas, pela condição secante, Bk+1sk = yk. Logo, por (5.4.23) e a con-
vergência de {xk},

lim
k→∞

∥[Bk+1 − J(x∗)]sk∥
∥sk∥

= 0. (5.4.24)

Claramente, a condição Dennis-Moré (5.4.19) pode ser deduzida de (5.4.24)
e (5.4.15). Portanto, a convergência é superlinear. QED

5.4.4 Convergência dos Newton inexatos

Como dissemos na Seção 5.3, chamamos métodos de Newton inexatos àqueles
baseados na condição (5.3.7). Newton truncados serão aqueles métodos nos
quais se utiliza um método iterativo linear para resolver, aproximadamente,
o sistema (5.3.2). Freqüentemente, as duas expressões são utilizadas como
sinônimos. Entretanto, pode ser que um método de Newton truncado uti-
lize um critério de parada diferente de (5.3.7), e também é posśıvel que o
incremento sk que satisfaz (5.3.7) não seja originado de um processo ite-
rativo linear. Por isso, é conveniente manter as duas denominações com
significados diferenciados.

No resultado principal desta subseção, provaremos que os métodos de
Newton inexatos são localmente convergentes com taxa linear, em determi-
nada norma, se o valor ηk se mantém fixo ao longo de todo o processo. Se
ηk → 0, veremos que a convergência é superlinear.
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Teorema 5.4.9 - Dembo - Eisenstat - Steihaug.
(a) Se ηk ≤ ηmax < r < 1, existe ε > 0 tal que se ∥x0−x∗∥ ≤ ε, então
a seqüência {xk} gerada por um método de Newton inexato converge
a x∗. Além disso a convergência é linear com taxa r:

∥xk+1 − x∗∥∗ ≤ r∥xk − x∗∥∗ , (5.4.25)

onde a norma ∥ · ∥∗ está definida por ∥y∥∗ = ∥J(x∗)y∥ .

(b) Se a seqüência {xk} gerada por um método de Newton inexato
converge a x∗ e se

lim
k→∞

ηk = 0 , (5.4.26)

então a convergência é superlinear.

Prova: (a) Como J(x∗) é não-singular, para todo y ∈ IRn vale:

1

µ
∥y∥ ≤ ∥y∥∗ ≤ µ∥y∥ (5.4.27)

onde µ = max{∥J(x∗)∥, ∥J(x∗)−1∥} .
Como ηmax < r, existe γ > 0 suficientemente pequeno tal que

(1 + µγ) [ηmax(1 + µγ) + 2µγ] ≤ r .

Agora, escolhemos ε > 0 suficientemente pequeno tal que

∥J(y)− J(x∗)∥ ≤ γ , (5.4.28)

∥J(y)−1 − J(x∗)−1∥ ≤ γ , (5.4.29)

∥F (y)− F (x∗)− J(x∗)(y − x∗)∥ ≤ γ∥y − x∗∥ (5.4.30)

se ∥y − x∗∥ ≤ µ2ε. A existência de ε é garantida pela diferenciabilidade
de F .

Assumindo que ∥x0 − x∗∥ ≤ ε, vamos provar (5.4.25) por indução. Por
(5.4.27), pela hipótese de indução e, novamente por (5.4.27), temos

∥xk − x∗∥ ≤ µ∥xk − x∗∥∗ ≤ µrk∥x0 − x∗∥∗ ≤ µ2∥x0 − x∗∥ ≤ µ2ε ,

de tal forma que (5.4.28)–(5.4.30) valem com y = xk. Além disso, a k-ésima
etapa de um método de Newton inexato é definida de tal forma que existe
sk satisfazendo

J(xk)sk = −F (xk) +Rk, onde
∥Rk∥
∥F (xk)∥

≤ ηk . (5.4.31)
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Então,

J(x∗)(xk+1 − x∗) = J(x∗)sk + J(x∗)(xk − x∗)
= J(x∗)J(xk)

−1[J(xk)sk + J(xk)(xk − x∗)]
= [I + J(x∗)(J(xk)

−1 − J(x∗)−1)] [J(xk)sk + F (xk) + J(xk)(xk − x∗)
− J(x∗)(xk − x∗)− F (xk) + F (x∗) + J(x∗)(xk − x∗)]

= [I + J(x∗)(J(xk)
−1 − J(x∗)−1)] [Rk + [J(xk)− J(x∗)](xk − x∗)

− [F (xk)− F (x∗)− J(x∗)(xk − x∗)]] .

Usando a definição de µ, (5.4.28), (5.4.29), (5.4.30) e (5.4.31), temos

∥xk+1 − x∗∥∗ ≤ [1 + ∥J(x∗)∥ ∥J(xk)−1 − J(x∗)−1∥] [∥Rk∥+
+ ∥J(xk)− J(x∗)∥ ∥xk − x∗∥
+ ∥F (xk)− F (x∗)− J(x∗)(xk − x∗)∥]

≤ (1 + µγ)[ηk∥F (xk)∥+ γ∥xk − x∗∥+ γ∥xk − x∗∥] .

Como

F (xk) = [J(x∗)(xk − x∗)] + [F (xk)− F (x∗)− J(xk)(xk − x∗)] ,

de (5.4.30) segue que:

∥F (xk)∥ = ∥xk − x∗∥∗ + ∥F (xk)− F (x∗)− J(x∗)(xk − x∗)∥
≤ ∥xk − x∗∥∗ + γ∥xk − x∗∥ .

Portanto, usando (5.4.27),

∥xk+1 − x∗∥∗ ≤ (1 + µγ)[ηk[∥xk − x∗∥∗ + γ∥xk − x∗∥] + 2γ∥xk − x∗∥]
≤ (1 + µγ)[ηmax(1 + µγ) + 2µγ]∥xk − x∗∥∗ .

Logo, (5.4.25) segue pela escolha de γ.
Para provarmos o item (b), inicialmente, como na k-ésima etapa de um

método de Newton inexato vale (5.4.31), (5.4.26) é equivalente a dizer que

∥Rk∥ = o(∥F (xk)∥). (5.4.32)

Assim, assumindo (5.4.22), analogamente à prova do item (a), segue que

∥xk+1 − x∗∥ ≤ [∥J(x∗)−1∥+ ∥J(xk)−1 − J(x∗)−1∥] [∥Rk∥
+ ∥J(xk)− J(x∗)∥ ∥xk − x∗∥+ ∥F (xk)− F (x∗)− J(x∗)(xk − x∗)∥]

= [∥J(x∗)−1∥+ o(1)] [o(∥F (xk)∥) + o(1)∥xk − x∗∥+ o(∥xk − x∗∥)] .

Portanto,

∥xk+1 − x∗∥ = o(∥F (xk)∥) + o(1)∥xk − x∗∥+ o(∥xk − x∗∥),
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ou seja xk → x∗ superlinearmente. QED

Outros critérios, além de (5.3.7), têm sido propostos para a parada do
método iterativo linear nos algoritmos de Newton truncados. Ypma [118]
sugeriu o seguinte critério baseado no erro verdadeiro do sistema linear, e
não no reśıduo:

∥sk + J(xk)
−1F (xk)∥ ≤ ηk∥J(xk)−1F (xk)∥. (5.4.33)

O critério (5.4.33) tem algumas vantagens teóricas sobre (5.3.7) (ver [75]).
No entanto, é mais dif́ıcil de implementar devido à necessidade de estimar
a solução verdadeira do sistema linear.

Uma desvantagem conceitual dos critérios (5.3.7) e (5.4.33) é que, para
se obter convergência superlinear, a precisão com que se deve resolver o
sistema linear deve ser cada vez mais exigente (ηk → 0). Através do uso
de precondicionadores que satisfazem a equação secante, esta dificuldade é
contornada em [73] e [74].



Caṕıtulo 6

Minimização irrestrita e
busca linear

A minimização de uma função cont́ınua de n variáveis, sem v́ınculos, é um
dos problemas clássicos da otimização não linear. Existem inúmeras si-
tuações da realidade que são modeladas dessa maneira. Quando a função
é derivável, a condição necessária de primeira ordem para minimizadores
estabelece que o gradiente deve se anular. Em casos muito simples, como
os tratados nos textos de cálculo multivariado, é posśıvel calcular manual-
mente todos os pontos cŕıticos o que, geralmente, leva a encontrar soluções
globais, quando estas existem. Mas, quando o número de variáveis ou a
complexidade da função aumentam, as manipulações isoladas são insuficien-
tes para achar sequer pontos estacionários. É necessário, então, apelar para
métodos numéricos, quase sempre iterativos. Os algoritmos estudados neste
caṕıtulo funcionam da seguinte maneira: dado o iterando xk determina-se
uma direção dk ao longo da qual, em prinćıpio, é posśıvel fazer diminuir o
valor da função objetivo. A seguir, calcula-se um comprimento de passo que
permita uma diminuição razoável. O método de Newton, os quase-Newton,
e os chamados métodos de Newton truncados podem ser adaptados para
funcionar com este esquema.

6.1 Algoritmos gerais

Vamos considerar o problema de minimização sem restrições

Minimizar f(x)
x ∈ IRn (6.1.1)

com a hipótese inicial de que f ∈ C1(IRn).

95



96 CAPÍTULO 6. MINIMIZAÇÃO IRRESTRITA E BUSCA LINEAR

Neste caṕıtulo consideraremos sempre que ∥·∥ é a norma euclidiana, em-
bora muitos resultados sejam independentes dessa identificação. Os métodos
para resolver (6.1.1) são iterativos. A aproximação xk+1 está bem definida
e satisfaz f(xk+1) < f(xk) se ∇f(xk) ̸= 0. Para a definição desses algorit-
mos, usaremos direções ao longo das quais, pelo menos dando passos muito
pequenos, é posśıvel fazer decrescer f(x). Assim, dado x ∈ IRn, d ∈ IRn é
chamada direção de descida a partir de x se existe ε > 0 tal que, para todo
t ∈ (0, ε],

f(x+ td) < f(x) .

As direções que formam um ângulo maior que 90 graus com o gradiente são
direções de descida, como vemos no seguinte lema.

Lema 6.1.1
Se ∇f(x)Td < 0 então d é direção de descida.

Prova: Como ∇f(x)Td = lim
t→0

f(x+ td)− f(x)
t

e por hipótese ∇f(x)Td <
0, então para todo t > 0 suficientemente pequeno, temos f(x+ td) < f(x).
QED

A direção d = −∇f(x) é chamada direção de máxima descida a partir
de x. Se consideramos todas as direções com norma euclidiana unitária no
espaço, é fácil ver que a derivada direcional mais negativa se realiza nessa
direção. A solução do problema

Minimizar f̄(x) sujeita a ∥x− x̄∥ ≤ ε,

onde f̄ é qualquer função tal que ∇f̄(x̄) = ∇f(x̄), é um ponto x(ε) tal que
[x(ε)− x̄]/∥x(ε)− x̄∥ tende ao versor (unitário) na direção de máxima des-
cida quando ε tende a 0.

O protótipo de todos os métodos que veremos neste caṕıtulo é o seguinte
algoritmo.

Algoritmo 6.1.2 - Algoritmo básico que usa direções de descida.
Dado xk ∈ IRn tal que ∇f(xk) ̸= 0, escolher dk direção de descida e

tk > 0 tais que

f(xk + tkdk) < f(xk) .

Tomar xk+1 = xk + tkdk.

Exerćıcio 6.1: Mostrar que o Algoritmo 6.1.2 está bem definido, no sen-
tido de que, sempre que ∇f(xk) ̸= 0, é posśıvel encontrar tk satisfazendo a
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condição de descida.

Naturalmente, gostaŕıamos que a aplicação do Algoritmo 6.1.2 nos le-
vasse sempre, depois de um número razoável de iterações, a um minimizador
global de f . Isso não vai ser posśıvel. De fato, o algoritmo assim definido é
impotente até para nos conduzir a pontos estacionários no limite. Existem
exemplos em uma variável que mostram que a seqüência gerada por ele pode
convergir a um ponto não estacionário.

Exerćıcio 6.2: Exibir um exemplo do tipo dos mencionados no parágrafo
acima.

Uma das razões pelas quais o Algoritmo 6.1.2 fracassa em encontrar mi-
nimizadores ou, até, pontos estacionários, é que pedir apenas que f(xk +
tkdk) seja menor que f(xk) é um objetivo excessivamente modesto, pois,
na realidade, um descenso mais enérgico pode ser conseguido ao longo de
direções de descida. A chamada “condição de Armijo”substitui o descenso
simples e serve para invalidar alguns dos contra-exemplos que podem ser
constrúıdos para desqualificar a condição de descenso simples. No seguinte
teorema mostramos que a obtenção do descenso baseado na condição de Ar-
mijo é sempre posśıvel.

Teorema 6.1.3 - Condição de Armijo.
Sejam x, d ∈ IRn tais que ∇f(x) ̸= 0, ∇f(x)Td < 0 e α ∈ (0, 1).

Existe ε = ε(α) > 0 tal que

f(x+ td) ≤ f(x) + αt∇f(x)Td (6.1.2)

para todo t ∈ (0, ε].

Prova: Temos

0 ̸= ∇f(x)Td = lim
t→0

f(x+ td)− f(x)
t

e portanto

lim
t→0

f(x+ td)− f(x)
t∇f(x)Td

= 1.

Logo, existe ε > 0 tal que para todo t ∈ (0, ε],

f(x+ td)− f(x)
t∇f(x)Td

≥ α.

Ou seja, para todo t ∈ (0, ε], f(x+ td) ≤ f(x) + αt∇f(x)Td. QED
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Exerćıcio 6.3: Encontrar um exemplo em uma variável onde a seqüência
gerada pelo Algoritmo 6.1.2 tenha pontos de acumulação não-estacionários
e onde a condição de Armijo não esteja sendo satisfeita em infinitas iterações.

Incorporando a condição de Armijo, o Algoritmo 6.1.2 pode ser reescrito
da seguinte maneira.

Algoritmo 6.1.4 - Algoritmo básico de descida com Armijo.
Dado α ∈ (0, 1) e dados xk e dk tais que ∇f(xk)Tdk < 0,
escolher tk > 0 tal que

f(xk + tkdk) ≤ f(xk) + αtk∇f(xk)Tdk . (6.1.3)

Tomar xk+1 = xk + tkdk.

Novamente, devemos lamentar que a condição (6.1.3), embora mais exi-
gente que a primeira, não garanta as propriedades desejáveis de um método
de minimização. Com efeito, até em uma variável é posśıvel encontrar exem-
plos para os quais o Algoritmo 6.1.4 converge a um ponto não estacionário.
A razão é que, na condição de Armijo, nada impede a tomada de passos
excessivamente pequenos, produzindo um fenômeno do tipo “Aquiles e a
tartaruga”.

Exerćıcio 6.4: Encontrar contra-exemplo em IR onde o Algoritmo 6.1.4
convirja a um ponto não-estacionário.

Pode ser que passos muito pequenos sejam inevitáveis, simplesmente
porque passos grandes não permitem um decréscimo adequado, mas é im-
perdoável, do ponto de vista do desenho algoŕıtmico, que passos “gran-
des”não sejam, pelo menos, tentados. Por isso, decidimos tentar sempre,
primeiro o passo tk = 1 e diminuir o passo sem exageros apenas quando a
condição de Armijo não é satisfeita. Entretanto, esse mecanismo não inibe,
por si só, os passos muito curtos, porque poderia ser que o próprio tama-
nho de dk fosse muito pequeno. Isso motiva, também, a introdução de uma
condição adicional para dk, que chamaremos “condição β”:

∥dk∥ ≥ β∥∇f(xk)∥ (6.1.4)

com β > 0.
A condição de Armijo (6.1.2) e a condição (6.1.4) são suficientes para

eliminar os inquietantes contra-exemplos unidimensionais, mas ainda não
bastam para garantir que todo ponto de acumulação seja estacionário. De
fato, se n ≥ 2, as direções de descida dk poderiam ser maldosamente escolhi-
das de maneira que o ângulo entre dk e ∇f(xk) tendesse a 90 graus. Ou seja,
o cosseno entre dk e∇f(xk), embora negativo, tenderia a zero. Essa situação
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poderia provocar convergência a um ponto não estacionário. Para inibir essa
eventualidade, vamos impor que os citados cossenos estejam uniformemente
separados de 0. Logo, as direções toleráveis formarão uma espécie de cone
agudo com eixo na semi-reta gerada por −∇f(xk). Por razões óbvias, esta
será chamada “condição do ângulo”:

∇f(xk)Tdk ≤ −θ∥∇f(xk)∥ ∥dk∥, (6.1.5)

com θ ∈ (0, 1) e ∥ · ∥ = ∥ · ∥2.

Exerćıcio 6.5: Encontrar um contra-exemplo bi-dimensional mostrando
que sob (6.1.2) e (6.1.4) ainda podemos ter convergência a um ponto não-
estacionário.

Vamos então reformular o Algoritmo 6.1.4, incorporando as condições
(6.1.4) e (6.1.5), desculpando-nos por usar o termo “backtracking”sem tra-
duzir.

Algoritmo 6.1.5 - Algoritmo de descida com backtracking.
Sejam x0 ∈ IRn, α ∈ (0, 1), β > 0, θ ∈ (0, 1).
Dado xk, a nova aproximação xk+1 é obtida da seguinte maneira:
(1) Se ∇f(xk) = 0, parar.

(2) Escolher dk ∈ IRn tal que

∥dk∥ ≥ β∥∇f(xk)∥
∇f(xk)Tdk ≤ −θ∥∇f(xk)∥ ∥dk∥ .

(3) t = 1.

(4) Enquanto f(xk + tdk) > f(xk) + αt∇f(xk)Tdk,
escolher novo t ∈ [0.1t, 0.9t].

(5) xk+1 = xk + tdk.

Exerćıcio 6.6: Mostrar que o Algoritmo 6.1.5 está bem definido.

Computacionalmente, quando a condição de Armijo falha no passo (4)
do Algoritmo 6.1.5 para t, a escolha de um novo t ∈ [0.1t, 0.9t] pode ser feita
minimizando-se a parábola cúbica que interpola φ(0), φ(t), φ′(0), φ′(t),
onde φ(t) = f(xk + tdk) e φ

′(t) = ∇f(xk + tdk)Tdk. Se o minimizador desta
cúbica estiver no intervalo de salvaguarda [0.1t, 0.9t], adotamos tnovo como
sendo este minimizador. Caso contrário, tnovo = 0.5t.

Exerćıcio 6.7: A estratégia descrita acima para obter um novo t após um
fracasso em Armijo demanda a avaliação extra de ∇f(xk + tdk). Propor
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uma outra estratégia, usando inicialmente uma parábola interpolante em
φ(0), φ(t) e φ′(0) e então, caso ocorra(m) novo(s) fracasso(s) em Armijo,

prosseguir com cúbica(s) interpolante(s) em φ(0), φ′(0), φ(t) e φ(t), onde

t é o último passo fracassado e t o passo fracassado anterior.

Antes de passar a resultados teóricos, discutiremos a “naturalidade”das
condições (6.1.4) e (6.1.5). Vemos que tanto o parâmetro α da condição de
Armijo quanto o parâmetro θ em (6.1.5) são adimensionais. Portanto, faz
sentido recomendar valores adequados para esses parâmetros. Usualmente
α = 10−4 ou 0.1 e θ = 10−6. Já o parâmetro β em (6.1.4) tem dimensão
f́ısica que depende das unidades das variáveis e da função objetivo, o que
torna sua escolha dependente do escalamento do problema. Devemos notar,
no entanto, que se Bkdk = −∇f(xk), então ∥Bk∥ ∥dk∥ ≥ ∥∇f(xk)∥ ou seja

∥dk∥ ≥
1

∥Bk∥
∥∇f(xk)∥. Isto sugere um valor natural para β que é o inverso

de uma cota superior para a norma da matriz Hessiana, pois assim o algo-
ritmo não inibe a aceitação da direção de Newton.

Exerćıcio 6.8: Supondo f ∈ C2(IRn), mostrar que, se o número de condição
da matriz ∇2f(xk) é uniformemente limitado por c, então 1/c é um valor
natural para θ quando dk = −∇2f(xk)

−1∇f(xk).

Para o Algoritmo 6.1.5 podemos provar um teorema “de convergência
global”. O sentido da palavra “global”aqui se refere a que a convergência
ocorre independentemente do ponto inicial, e, de maneira nenhuma implica
convergência a minimizadores globais.

Teorema 6.1.6 - Convergência Global.
Se x∗ é ponto limite de uma seqüência gerada pelo Algoritmo

6.1.5, então ∇f(x∗) = 0.

Prova: Denotamos sk = xk+1 − xk = tdk para todo k ∈ IN . Seja K1 ∞⊂ IN
tal que lim

k∈K1

xk = x∗, onde ∞⊂ denota subconjunto infinito.

Consideramos dois casos:
(a) lim

k∈K1

∥sk∥ = 0.

(b) Existem K2 ∞⊂ K1 e ε > 0 tais que ∥sk∥ ≥ ε para todo k ∈ K2.

Suponhamos inicialmente que valha (a).
(a1) Se existe K3 ∞⊂ K1, tal que sk = dk, então



6.1. ALGORITMOS GERAIS 101

∥∇f(x∗)∥ = lim
k∈K3

∥∇f(xk)∥ ≤ lim
k∈K3

∥dk∥
β

= lim
k∈K3

∥sk∥
β

= 0 .

(a2) Se para todo k ∈ K1, k ≥ k0 temos t < 1, então, para todo k ∈ K1, k ≥ k0
existe sk um múltiplo de sk tal que ∥sk∥ ≤ 10∥sk∥ e

f(xk + sk) > f(xk) + α∇f(xk)T sk .

Claramente,
lim
k∈K1

∥sk∥ = 0

e
∇f(xk)T sk ≤ −θ∥∇f(xk)∥ ∥sk∥ (6.1.6)

para todo k ∈ K1, k ≥ k0.
Seja v um ponto de acumulação de

sk
∥sk∥

. Então ∥v∥ = 1 e existe K4 ∞⊂

K1 tal que lim
k∈K4

sk
∥sk∥

= v.

Portanto,

∇f(x∗)T v = lim
k∈K4

∇f(xk)T
sk
∥sk∥

e por (6.1.6) segue que

∇f(x∗)T v ≤ −θ lim
k∈K4

∥∇f(xk)∥ . (6.1.7)

Agora, para todo k ∈ K4,

f(xk + sk)− f(xk) = ∇f(xk + ξsk)
T sk , ξ ∈ (0, 1).

Portanto, pelo fracasso da condição de Armijo para sk,

∇f(xk + ξsk)
T sk > α∇f(xk)T sk , para todo k ∈ K4 .

Ou seja, para todo k ∈ K4,

∇f(xk + ξsk)
T sk
∥sk∥

> α∇f(xk)T
sk
∥sk∥

.

Passando ao limite para k ∈ K4 temos:

∇f(x∗)T v ≥ α∇f(x∗)T v

ou
(1− α)∇f(x∗)T v ≥ 0 .

Logo
∇f(x∗)T v ≥ 0
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e por (6.1.7) segue que ∇f(x∗)T v = 0. Se ∇f(x∗) ̸= 0, novamente por
(6.1.7), para k ∈ K4, k suficientemente grande,

0 = ∇f(x∗)T v ≤ −θ∥∇f(xk)∥ < 0 .

Portanto, ∇f(x∗) = 0.

Suponhamos agora a validade de (b): ∥sk∥ ≥ ε para todo k ∈ K2. Por
Armijo,

f(xk + sk) ≤ f(xk) + α∇f(xk)T sk
≤ f(xk)− αθ∥∇f(xk)∥ ∥sk∥
≤ f(xk)− αθε∥∇f(xk)∥ ,

para todo k ∈ K2.
Portanto,

f(xk+1)− f(xk) ≤ −αθε∥∇f(xk)∥

ou seja,
f(xk)− f(xk+1)

αθε
≥ ∥∇f(xk)∥ .

Passando ao limite para k ∈ K2, pela continuidade de f temos:

lim
k∈K2

∥∇f(xk)∥ = 0

e portanto ∇f(x∗) = 0. QED

6.2 O método de Newton

No Caṕıtulo 5 apresentamos o método de Newton como um método rápido
para resolver sistemas não lineares, com convergência local. Como ∇f(x) =
0 é um sistema não linear, esse método pode ser aplicado e, muitas vezes,
dará bons resultados. No entanto, o método de Newton para sistemas não dá
preferência a minimizadores sobre maximizadores, já que a condição de oti-
malidade para ambos tipos de extremos é a mesma. Por outro lado, sabemos,
pelo Teorema 6.1.6, quais são os elementos que deve possuir um algoritmo
globalmente convergente. É natural, em conseqüência, tentar modificar o
método local de maneira que manifeste predileção pelos minimizadores e
convirja independentemente do ponto inicial.

Observemos primeiro que, quando as direções dk são geradas como soluções
de um sistema linear Bkdk = −∇f(xk), temos que dTkBkdk = −dTk∇f(xk),
portanto, direções de descida são geradas se Bk > 0. Logo, é bastante sen-
sato impor que as matrizes que geram direções de busca em métodos de
minimização sejam definidas positivas.
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Em continuação descrevemos uma modificação do método de Newton
local que o converte em caso particular do Algoritmo 6.1.5. Usaremos a
notação g(x) = ∇f(x).

Algoritmo 6.2.1 - Newton com busca linear.
Dados α ∈ (0, 1), β > 0, θ ∈ (0, 1) e xk ∈ IRn,

(1) Se g(xk) = 0, parar.

(2) Tentar a fatoração de Cholesky: ∇2f(xk) = LDLT .

(3) Se houve sucesso em (2), obter dk resolvendo

Lz = −g(xk) e DLTdk = z .

(4) Se (2) fracassou, definir Bk = ∇2f(xk)+µI, µ > 0, de maneira que

Bk > 0. Obter a fatoração de Cholesky: Bk = LDL
T
e calcular dk

resolvendo
Lz = −g(xk) e DL

T
dk = z .

(5) Se g(xk)
Tdk > −θ∥g(xk)∥ ∥dk∥, fazer µ ← max {2µ, 10} e repetir

o Passo 4, como se tivesse havido fracasso na fatoração de Cholesky.

(6) Se ∥dk∥ < β∥g(xk)∥, corrigir:

dk ← β
∥g(xk)∥
∥dk∥

dk .

(7) Obter t por “backtracking” de modo a satisfazer

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + αtg(xk)
Tdk,

definir
xk+1 = xk + tdk

e voltar para (1).

Quando a Hessiana ∇2f(xk) é definida positiva, automaticamente tere-
mos que uma condição de tipo (6.1.5) se verifica com θ igual ao rećıproco do
número de condição de ∇2f(xk). Ao mesmo tempo, uma condição de tipo
(6.1.4) vale com β = 1/∥∇2f(xk)∥. Logo, se θ e β são escolhidos suficiente-
mente pequenos, as condições (6.1.5) e (6.1.4) serão satisfeitas e passaremos
diretamente ao Passo 7 com dk = −[∇2f(xk)]

−1g(xk). Portanto, quase sem-
pre, essa será a direção “de busca”no caso definido positivo. Se a Hessiana
não é definida positiva, no Passo 4 a diagonal é aumentada até conseguir
que todos os autovalores sejam maiores que 0. Neste caso, é improvável que
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a condição (6.1.5) não seja satisfeita, mesmo assim, testamos essa desigual-
dade e continuamos aumentando a diagonal se ela não vale. Para µ → ∞
a direção −B−1

k g(xk) tende a ser a direção de −g(xk), portanto, mais tarde
ou mais cedo, conseguiremos um λ para o qual (6.1.5) se satisfaz. Agora,
no processo de aumentar λ, o comprimento de dk diminui, logo, é necessário
testar se (6.1.4) continua valendo. Se assim não for, no Passo 6, aumentamos
o tamanho de dk até atingir uma longitude que garanta (6.1.4).

É interessante observar que, devido aos resultados sobre minimização
em bolas do Caṕıtulo 4, a direção dk = −[∇2f(xk) + λI]−1g(xk) é solução
do problema quadrático

Minimizar
1

2
dT∇2f(xk)d+ g(xk)

Td

sujeita a ∥d∥ ≤ ∆,

onde ∆ = ∥ − [∇2f(xk) + λI]−1g(xk)∥. Ou seja, entre todas as direções
posśıveis cujo comprimento é menor ou igual a ∥dk∥, em dk, a aproximação
quadrática de segunda ordem de f toma o valor mı́nimo .

Exerćıcio 6.9: Viabilizar o Passo 4 do Algoritmo 6.2.1, propondo escolhas
para µ que explorem o conhecimento de ∇2f(xk) (por exemplo, usando os
discos de Gerschgorin).

Exerćıcio 6.10: Mostrar que as correções propostas nos passos (5) e (6)
do Algoritmo 6.2.1 são satisfatórias. Interpretá-las geometricamente. Expor
exemplos numéricos.

Exerćıcio 6.11: “Inventar”o método do gradiente, onde dk ≡ −g(xk), e
outros métodos globais. Discutir posśıveis propriedades.

Vimos acima que, quase sempre, se a Hessiana é definida positiva, a
direção produzida pelo Algoritmo 6.2.1 coincidirá com o passo que seria cal-
culado pelo método de Newton local aplicado a g(x) = 0. No entanto, isso
não significa que esse passo será aceito, já que a condição de Armijo poderia
não se cumprir, obrigando a uma ou mais reduções de t. Agora, como o
método de Newton local, ou puro, tem convergência muito rápida na pro-
ximidade de soluções boas, é desejável que, quando xk está perto de uma
dessas soluções, a condição de Armijo se satisfaça, caso contrário estaŕıamos
rejeitando incrementos essencialmente bons. Felizmente, o método de New-
ton satisfaz esse requisito, como veremos no seguinte teorema. Usaremos,
como hipótese, que f ∈ C3(IRn) (na realidade, hipóteses mais fracas são
suficientes) para podermos utilizar, de maneira bastante forte, uma fórmula
de Taylor com reśıduo de segunda ordem.
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Teorema 6.2.2
Seja {xk} gerada pelo Algoritmo 6.2.1 com α ∈ (0, 1), x∗ um

ponto limite de {xk} tal que ∇f(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) > 0. Então
a seqüência converge para x∗. Além disso, existe ε > 0 tal que, se
∥xk − x∗∥ ≤ ε, então

f(xk + dk) ≤ f(xk) + αg(xk)
Tdk, (6.2.1)

com dk = −∇2f(xk)
−1g(xk) e α ∈ (0, 12).

Prova: Sabemos que x∗ é minimizador local estrito de f e, pelo Teorema
da Função Inversa, existe uma vizinhança de x∗ que não contém soluções de
g(x) = 0 além de x∗. Seja, então, ε0 > 0 tal que f(x) > f(x∗) e g(x) ̸= 0
sempre que 0 < ∥x− x∗∥ ≤ ε0. Vejamos primeiro que

lim
k→∞

xk = x∗, (6.2.2)

ou seja, x∗ é o único ponto limite da seqüência neste caso. Escrevemos, para
simplificar, Bk = ∇2f(xk). Sejam ε1 ∈ (0, ε0),M > 0 tais que ∥∇2f(x)∥ ≤
M sempre que ∥x − x∗∥ ≤ ε1. Portanto, quando ∥xk − x∗∥ ≤ ε1, temos
∥Bk∥ ≤M e

∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥dk∥ ≤ ∥Bk∥∥g(xk)∥ ≤M∥g(xk)∥. (6.2.3)

Portanto, pela continuidade de g(x), existe ε2 ≤ ε1
2 tal que

∥xk+1 − xk∥ ≤
ε1
2

sempre que ∥xk − x∗∥ ≤ ε2. (6.2.4)

Agora, f é cont́ınua na coroa ε2 ≤ ∥x − x∗∥ ≤ ε1. Portanto, atinge um
valor mı́nimo m em algum ponto dessa região. Pela suposição feita sobre
ε0, temos que m > f(x∗). Definimos

V = {x ∈ IRn | ∥x− x∗∥ < ε2 e f(x) < m}. (6.2.5)

O conjunto V é uma vizinhança aberta de x∗, portanto, como x∗ é um ponto
limite de {xk}, existem infinitos ı́ndices k para os quais xk ∈ V . Se k0 é um
desses ı́ndices, então, por (6.2.4),

∥xk0+1 − x∗∥ ≤ ∥xk0 − x∗∥+ ∥xk0+1 − xk0∥ ≤ ε2 +
ε1
2
≤ ε1. (6.2.6)

Ao mesmo tempo, exceto no caso trivial em que xk0 = x∗, que podemos
analisar por separado,

f(xk0+1) < f(xk0) < m. (6.2.7)
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Logo, pela definição de m e pelas desigualdades (6.2.6) e (6.2.7), xk0+1

está na bola de raio ε1 mas não na coroa definida por ε1 e ε2. Ou seja,
∥xk0+1 − x∗∥ < ε2. Portanto, por (6.2.7) e (6.2.5), xk0+1 ∈ V . Dessa
maneira, o racioćınio indutivo usual nos conduz à conclusão de que xk ∈ V
para todo k ≥ k0. Mas, pela suposição inicial feita sobre ε0, o único posśıvel
ponto limite da seqüência na bola ∥x − x∗∥ ≤ ε2 é o próprio x∗. Portanto,
{xk} converge para x∗, como queŕıamos provar.

Vamos demonstrar a segunda parte do teorema. Tomando o desenvol-
vimento de Taylor em torno de xk,

f(xk + dk) = f(xk) + g(xk)
Tdk +

1

2
(dk)

T∇2f(xk)dk + r2(dk) (6.2.8)

onde lim
dk→0

r2(dk)

∥dk∥2
= 0.

Como ∇2f(xk)dk = −g(xk), substituindo em (6.2.8) temos:

f(xk + dk) = f(xk)−
1

2
(dk)

T∇2f(xk)dk + r2(dk).

Suponhamos, por absurdo, que existe um conjunto infinito de ı́ndices
K1 tal que, para todo k ∈ K1,

f(xk + dk) > f(xk) + αg(xk)
Tdk = f(xk)− α(dk)T∇2f(xk)dk.

Então

f(xk)−
1

2
(dk)

T∇2f(xk)dk + r2(dk) > f(xk)− α(dk)T∇2f(xk)dk .

Ou seja,

r2(dk) >

(
1

2
− α

)
(dk)

T∇2f(xk)dk .

Logo,

r2(dk)

∥dk∥2
>

(
1

2
− α

)
(dk)

T∇2f(xk)dk
(dk)Tdk

≥
(
1

2
− α

)
λ1(k) (6.2.9)

onde λ1(k) é o menor autovalor de ∇2f(xk).

Quando xk → x∗, dk → 0 e como os autovalores de uma matriz são
funções cont́ınuas das componentes desta matriz, temos que λ1(k) converge
a λ1, o menor autovalor de ∇2f(x∗), que, pela hipótese, é maior que 0.

Logo, passando (6.2.9) ao limite para k ∈ K1, como como α ∈ (0, 12),
chegamos a uma contradição. Ela veio de supor que podiam existir infinitos
ı́ndices não satisfazendo a condição (6.2.1). Portanto, além da convergência
para x∗, temos que (6.2.1) se cumpre para todo k suficientemente grande.
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QED

Exerćıcio 6.12: Se f(x) = 1
2x

TGx + bTx + c, com G > 0, mostre que a
partir de qualquer xk ∈ IRn a direção de Newton satisfaz Armijo para α ≤ 1

2 .

No Teorema 6.2.2 mostramos que, em determinadas condições, o método
de Newton globalizado definido nesta seção, acaba coincidindo com o método
de Newton local para o sistema g(x) = 0, desfrutando, portanto das mes-
mas propriedades relativas a velocidade de convergência. Vamos resumir
tudo isso no seguinte teorema, cuja demonstração limita-se a organizar os
resultados anteriores.

Teorema 6.2.3 - Newton Globalizado.
Seja {xk} a seqüência gerada pelo Algoritmo 6.2.1. Então,

(a) Todo ponto de acumulação é estacionário.

(b) Se f ∈ C3(IRn), x∗ é um ponto limite tal que ∇2f(x∗) > 0,
β < 1/∥∇2f(x∗)∥ e θ é menor que o inverso do número
de condição de ∇2f(x∗), então xk converge para x∗ e existe
k0 ∈ IN tal que para todo k ≥ k0, t = 1.

(c) No caso (b), a convergência é quadrática.

Exerćıcio 6.13: Demonstrar o Teorema 6.2.3.

6.3 Métodos quase-Newton

Vimos que a implementação do método de Newton para minimizar funções
exige a resolução, em geral via fatoração de Cholesky, do sistema linear

∇2f(xk)dk = −g(xk) (6.3.1)

em cada iteração. Às vezes, mais de uma fatoração é necessária para cor-
rigir falta de positividade da matriz Hessiana. Quando não é posśıvel tirar
vantagem da estrutura esparsa da matriz, essa fatoração envolve O(n3/6)
operações. Quando n é grande, esse trabalho pode ser intolerável, o que
motiva o desenvolvimento de métodos cujo custo por iteração seja O(n2).
Por outro lado, se as derivadas segundas vão ser calculadas manualmente, a
probabilidade de erros humanos é considerável, de maneira que o desenvol-
vimento de algoritmos sem derivadas segundas também se justifica. Mesmo
que o cálculo de derivadas segundas não seja um grande problema, por se-
rem fáceis ou pela disponibilidade de programas de diferenciação automática
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(ver [57]), é posśıvel que o custo de calcular a matriz Hessiana seja muito
elevado. Por exemplo, suponhamos que f(x) seja uma soma de (muitos)
quadrados:

f(x) =
1

2
∥F (x)∥2 = 1

2

m∑
i=1

fi(x)
2, (6.3.2)

com F : IRn → IRm, J(x) = F ′(x) ∈ IRm×n. Nesse caso,

∇f(x) = J(x)TF (x), e ∇2f(x) = J(x)TJ(x) +

m∑
i=1

fi(x)∇2fi(x).

Sem considerar posśıvel esparsidade, o cálculo do gradiente envolve pelo me-
nos O(mn) operações. Mas o cálculo da Hessiana precisa O(mn2) produtos
apenas para calcular J(x)TJ(x), ou seja, sem contar a somatória onde apa-
recem as Hessianas das fi que, freqüentemente, é mais complicada. Logo,
se m é grande, a diferença de custo entre uma iteração O(n2) e a iteração
newtoniana pode ser significativa.

No método de Newton globalizado com buscas lineares, introduzido na
Seção 2, a maioria das iterações tem a forma xk+1 = xk−tk∇2f(xk)

−1g(xk).
Como esse método tem boas propriedades de convergência local, é natural
que os métodos quase-Newton que pretendemos definir tentem se parecer
com ele tanto quanto posśıvel, porém, barateando o custo. Assim, “a maio-
ria”das iterações quase-Newton será da forma

xk+1 = xk − tkB−1
k g(xk). (6.3.3)

A idéia é tentar que as matrizes Bk sejam aproximações razoáveis das Hes-
sianas. Os métodos secantes conseguem, geralmente, aproximações satis-
fatórias exigindo que as Bk’s satisfaçam a “equação secante”, cujo signifi-
cado geométrico vimos no Caṕıtulo 5 e que, no caso de minimização sem
restrições, toma a forma

Bk+1sk = yk onde sk = xk+1 − xk e yk = g(xk+1)− g(xk). (6.3.4)

Uma condição para que um método secante tenha baixo custo é que seja
posśıvel obter B−1

k+1 (ou uma fatoração de Bk) facilmente a partir de Bk,
sk e yk. “Facilmente”significa, via de regra, com O(n2) operações. Quase
sempre é mais cômodo formular os métodos quase-Newton na forma

xk+1 = xk − tkHkg(xk), (6.3.5)

com a matriz Hk de (6.3.5) correspondendo a B−1
k de (6.3.3). Dessa ma-

neira, as Hk podem ser interpretadas como aproximações das inversas das
Hessianas e a equação secante toma a forma

Hk+1yk = sk. (6.3.6)
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Como no caso do método de Newton, a globalização dos métodos quase-
Newton será um caso particular do Algoritmo 6.1.6 com as direções dk cal-
culadas como −Hkg(xk) (ou −B−1

k g(xk)).

Algoritmo 6.3.1 - Secante globalizado.
Sejam α ∈ (0, 1), β > 0, θ ∈ (0, 1).
Dados xk, Bk( ou Hk) e gk = ∇f(xk) ̸= 0,

(1) Resolver
Bkdk = −gk (ou dk = −Hkgk) .

(2) Testar as condições

∥dk∥ ≥ β∥gk∥ e gTk dk ≤ −θ∥gk∥ ∥dk∥,

corrigindo dk se necessário.

(3) Fazer “backtracking”até que

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + αtgTk dk.

(4) Definir xk+1 = xk + tdk, sk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk e escolher
Bk+1 tal que Bk+1sk = yk (ou Hk+1 tal que Hk+1yk = sk).

A correção para dk mencionada no Passo 2 é inteiramente arbitrária. Por
exemplo, qualquer vetor dk da forma −γg(xk), com γ ≥ β satisfará, obvia-
mente, as condições (6.1.4) e (6.1.5). Mas, em casos particulares, correções
mais inteligentes podem ser tentadas.

Exerćıcio 6.14: Inventar outras correções para dk no Passo 2 do Algoritmo
6.3.1, de maneira de aproveitar melhor a informação contida na aproximação
Bk (ou Hk).

Vamos introduzir fórmulas que satisfazem (6.3.4) ou (6.3.6) e, portanto,
geram métodos secantes. Em IR, existe uma única possibilidade: Bk+1 =
yk/sk ou Hk+1 = sk/yk. Em geral, qualquer matriz Bk+1 cumprindo (6.3.4)
pertence à variedade afim Bsk = yk em IRn×n. Pelo mesmo argumento
usado em sistemas não lineares, esta variedade é não vazia e, portanto, tem
infinitos elementos se n ≥ 2.

Por razões que veremos mais adiante, é muito freqüente obter Bk+1 a
partir de Bk mediante uma atualização de posto dois. Nesse caso,

Bk+1 = Bk +∆B′
k +∆B′′

k

e como Bk+1sk = yk, segue que

(Bk +∆B′
k +∆B′′

k)sk = yk
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ou seja,
∆B′

ksk +∆B′′
ksk = yk −Bksk (6.3.7)

Existem muitas maneiras da equação (6.3.7) ser satisfeita. Por exemplo,
se ∆B′

ksk = yk e ∆B′′
ksk = −Bksk, e impomos que Bk,∆B

′
k e ∆B′′

k sejam
simétricas, temos a seguinte atualização:

∆B′
k =

yky
T
k

yTk sk
e ∆B′′

k = −
Bksks

T
kBk

sTkBksk
.

Dessa maneira, obtemos a seguinte fórmula secante:

Bk+1 = Bk +
yky

T
k

yTk sk
−
Bksks

T
kBk

sTkBksk
. (6.3.8)

A escolha (6.3.8) é conhecida como fórmula BFGS, descoberta inde-
pendentemente por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno em 1970. É a
atualização secante mais popular para minimização sem restrições.

Exerćıcio 6.15: Provar que, na fórmula BFGS,

B−1
k+1 = B−1

k +
(sk −B−1

k yk)s
T
k + sk(sk −B−1

k yk)
T

sTk yk
−

(sk −B−1
k yk)

T yksks
T
k

(sTk yk)
2

.

Tendo em vista o Exerćıcio 6.15, a formulação dual da fórmula BFGS
efetivamente usada é:

Hk+1 = Hk +
(sk −Hkyk)s

T
k + sk(sk −Hkyk)

T

sTk yk
−

(sk −Hkyk)
T yksks

T
k

(sTk yk)
2

.

(6.3.9)
Em (6.3.9) observamos que a obtenção de Hk+1 a partir de Hk (ou B−1

k+1

a partir de B−1
k ) demanda apenas O(n2) operações, como desejávamos.

Exerćıcio 6.16: Utilizando a mesma heuŕıstica usada na obtenção da
fórmula BFGS, mas trabalhando inicialmente na formulação dual (matri-
zes H), “inventar” a fórmula DFP (introduzida por Davidon em 1959 e
estudada por Fletcher e Powell em 1963).

A fórmula BFGS e a DFP têm a propriedade de produzir, geralmente,
matrizes definidas positivas e, portanto, direções de descida, que, freqüente-
mente, não precisarão correção. A condição suficiente para tão interessante
propriedade é dada no seguinte teorema.

Teorema 6.3.2
Na fórmula BFGS (6.3.8), se Bk é simétrica definida positiva e

sTk yk > 0, então Bk+1 também é simétrica e definida positiva.
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Prova: Seja z ̸= 0, z ∈ IRn. Então

zTBk+1z = zTBkz +
(zT yk)

2

yTk sk
− (zTBksk)

2

sTkBksk
,

onde zTBkz > 0 e
(zT yk)

2

yTk sk
≥ 0. Agora, chamando

a = zTBkz −
(zTBksk)

2

sTkBksk
=
sTkBkskz

TBkz − (zTBksk)
2

sTkBksk
,

temos que, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, que a ≥ 0.
Na verdade, a = 0 apenas quando z é múltiplo de sk, mas neste caso,

zT yk ̸= 0 e portanto
(zT yk)

2

sTk yk
> 0. Logo zTBk+1z > 0. QED

Exerćıcio 6.17: Enunciar e provar o resultado análogo ao Teorema 6.3.2
para a fórmula DFP.

O significado de sTk yk > 0 precisa ser desvendado. Temos sTk yk =
sTk (gk+1 − gk) = sTk g(xk + tdk) − sTk g(xk) = φ′(t) − φ′(0), onde φ(t) =
f(xk + tdk). Ou seja, quando sTk yk > 0 o passo que acabou satisfazendo
(6.1.3) é tal que φ′(t) > φ′(0). Em outras palavras, a derivada direcional
de f na direção de dk é maior no ponto xk+1 que no ponto xk. É fácil ver
que essa condição é satisfeita automaticamente, por exemplo, se a função f
é convexa ao longo da direção dk.

Tanto a fórmula DFP quanto a BFGS satisfazem outra propriedade im-
portante, que foi bastante destacada nos primórdios dos métodos quase-
Newton (ver [34]): quando aplicados à minimização de uma quadrática com
Hessiana definida positiva e com o passo t calculado como o minimizador da
função ao longo da direção dk, a convergência ao minimizador da quadrática
é obtida em no máximo n iterações. Sabe-se, por outro lado, que a fórmula
BFGS é prefeŕıvel à DFP, o que foi verificado experimentalmente ao longo
dos anos, e parcialmente explicado do ponto de vista teórico por Powell e
outros. Ver [91] e [87]. A teoria de convergência de algoritmos baseados na
fórmula BFGS ainda apresenta pontos não elucidados. O Algoritmo 6.3.3 é
uma implementação de um esquema BFGS como caso particular do esquema
geral da primeira seção deste caṕıtulo, onde, simplesmente, as direções que
não satisfazem (6.1.4) e (6.1.5) são descartadas. Com a geração BFGS é
posśıvel observar na prática que esse descarte é extremamente raro.

Algoritmo 6.3.3 - BFGS globalizado.
Sejam α ∈ (0, 1), β > 0, θ ∈ (0, 1), x0 ∈ IRn, H0 = HT

0 , H0 > 0 (p.
ex., H0 = I).

Dados xk, Hk e gk = ∇f(xk) ̸= 0,
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(1) dk = −Hkgk.

(2) Se (gTk dk > −θ∥gk∥ ∥dk∥), substituir dk por −gk e Hk por I. Se
(∥dk∥ < β∥gk∥) substituir dk por β∥gk∥dk/∥dk∥

(3) Fazer “backtracking”até que

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + tgTk dk.

(4) xk+1 = xk + tdk, sk = xk+1 − xk, yk = gk+1 − gk.
Se sTk yk ≤ 0, então Hk+1 = Hk

caso contrário,

Hk+1 = Hk +
(sk −Hkyk)s

T
k + sk(sk −Hkyk)

T

sTk yk

−
(sk −Hkyk)

T yksks
T
k

(sTk yk)
2

.

Exerćıcio 6.18: Uma outra fórmula secante é obtida projetando-se Bk

na variedade Bsk = yk segundo a norma de Frobenius (ver exerćıcio 5.3).
Determinar esta atualização, conhecida como primeiro método de Broyden,
mostrando que:

(a) Bk+1 = Bk +
(yk −Bksk)s

T
k

sTk sk
.

(b) B−1
k+1 = B−1

k +
(sk −B−1

k yk)s
T
kB

−1
k

sTkB
−1
k yk

, ou seja,

Hk+1 = Hk +
(sk −Hkyk)s

T
kHk

sTkHkyk
.

(c) ∥Bk+1−Bk∥2 ≤ ∥B−Bk∥2 para toda B ∈ IRn×n tal que Bsk = yk.

Exerćıcio 6.19: Para A ∈ IRn×n, mostrar que 1
2(A + AT ) é a matriz

simétrica mais próxima de A na norma de Frobenius.

Exerćıcio 6.20: Seguindo a mesma idéia do primeiro método de Broyden
(Exerćıcio 6.18), mas impondo também simetria, encontrar a fórmula PSB
(“Powell symmetric Broyden”, [89]):

Bk+1 = Bk +
(yk −Bksk)s

T
k + sk(yk −Bksk)

T

sTk sk
−

(yk −Bksk)
T sksks

T
k

(sTk sk)
2

.

Exerćıcio 6.21:
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(a) Construir a fórmula PSB tipo H.

(b) Infelizmente, a atualização PSB nem sempre gera matrizes definidas
positivas. Mostrar que numa vizinhança de x∗ tal que∇2f(x∗) > 0,
se Bk > 0, Bk+1 dada pela fórmula PSB também é definida posi-
tiva.

De maneira análoga ao que fizemos para obter a fórmula BFGS, também
podemos determinar uma atualização secante simétrica e de posto unitário.
Queremos Bk+1sk = yk, onde Bk+1 = Bk+∆Bk. Então, (Bk+∆Bk)sk = yk,
ou seja ∆Bksk = yk −Bksk. Para que haja simetria, fazemos:

∆Bk =
(yk −Bksk)(yk −Bksk)

T

(yk −Bksk)T sk
.

Obtemos assim a fórmula chamada Atualização simétrica de posto um,

Bk+1 = Bk +
(yk −Bksk)(yk −Bksk)

T

(yk −Bksk)T sk
. (6.3.10)

Exerćıcio 6.22: Mostrar que a formulação dual para a atualização simétrica
de posto um é dada por:

Hk+1 = Hk +
(sk −Hkyk)(sk −Hkyk)

T

(sk −Hkyk)T yk
.

A atualização simétrica de posto um não gera necessariamente matri-
zes definidas positivas, e, tampouco há garantia de que o denominador de
(6.3.10) seja diferente de zero. Isto sugere que esta atualização é propensa
a severa instabilidade numérica. Entretanto, os resultados práticos obtidos
são surpreendentemente bons. A descoberta de uma teoria explicativa para
o comportamento desta fórmula ainda constitui um desafio. A atualização
de posto um foi reinventada várias vezes por diversos autores e já aparecia
no artigo pioneiro de Davidon em 1959. Um resultado muito interessante
para funções quadráticas é dado no seguinte teorema.

Teorema 6.3.4
Se f(x) = 1

2x
TGx + bTx + c, G > 0, se a fórmula (6.3.10) está bem

definida em todas as iterações e se o passo t ≡ 1 é usado para todo k,
então Hn = G−1, e portanto, xn+1 é a solução.
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Exerćıcio 6.23: Provar o Teorema 6.3.4 (ver, por exemplo, [65] ).

Chegamos ao ponto em que é necessário compatibilizar os métodos
quase-Newton “locais”, estudados no Caṕıtulo 5, que, via de regra, tem con-
vergência superlinear, com a globalização introduzida nos algoritmos 6.3.1
e 6.3.3. Esses algoritmos são casos particulares do Algoritmo 6.1.6, e, por-
tanto, são globalmente convergentes no sentido de que todo ponto limite de
uma seqüência gerada por qualquer um deles deve ser estacionário. No en-
tanto, essa propriedade global está baseada nas salvaguardas tomadas para
que (6.1.4) e (6.1.5) sejam satisfeitas, e não nas caracteŕısticas próprias dos
métodos secantes. Como no caso do método de Newton globalizado, seria
interessante que, em circunstâncias bem definidas, as iterações puramente
locais e as globais fossem as mesmas, para que o método global possa desfru-
tar da velocidade de convergência do local. No seguinte teorema, resolvemos
parcialmente esse problema.

Teorema 6.3.5
Seja x∗ ∈ IRn tal que ∇f(x∗) = 0, f ∈ C3(IRn), ∇2f(x∗) > 0.

Suponhamos que x∗ é um ponto limite da seqüência infinita {xk}, ge-
rada pelo Algoritmo 6.3.1 com α ∈ (0, 12), que as condições (6.1.4)
e (6.1.5) são sempre satisfeitas por dk = −B−1

k g(xk) (ou dk =
−Hkg(xk) na formulação dual), as matrizes B−1

k (Hk) estão unifor-
memente limitadas (∥B−1

k ∥ ≤ M ou ∥Hk∥ ≤ M para todo k) e que

lim
k→∞

∥[Bk −∇2f(x∗)]dk∥
∥dk∥

= 0 (condição Dennis-Moré). Então,

(a) A seqüência {xk} converge para x∗;
(b) existe ε > 0 tal que, se ∥xk − x∗∥ ≤ ε,

f(xk + dk) ≤ f(xk) + αgTk dk,

(c) a convergência é superlinear.

Prova: Pela hipótese de limitação uniforme de ∥B−1
k ∥ (ou ∥Hk∥) a con-

vergência de {xk} para x∗ segue exatamente como no Teorema 6.2.2. Su-
ponhamos, por um momento, que (b) se satisfaz. Então, para k suficien-
temente grande, não é necessário “backtracking” e t = 1 é sempre o passo
aceito. Assim, para esses valores de k, o algoritmo é um quase-Newton puro
que satisfaz a condição Dennis-Moré. Portanto, a convergência superlinear
resulta do Teorema Dennis-Moré, provado no Caṕıtulo 5.

Em conseqüência, somente precisamos provar (b).
A expansão de Taylor para f em torno de xk é dada por:

f(xk + dk) = f(xk) + gTk dk +
1

2
dTk∇2f(xk)dk + r2(dk) (6.3.11)
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onde lim
dk→0

r2(dk)

∥dk∥2
= 0.

Como Bkdk = −gk, segue que gTk dk = −dTkBkdk e, substituindo em
(6.3.11) temos:

f(xk + dk) = f(xk)− dTkBkdk +
1

2
dTk∇2f(xk)dk + r2(dk) . (6.3.12)

Suponhamos por absurdo, como no Teorema (6.2.9), que existe um con-
junto infinito de ı́ndices K1 tal que, para todo k ∈ K1,

f(xk + dk) > f(xk) + αgTk dk = f(xk)− αdTkBkdk .

Então,

f(xk)− dTk [Bk −∇2f(xk)]dk −
1

2
dTk∇2f(xk)dk + r2(dk)

> f(xk)− αdTk [Bk −∇2f(xk)]dk − αdTk∇2f(xk)dk .

Ou seja,

r2(dk)

∥dk∥2
> (1− α)

dTk
∥dk∥

(Bk −∇2f(xk))
dk
∥dk∥

+

(
1

2
− α

)
dTk∇2f(xk)dk

dTk dk
.

Portanto,

r2(dk)

∥dk∥2
≥ (1− α)

dTk
∥dk∥

(Bk −∇2f(xk))
dk
∥dk∥

+

(
1

2
− α

)
λ1(k) . (6.3.13)

Tomando limites para k ∈ K1 em ambos membros de (6.3.13), usando
a condição Dennis-Moré da hipótese do teorema, e a continuidade dos auto-
valores, obtemos

0 = lim
k∈K1

r2(dk)

∥dk∥2
≥ (

1

2
− α)λ1,

onde λ1 é o menor autovalor de ∇2f(x∗). Isto é uma contradição, porque,
por hipótese α < 1/2 e a Hessiana em x∗ é definida positiva. QED

O resultado acima não prova a superlinearidade dos algoritmos 6.3.1 ou
6.3.3. Como vimos no Caṕıtulo 5, a condição Dennis-Moré pode ser dedu-
zida da equação secante e da propriedade limk→∞ ∥Bk+1 − Bk∥ = 0, mas
esta propriedade precisa ser provada para métodos secantes espećıficos. No
entanto, o Teorema 6.3.5 provoca o sentimento de que, em muitos casos, os
métodos de minimização caracterizados pela condição secante serão super-
linearmente convergentes.
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6.4 Métodos de Newton truncados com busca li-
near

Vimos que, para calcular a direção de busca, o método de Newton pre-
cisa resolver um sistema linear, o que demanda O(n3/6) operações no caso
denso, e que o cálculo da direção nos quase-Newton envolve O(n2) operações.
Quando n é grande e a Hessiana é esparsa, o método de Newton pode ser im-
plementado através de fatorações de Cholesky que aproveitem a esparsidade
da matriz, armazenando apenas os elementos não-nulos. Também existem
implementações de métodos quase-Newton para problemas de grande porte.
Nesse caso, em vez de armazenar as matrizes Hk (da formulação dual) são
guardados os últimos vetores que contribuem para a definição da atualização,
descartando os antigos. Essas implementações se dizem “de memória limi-
tada”. Ver [87].

A última alternativa é usar um método iterativo para resolver o sistema
linear (6.3.1). Neste caso, o método geralmente recomendado é o de gra-
dientes conjugados, devido à matriz ser simétrica e, muitas vezes, definida
positiva. Como no caso de resolução de sistemas, falaremos, neste caso, de
métodos de Newton truncados. No entanto, os métodos de Newton trun-
cados com busca linear não desfrutam de grande prest́ıgio no contexto da
minimização irrestrita. A razão é, provavelmente, que um tipo diferente de
globalização, baseado em regiões de confiança, se adapta melhor à resolução
iterativa de (6.3.1) que as buscas lineares. Por isso, nos limitaremos aqui
a definir um posśıvel método de Newton truncado com buscas lineares e
deixaremos suas propriedades para serem analisadas pelo leitor.

Algoritmo 6.4.1 - Newton truncado globalizado.
Sejam α ∈ (0, 1), β > 0, θ ∈ (0, 1) e ηk ∈ (0, 1) para todo k = 0, 1, 2, . . ..

(1) Dado xk ∈ IRn com ∇f(xk) ̸= 0, obter dk satisfazendo:

1

2
dTk∇2f(xk)dk + g(xk)

Tdk < 0 e

∥∇2f(xk)dk +∇f(xk)∥ ≤ ηk∥g(xk)∥ .

(2) Se o cálculo de dk nas condições acima não é posśıvel num tempo
razoável, ou ∥dk∥ < β∥∇f(xk)∥, ou∇f(xk)Tdk > −θ∥∇f(xk)∥ ∥dk∥
substituir dk por −∇f(xk).

(3) Fazer “backtracking”até que

f(xk + tdk) ≤ f(xk) + t∇f(xk)Tdk .

(4) xk+1 = xk + tdk e voltar para (1).

Exerćıcio 6.26: Analise as propriedades do Algoritmo 6.4.1.



Caṕıtulo 7

Regiões de confiança

No Caṕıtulo 5 estudamos, para certo tipo de problemas complexos, o pro-
cesso iterativo de resolução que consiste em (a) montar um modelo simples
do problema original, baseado na informação dispońıvel no ponto atual xk
e (b) definir xk+1 como a solução deste modelo.

No Caṕıtulo 6, demos um passo adiante: consideramos a possibilidade
de que a solução do modelo simples não fosse suficientemente boa, sendo
portanto rejeitada e substitúıda por uma nova aproximação xk+1, um ponto
no segmento cujos extremos são xk e a solução recusada, produzido pelo
processo de “backtracking”.

O “backtracking”, como outros procedimentos de busca linear, é muito
simples e, freqüentemente, efetivo. Entretanto, ele representa uma que-
bra da filosofia baseada em (a) e (b). De fato, o primeiro ponto tentado
nos algoritmos newtonianos do Caṕıtulo 6 é o minimizador de um modelo
bastante natural baseado geralmente na fórmula de Taylor, mas os pontos
tentados depois da primeira rejeição não podem ser interpretados da mesma
maneira. Na realidade, conservando-nos no segmento [xk, ponto rejeitado],
estamos optando por uma fidelidade parcial ao primeiro subproblema, o que
não é fácil de se justificar pois, afinal de contas, sua solução foi descartada.

Os métodos de regiões de confiança, pelo contrário, são radicalizações do
esquema (a)–(b). Neles, quando o minimizador do primeiro modelo é recu-
sado, a opção escolhida é modificar o subproblema diminuindo seu domı́nio
de definição e calcular a próxima tentativa como a solução do novo subpro-
blema. Assim, o segmento determinado pela primeira rejeição é imediata-
mente abandonado, com um aumento óbvio no custo, já que esse processo é
mais caro.

Contrariamente aos métodos com busca linear, os algoritmos de regiões
de confiança se adaptam com bastante naturalidade a diversos problemas
com restrições, como veremos no contexto deste caṕıtulo.

117
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7.1 Algoritmo geral

Consideramos o problema genérico de otimização:

Minimizar f(x)
x ∈ Ω ,

(7.1.1)

onde Ω é um subconjunto arbitrário de IRn. A idéia básica é, a cada iteração,
construir uma aproximação quadrática para a função objetivo em torno do
ponto atual xk:

f(x) ≈ ψk(x) ≡ f(xk) + g(xk)
T (x− xk) +

1

2
(x− xk)TBk(x− xk) (7.1.2)

onde g(xk) = ∇f(xk) e Bk ∈ IRn×n é simétrica.
Como o modelo quadrático (7.1.2) deixa de ser representativo à medida

que x se afasta de xk, podemos confiar em aproximar f(x) por ψk(x) numa
vizinhança de xk, ou seja, no conjunto:

{x ∈ Ω | ∥x− xk∥ ≤ ∆}, (7.1.3)

onde ∆ > 0 e ∥ · ∥ é uma norma qualquer em IRn.
Dessa forma, o minimizador de ψk na região (7.1.3) seria uma boa apro-

ximação para o minimizador de f nesta mesma região. No entanto, se o valor
de f no minimizador de ψk não é suficientemente menor que f(xk) reduzimos
o raio ∆ e definimos um novo subproblema com o domı́nio menor.

O algoritmo conceitual a seguir sistematiza essas idéias.

Algoritmo 7.1.1 - Regiões de Confiança.
Fixar ∆min > 0, α ∈ (0, 1), x0 ∈ Ω dado.

(1) Escolher ∆ ≥ ∆min e Bk simétrica.
Definir ψk(x) = f(xk) + g(xk)

T (x− xk) + 1
2(x− xk)

TBk(x− xk) .

(2) Encontrar x minimizador aproximado de ψk(x)
sujeito a x ∈ Ω, ∥x− xk∥ ≤ ∆.

(3) Se f(x) ≤ f(xk) + α[ψk(x)− ψk(xk)],
definir xk+1 = x e terminar a iteração.
Senão, escolher ∆novo ∈ [0.1∥x − xk∥, 0.9∆] , ∆ ← ∆novo e voltar
para (2).

Na forma apresentada, o algoritmo de regiões de confiança se aplica a
qualquer problema de otimização, com ou sem restrições. No entanto, os
subproblemas de minimizar ψk em (7.1.3) podem ser mais dif́ıceis que o
problema original, circunstância que é atenuada pela expressão “minimiza-
dor aproximado”, usada no Passo 2. O raio original da região de confiança
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na iteração k sempre é maior ou igual a um raio fixo ∆min. Isto representa
a necessidade de, pelo menos na primeira tentativa, sermos suficientemente
arrojados para não ficarmos com passos muito curtos. Mais ainda, o requi-
sito ∆ ≥ ∆min facilita as provas de convergência, mas não é essencial na
metodologia de regiões de confiança. O critério de aceitação da solução do
subproblema é dado no Passo 3. Nele se estabelece que a diminuição de f
deve ser pelo menos uma fração da diminuição do modelo ψk. Usualmente,
escolhe-se α = 0.1. Existem muitas regras práticas para definir o valor de
∆ no começo de cada iteração, em função do êxito ou fracasso na iteração
anterior. A idéia é que, se a iteração anterior foi muito bem sucedida, no
sentido de que a função objetivo diminuiu quase tanto ou mais que o modelo
quadrático, este merece mais confiança e, conseqüentemente, ∆ deve ser au-
mentado. Via de regra, para a definição de ∆novo no Passo 3, são usados
procedimentos muitos simples, por exemplo, ∆novo = ∥x− xk∥/2.

O algoritmo de regiões de confiança foi analisado com esta generalidade
em [77] e [78]. Nas seções seguintes, estudaremos a aplicação desse método
para dois tipos de região fact́ıvel: IRn e caixas n−dimensionais.

7.2 Método de Newton

No Caṕıtulo 6 estudamos a globalização por “backtracking” do método de
Newton para o problema de minimização sem restrições:

Minimizar f(x)
x ∈ IRn .

(7.2.1)

Vimos que, com as salvaguardas necessárias, o método desfruta das propri-
edades de convergência global a pontos estacionários de primeira ordem do
algoritmo genérico 6.1.5. O esquema de regiões de confiança proporciona
uma maneira muito mais natural de globalizar o método de Newton, com a
conservação de subproblemas newtonianos para a determinação de tentati-
vas depois de eventuais fracassos. Além disso, o novo procedimento permite
um resultado extremamente atraente: os pontos limite são pontos cŕıticos
de primeira e segunda ordem.

Algoritmo 7.2.1 - Newton com regiões de confiança.
Fixar ∆min > 0, α ∈ (0, 1). Dado x0 ∈ IRn.

(1) Escolher ∆ ≥ ∆min, calcular Bk = ∇2f(xk).

(2) Definir x como minimizador global de ψk(x) sujeito a ∥x−xk∥ ≤ ∆.

(3) Se f(x) ≤ f(xk) + α(ψk(x)− ψk(xk)),
definir xk+1 = x, ∆k = ∆ e terminar a iteração.
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Senão, escolher ∆novo ∈ [0.1∥x − xk∥, 0.9∆], ∆ ← ∆novo e voltar
para (2).

O subproblema do Passo 2 consiste em encontrar um minimizador global
da quadrática ψk na bola ∥x − xk∥ ≤ ∆. Para uma norma arbitrária, este
problema pode ser bastante dif́ıcil. No entanto, quando ∥ · ∥ é a norma
euclidiana, maneiras relativamente simples de resolvê-lo são conhecidas. No
caṕıtulo 4 estudamos essa situação com alguma atenção e vimos que x pode
ser calculada com o custo de algumas fatorações de Cholesky de matrizes da
forma Bk+µI. De fato, apesar de no Passo 2 falarmos de minimizador global
“exato”do subproblema, o algoritmo iterativo Moré-Sorensen, geralmente
usado, permite certo grau de inexatidão, no sentido de que as sucessivas
iterações xℓ são soluções exatas de problemas da forma

Minimizar ψk(x) sujeita a ∥x− xk∥ ≤ ∆ℓ,

onde ∆ℓ → ∆. Como a escolha de ∆ no Passo 1 ou no Passo 3 não é
ŕıgida, podemos suspender o processo iterativo quando, digamos, |∆ℓ−∆| ≤
0.1∆, e redefinir, posteriormente, ∆ ← ∆ℓ. Dessa maneira, o número de
fatorações de Cholesky invocadas pelo método Moré-Sorensen fica bastante
moderado. No entanto, é evidente que o custo deste processo é bem maior
que o “backtracking”.

A seguir vamos mostrar que, a menos que xk seja um ponto estacionário
de segunda ordem, a próxima iteração xk+1 está bem definida e satisfaz
f(xk+1) < f(xk). Este será um passo prévio à prova de que todo ponto
limite é estacionário de segunda ordem. Ao longo desta seção supomos que
f ∈ C2(IRn). Como em outros caṕıtulos, denotamos g(x) = ∇f(x).

Teorema 7.2.2 - Boa definição.
Se xk não é um ponto estacionário de segunda ordem de (7.2.1)

então xk+1 está bem definido e f(xk+1) < f(xk).

Prova: Se xk não é estacionário de segunda ordem de (7.2.1), então

g(xk) ̸= 0 (7.2.2)

ou
g(xk) = 0 mas ∇2f(xk) ̸≥ 0 . (7.2.3)

Suponhamos inicialmente que g(xk) ̸= 0. Seja d ∈ IRn tal que ∥d∥ = 1 e

g(xk)
Td < 0. (7.2.4)

Seja x(∆) minimizador de ψk(x) sujeita a ∥x − xk∥ ≤ ∆. Para simplificar,
escreveremos x = x(∆). Como ∥∆d∥ = ∆, temos:
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ψk(x) ≤ ψk(xk +∆d) = f(xk) + g(xk)
T∆d+

1

2
∆dT∇2f(xk)∆d .

Ou seja,

ψk(x)−f(xk) ≤ g(xk)T∆d+
1

2
∆dT∇2f(xk)∆d ≤ g(xk)T∆d+

∥∇2f(xk)∥ ∆2

2
.

Logo, como f(xk) = ψk(xk),

ψk(x)− ψk(xk)

∆
≤ g(xk)Td+

∥∇2f(xk)∥
2

∆.

Portanto, existe ∆ > 0 tal que para ∆ ≤ ∆,

ψk(x)− ψk(xk)

∆
≤
gTk d

2
= a < 0. (7.2.5)

Definimos

ρ(∆) =
f(x)− f(xk)
ψk(x)− ψk(xk)

(7.2.6)

e então, de (7.2.5) temos

|ρ(∆)− 1| =

∣∣∣∣f(x)− f(xk)− [ψk(x)− ψk(xk)]

ψk(x)− ψk(xk)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ f(x)− ψk(x)

ψk(x)− ψk(xk)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣f(x)− f(xk)− g(xk)T (x− xk)− 1
2(x− xk)

T∇2f(xk)(x− xk)
ψk(x)− ψk(xk)

∣∣∣∣∣
≤ o(∆2)/(−a∆)→ 0.

Logo, lim
∆→0

ρ(∆) = 1, ou seja, existe ∆ ∈ (0,∆] tal que para ∆ ≤ ∆,

f(x(∆)) ≤ f(xk) + α[ψk(x(∆))− ψk(xk)]. (7.2.7)

Portanto, xk+1 está bem definido neste caso.

Suponhamos agora que vale (7.2.3). Então existe d ∈ IRn tal que ∥d∥ = 1
e

dT∇2f(xk)d < 0. (7.2.8)

Como antes, seja x = x(∆) minimizador global de ψk(x) sujeito a ∥x−xk∥ ≤
∆.

Assim, por (7.2.3), segue que para ∆ ≤ ∆1,

ψk(x) ≤ ψk(xk +∆d) = f(xk) +
1

2
∆dT∇2f(xk)∆d .
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Ou seja,
ψk(x)− ψk(xk)

∆2
≤ 1

2
dT∇2f(xk)d .

Portanto, existe ∆ > 0 tal que para ∆ ≤ ∆,

ψk(x)− ψk(xk)

∆2
≤ 1

4
dT∇2f(xk)d = b < 0 . (7.2.9)

Portanto,

|ρ(∆)− 1| =
∣∣∣∣ f(x)− ψk(x)

ψk(x)− ψ(xk)

∣∣∣∣ ≤ o(∥x− xk∥2)
∆2

→ 0.

Logo, lim
∆→0

ρ(∆) = 1. Assim, para ∆ suficientemente pequeno, (7.2.7) se

verificará, o que completa a prova. QED

A convergência global para pontos que satisfazem as condições necessárias
de segunda ordem é provada no seguinte teorema.

Teorema 7.2.3 - Convergência global de segunda ordem.
Seja {xk} uma seqüência infinita gerada pelo Algoritmo 7.2.1. Se

x∗ é um ponto limite de {xk}, então ∇f(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) ≥ 0.

Prova: Seja K1 um conjunto infinito de ı́ndices tal que

lim
k∈K1

xk = x∗.

Há duas possibilidades a serem consideradas:

inf
k∈K1

∆k = 0 (7.2.10)

ou
inf

k∈K1

∆k > 0 . (7.2.11)

Assumindo inicialmente (7.2.10), então existe K2 ∞⊂ K1 tal que

lim
k∈K2

∆k = 0 . (7.2.12)

Desta forma, existe k2 ∈ IN tal que ∆k < ∆min para todo k ∈ K3, onde
K3 ≡ {k ∈ K2 | k ≥ k2}. Mas, em cada iteração k tentamos inicialmente o
raio ∆ ≥ ∆min. Então, para todo k ∈ K3, existem ∆k e x(∆k) tais que
x(∆k) é solução global de:

Minimizar ψk(x)

∥x− xk∥ ≤ ∆k
(7.2.13)
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mas
f(x(∆k)) > f(xk) + α[ψk(x(∆k))− ψk(xk)] . (7.2.14)

Pela atualização do raio de confiança no Passo 3 do Algoritmo 7.2.1,
temos

∆k > 0.1∥x(∆k)− xk∥ . (7.2.15)

Logo, por (7.2.12) e (7.2.15) segue que

lim
k∈K3

∥x(∆k)− xk∥ = 0 . (7.2.16)

Suponhamos que x∗ não seja um minimizador local de (7.2.1). Então

∇f(x∗) = g(x∗) ̸= 0 (7.2.17)

ou
g(x∗) = 0 mas ∇2f(x∗) ̸≥ 0 . (7.2.18)

Se ocorre (7.2.17), então existe d ∈ IRn tal que ∥d∥ = 1 e

g(x∗)
Td < 0 . (7.2.19)

Então, para k ∈ K3,

ψk(x(∆k)) ≤ ψk(xk +∆kd) = f(xk) + ∆kg(xk)
Td+

∆
2
k

2
dT∇2f(xk)d

ou seja,

ψk(x(∆k))− f(xk) ≤ ∆kg(xk)
Td+

∆
2
k

2
∥∇2f(xk)∥.

Logo, como f(xk) = ψk(xk),

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∆k

≤ g(xk)Td+
∥∇2f(xk)∥

2
∆k .

Portanto, existe k3 ∈ IN tal que para k ∈ K4 ≡ {k ∈ K3 | k ≥ k3},

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∆k

≤ g(x∗)
Td

2
≡ c1 < 0 . (7.2.20)

Definimos

ρk =
f(x(∆k))− f(xk)
ψk(x(∆k))− ψk(xk)

. (7.2.21)

Então

|ρk − 1| =

∣∣∣∣f(x(∆k))− f(xk)− [ψk(x(∆k))− ψk(xk)]

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣f(x(∆k))− ψk(x(∆k))

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∣∣∣∣ =
o(∥x(∆k)− xk∥2)

−c1∆k

= o(∆k) .
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Portanto,

lim
k∈K4

ρk = 1

o que contradiz o fato de que os raios ∆k eram rejeitados. Logo ∇f(x∗) = 0.

Vamos agora assumir a validade de (7.2.18). Então existe d ∈ IRn tal
que ∥d∥ = 1 e

dT∇2f(x∗)d < 0 . (7.2.22)

Para k ∈ K3, definimos dk = ∆kd se g(xk)
Td ≤ 0 e dk = −∆kd se

g(xk)
Td > 0.

Então,

ψk(x(∆k)) ≤ ψk(xk + dk) ≤ f(xk) +
∆

2
k

2
dT∇2f(xk)d,

logo,
ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∆
2
k

≤ 1

2
dT∇2f(xk)d .

Portanto, existe k4 ∈ IN tal que para k ∈ K5 ≡ {k ∈ K3 | k ≥ k4},

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∆
2
k

≤ 1

4
dT∇2f(x∗)d ≡ c2 < 0 .

Assim, usando, de novo, a aproximação de Taylor de segunda ordem,
temos:

|ρk − 1| =
∣∣∣∣f(x(∆k))− ψk(x(∆k))

ψk(x(∆k))− ψ(xk)

∣∣∣∣ ≤ 1

|c2|
o(∥x(∆k)− xk∥2)

∆
2
k

.

Portanto lim
k∈K5

ρk = 1, o que contradiz o fato de ∆k ser um raio rejeitado.

Assim, ∇2f(x∗) ≥ 0, o que conclui a prova quando vale (7.2.10).
Vamos agora considerar a possibilidade (7.2.11). Como lim

k∈K1

xk = x∗ e

{f(xk)}k∈IN é monotonicamente decrescente, temos

lim
k∈K1

(f(xk+1)− f(xk)) = 0 . (7.2.23)

Mas, pelo Passo 3 do Algoritmo 7.2.1,

f(xk+1) ≤ f(xk) + α[ψk(xk+1)− ψk(xk)] . (7.2.24)

Então, por (7.2.23) e (7.2.24), segue que

lim
k∈K1

(ψk(xk+1)− ψk(xk)) = 0 . (7.2.25)
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Definimos ∆ = inf
k∈K1

∆k > 0 e chamamos x̂ a uma solução global de

Minimizar g(x∗)
T (x− x∗) + 1

2(x− x∗)
T∇2f(x∗)(x− x∗)

∥x− x∗∥ ≤ ∆/2 .
(7.2.26)

Seja k5 ∈ IN tal que

∥xk − x∗∥ ≤ ∆/2 (7.2.27)

para todo k ∈ K6 ≡ {k ∈ K1 | k ≥ k5}.
Para k ∈ K6, por (7.2.26) e (7.2.27), temos

∥x̂− xk∥ ≤ ∆ ≤ ∆k, (7.2.28)

ou seja, x̂ é fact́ıvel para o subproblema do Passo 2 do Algoritmo 7.2.1.
Então, pelo fato de xk+1 ser minimizador global de ψk(x) em ∥x−xk∥ ≤ ∆k,
segue que

ψk(xk+1) ≤ ψk(x̂) = f(xk) + g(xk)
T (x̂− xk) +

1

2
(x̂− xk)T∇2f(xk)(x̂− xk)

(7.2.29)
ou seja,

ψk(xk+1)−ψk(xk) ≤ g(xk)T (x̂−xk)+
1

2
(x̂−xk)T∇2f(xk)(x̂−xk) . (7.2.30)

Por (7.2.25), passando (7.2.30) ao limite para k ∈ K6, obtemos:

0 ≤ g(x∗)T (x̂− x∗) +
1

2
(x̂− x∗)T∇2f(x∗)(x̂− x∗),

portanto x∗ é minimizador de (7.2.26) com a restrição ∥x − x∗∥ ≤ ∆/2
inativa. Logo g(x∗) = 0 e ∇2f(x∗) ≥ 0 pelas condições necessárias de oti-
malidade de segunda ordem para minimização sem restrições. Isso completa
a prova. QED

Como no caso do método de Newton com “backtracking”, fica apenas
a questão da compatibilização da estratégia global com o algoritmo local.
Ou seja, quando ∇2f(x∗) é definida positiva, gostaŕıamos que a seqüência
gerada pelo Algoritmo 7.2.1 convergisse para x∗ e coincidisse com a definida
pelo algoritmo local aplicado a g(x) = 0. Deixamos essa prova, que segue
as mesmas linhas do Teorema 6.2.3, como exerćıcio para o leitor.

7.3 Minimização em caixas

Nesta seção vamos considerar o seguinte problema:
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Minimizar f(x)
l ≤ x ≤ u (7.3.1)

com f : IRn → IR, li ∈ IR ∪ {−∞} e ui ∈ IR ∪ {∞} para todo i = 1, . . . , n.
A expressão [x]i ≤ ∞ (respectivamente [x]i ≥ −∞) deve ser interpretada
como [x]i < ∞ (respectivamente [x]i > −∞). Portanto, o problema de mi-
nimização sem restrições, estudado no caṕıtulo 6 e na Seção 7.2, é um caso
particular de (7.3.1). Aqui daremos um sentido preciso à expressão “minimi-
zador aproximado”, que usamos na definição do Algoritmo 7.1.1. A idéia é
definir um algoritmo facilmente adaptável para problemas de grande porte.
Os subproblemas que resolveremos serão minimizações de quadráticas em
regiões que, via de regra, serão caixas ou bolas, portanto, poderemos usar
diferentes métodos estudados no Caṕıtulo 4, dependendendo do tamanho
e estrutura do problema. O algoritmo principal pode ser introduzido com
qualquer norma para definir a região de confiança. No entanto, quando a
região fact́ıvel é uma caixa limitada, a norma ∥ · ∥∞ é a mais adequada,
porque a intersecção de l ≤ x ≤ u com ∥x − xk∥∞ ≤ ∆ é, também, uma
caixa. Nesse caso, se usássemos, por exemplo, a norma euclidiana o domı́nio
do subproblema seria uma região bem mais complicada.

Algoritmo 7.3.1 - Minimização em caixas.
Sejam ∆min > 0, α ∈ (0, 1), ∥ · ∥ uma norma arbitrária e x0 um ponto

inicial fact́ıvel.
Dado xk tal que l ≤ xk ≤ u, obter xk+1 da seguinte maneira:

(1) Escolher ∆ ≥ ∆min e Bk ∈ IRn×n simétrica tal que ∥Bk∥2 ≤Mk.

(2) Encontrar xQk solução global de

Minimizar Qk(x) ≡ f(xk) + g(xk)
T (x− xk) + Mk

2 ∥x− xk∥
2
2

l ≤ x ≤ u
∥x− xk∥ ≤ ∆

(7.3.2)

(3) Encontrar x tal que

ψk(x) ≤ Qk(x
Q
k )

l ≤ x ≤ u
∥x− xk∥ ≤ ∆

(7.3.3)

(4) Se f(x) ≤ f(xk) + α[ψk(x)− ψk(xk)],
definir xk+1 = x, ∆k = ∆ e terminar a iteração.
Senão, escolher ∆novo ∈ [0.1∥x − xk∥, 0.9∆] , ∆ ← ∆novo e voltar
para (2).
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O ponto x que é computado no Passo 3 é o que chamamos “solução
aproximada”de

Minimizar ψk(x)
sujeita a l ≤ x ≤ u, ∥x− xk∥ ≤ ∆.

(7.3.4)

A condição exigida em (7.3.3) para essa solução aproximada é muito fraca.
De fato, é fácil ver que, devido a ∥Bk∥2 ≤ Mk, temos ψk(x) ≤ Qk(x) para
todo x, portanto o próprio xQk satisfaz as condições de (7.3.3). Por ou-

tro lado, Mk e xQk se calculam muito facilmente. Mk pode ser tomado como√
n∥Bk∥∞, e xQk é a projeção de xk−g(xk)/Mk na caixa {x ∈ IRn | l ≤ x ≤ u , ∥x− xk∥ ≤ ∆}.

Ou seja, chamando yk = xk − g(xk)/Mk, temos que, se ∥ · ∥ = ∥ · ∥∞,

[xQk ]i = max {li, min {[yk]i, ui}}

para todo i = 1, . . . , n.
O Algoritmo 7.3.1 foi introduzido em [42]. Outros procedimentos para

minimizar em caixas, baseados em problemas fáceis diferentes, podem ser
encontrados em [17], [18], [20] e [19]. Qualquer método para minimizar
quadráticas em caixas pode ser usado para resolver (aproximadamente)
(7.3.4). Esses algoritmos são, geralmente, iterativos. O aconselhável é usar
como ponto inicial xQk , de maneira que a satisfação das condições (7.3.3)
ficará automaticamente garantida. No entanto, um critério de parada adici-
onal é necessário para interromper o processo combinando uma aproximação
razoável na solução de (7.3.4) com um tempo computacional tolerável. As
idéias dos métodos de Newton truncados vêm em nossa ajuda. Como em
(4.3.3), definimos ∇ψP por

[∇ψP (x)]i =


0 se xi = l′i e [∇ψ(x)]i > 0

0 se xi = u′i e [∇ψ(x)]i < 0

−[∇ψ(x)]i nos outros casos,

(7.3.5)

onde l′i e u
′
i são os limites da caixa {x ∈ Ω | ∥x − xk∥∞ ≤ ∆}. Então, x

satisfaz as condições de primeira ordem para minimizador de (7.3.4) se

∇ψP (x) = 0. (7.3.6)

Isto sugere que um critério de parada razoável para o processo iterativo
aplicado a (7.3.4) seja:

∥∇ψP (x)∥ ≤ ηk∥∇ψP (xk)∥, (7.3.7)

com ηk ∈ (0, 1) (em geral, ηk ≡ 0.1), o que evoca o critério de Dembo,
Eisenstat e Steihaug e, de fato, coincide com esse critério no caso em que
os limites l′i e u′i são infinitos. Por facilidade de exposição, estamos tra-
tando sempre as quadráticas Q e ψ como funções de x. Na prática, elas
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são manipuladas como funções de x− xk, através de mudanças de variáveis
óbvias.

Finalmente, como (7.3.4) é apenas um subproblema, não se justificam
esforços enormes para sua resolução. Isto significa que, se por qualquer
motivo, o minimizador de quadráticas tem dificuldades para atingir (7.3.7),
sua execução deve ser interrompida, lembrando que, de qualquer maneira, as
condições (7.3.3) são suficientes para assegurar a continuidade do algoritmo
principal. Assim, é freqüente abortar a minimização da quadrática quando
o número de iterações excede um número fixo, digamos, 10, para problemas
grandes, ou quando o progresso obtido na última iteração é menor que a
décima parte do melhor progresso obtido nas iterações anteriores.

Como no caso das quadráticas, definimos a direção de Cauchy:

[gp(x)]i =


0 se xi = li e [∇f(x)]i > 0

ou xi = ui e [∇f(x)]i < 0

−[∇f(x)]i caso contrário.

Pelas condições de otimalidade de primeira ordem, obtemos a seguinte
caracterização para minimizadores locais de (7.3.1).

Teorema 7.3.2 - Condições de otimalidade para (7.3.1)
Sejam x∗ minimizador local de (7.3.1) e f ∈ C1 em

Ω = {x ∈ IRn | l ≤ x ≤ u}. Então gp(x∗) = 0.

Exerćıcio 7.1: Demonstrar o Teorema 7.3.2 usando a teoria do Caṕıtulo 2
e fornecer uma prova independente.

Como fizemos com outros métodos, vamos provar agora que, se um ite-
rando não satisfaz as condições de otimalidade de primeira ordem (neste
caso gp(x) = 0), o ponto seguinte pode ser calculado em tempo finito, e a
função objetivo diminui.

Teorema 7.3.3 - Boa definição.
Se gp(xk) ̸= 0 então xk+1 está bem definido e f(xk+1) < f(xk).

Prova: Como gp(xk) ̸= 0, existe d ∈ IRn, d ̸= 0 tal que d é fact́ıvel e de
descida. Então, existe t > 0 tal que

l ≤ xk + td ≤ u
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paa todo t ∈ [0, t] e
g(xk)

Td < 0 .

Assim, para ∆ suficientemente pequeno, por (7.3.2) temos:

Qk(x
Q
k ) ≤ Qk

(
xk +

∆d

∥d∥

)
= f(xk) + ∆g(xk)

T d

∥d∥
+
Mk∆

2

2
.

Então
Qk(x

Q
k )−Qk(xk)

∆
= g(xk)

T d

∥d∥
+
M∆

2
.

Mas ψk(xk) = Qk(xk) e, escrevendo x = x(∆), temos que ψk(x) ≤
Qk(x

Q
k ), portanto existe ∆ > 0 tal que

ψk(x)− ψk(xk)

∆
≤ g(xk)

Td

2∥d∥
≡ c1 < 0 (7.3.8)

para todo ∆ ∈ (0,∆].
Definimos, para ∆ ∈ (0,∆],

ρ(∆) =
f(x)− f(xk)
ψk(x)− ψk(xk)

. (7.3.9)

Então, por (7.3.8), temos

|ρ(∆)− 1| =

∣∣∣∣ f(x)− ψk(x)

ψk(x)− ψk(xk)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣f(x)− f(xk)− g(xk)T (x− xk)c1∆

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣(x− xk)TBk(x− xk)
2c1∆

∣∣∣∣
≤ o(∥x− xk∥)

|c1|∆
+
∥Bk∥2∥x− xk∥22

2|c1|∆
≤ o(∆)

|c1|∆
+
c2Mk∆

2|c1|
,

onde c2 > 0 vem da equivalência das normas em IRn : ∥ · ∥2 ≤ c2∥ · ∥.
Logo, lim

∆→0
ρ(∆) = 1 e portanto, após um número finito de reduções no

raio de confiança ∆, a condição f(x) ≤ f(xk)+α[ψk(x)−ψk(xk)] é satisfeita
e o novo ponto xk+1 está bem definido. QED

No último teorema deste caṕıtulo, mostramos que todo ponto limite de
uma seqüência gerada pelo Algoritmo 7.3.1 é estacionário.

Teorema 7.3.4 - Convergência global.
Seja {xk} uma seqüência infinita gerada pelo Algoritmo 7.3.1. Se

lim
k∈K1

xk = x∗, onde K1 é um subconjunto infinito de ı́ndices e Mk é

limitado para k ∈ K1, então gp(x∗) = 0.
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Prova: Devemos considerar duas possibilidades:

inf
k∈K1

∆k = 0 (7.3.10)

ou
inf

k∈K1

∆k > 0 . (7.3.11)

Vamos assumir inicialmente que vale (7.3.10). Então existe K2 ∞⊂ K1 tal
que

lim
k∈K2

∆k = 0. (7.3.12)

Logo, existe k2 ∈ K2 tal que ∆k < ∆min para todo k ∈ K3 ≡ {k ∈ K2 | k ≥ k2}.
Mas, a cada iteração k, tentamos inicialmente um raio ∆ ≥ ∆min. Logo,
para todo k ∈ K3, existem ∆k, x

Q
k (∆k) e x(∆k) tais que xQk (∆k) é solução

global de
Minimizar Qk(x)

l ≤ x ≤ u
∥x− xk∥ ≤ ∆k,

vale a desigualdade
ψk(x(∆k)) ≤ Qk(x

Q
k (∆k))

mas,
f(x(∆k)) > f(xk) + α[ψk(x(∆k))− ψk(xk)] . (7.3.13)

Agora, pela atualização do raio de confiança no Passo 4 do Algoritmo
7.3.1,

∆k ≥ 0.1∥x(∆k)− xk∥ . (7.3.14)

Logo, por (7.3.12) e (7.3.14) segue que

lim
k∈K3

∥x(∆k)− xk∥ = 0. (7.3.15)

Suponhamos que gp(x∗) ̸= 0. Então existe d ∈ IRn, d ̸= 0 tal que para
todo λ ∈ [0, 1],

l ≤ x∗ + λd ≤ u (7.3.16)

e
g(x∗)

Td < 0 . (7.3.17)

Por (7.3.16), existe k3 ∈ K3, k3 ≥ k2 tal que

l ≤ xk +
λ

2
d ≤ u (7.3.18)

para todo k ∈ K4 ≡ {k ∈ K3 | k ≥ k3}, λ ∈ [0, 1].
Definimos, para k ∈ K4,

dk =
∥x(∆k)− xk∥

∥d∥
d . (7.3.19)
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Por (7.3.15) e (7.3.18), existe k4 ∈ K4 tal que

l ≤ xk + dk ≤ u

para todo k ∈ K5 ≡ {k ∈ K4 | k ≥ k4}.
Claramente, ∥dk∥ = ∥x(∆) − xk∥ ≤ ∆k. Logo, por (7.3.2), (7.3.3) e

(7.3.19),

ψk(x(∆k)) ≤ Qk(x
Q
k (∆k)) ≤ Qk(xk + dk)

= f(xk) + g(xk)
Tdk +

Mk

2
∥dk∥22

= f(xk) +
∥x(∆k)− xk∥

∥d∥
g(xk)

Td +
Mk

2
∥dk∥22

para todo k ∈ K5.
Então,

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∥x(∆k)− xk∥
≤ g(xk)T

d

∥d∥
+
Mkc

2
1

2
∥dk∥ ,

onde c1 > 0 vem da equivalência das normas em IRn.
Portanto, por (7.3.15), (7.3.17), a continuidade de g e a limitação de

Mk, existem c2 < 0 e k5 ∈ K5 tais que

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

∥x(∆k)− xk∥
≤ c2 < 0 (7.3.20)

para todo k ∈ K6 ≡ {k ∈ K5 | k ≥ k5}.
Definimos, para k ∈ K6,

ρk =
f(x(∆k))− f(xk)
ψk(x(∆k))− ψk(xk)

.

Assim, temos
ρk − 1 = ak + bk

onde

ak =
f(x(∆k))− f(xk)− g(xk)T (x(∆k)− xk)

ψk(x(∆k))− ψk(xk)

e

bk =
1

2

(x(∆k)− xk)TBk(x(∆k)− xk)
ψk(x(∆k))− ψk(xk)

.

Agora, por (7.3.20) e pela equivalência das normas em IRn,

|ak| ≤
o(∥x(∆k)− xk∥)
∥x(∆k)− xk∥
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e

|bk| ≤
Mkc

2
1∥x(∆k)− xk∥

2|c2|
.

Portanto, lim
k∈K6

ak = 0 e pela limitação de Mk, lim
k∈K6

bk = 0. Ou seja,

lim
k∈K6

ρk = 1, o que contradiz (7.3.13). Dessa forma, (7.3.10) não pode se

verificar se gp(x∗) ̸= 0.

Vamos assumir agora a validade de (7.3.11). Como lim
k∈K1

xk = x∗ e

{f(xk)}k∈IN é monotonicamente decrescente, temos

lim
K∈K1

(f(xk+1)− f(xk)) = 0.

Mas, por (7.3.2), (7.3.3) e pelo Passo 4 do Algoritmo 7.3.1,

f(xk+1) ≤ f(xk) + α[ψk(xk+1)− ψk(xk)]

≤ f(xk) + α[Qk(x
Q
k (∆k))−Qk(xk)].

Logo,

lim
k∈K4

Qk(x
Q
k (∆k)) = 0. (7.3.21)

Definimos ∆ = inf
k∈K1

∆k > 0. Seja M > 0 tal que Mk ≤ M para todo

k ∈ K1 e seja x̂ solução global de:

Minimizar g(x∗)
T (x− x∗) + M

2 ∥x− x∗∥
2
2

l ≤ x ≤ u
∥x− x∗∥ ≤ ∆/2

(7.3.22)

Seja k6 ∈ K1 tal que

∥xk − x∗∥ ≤ ∆/2 (7.3.23)

para todo k ∈ K7 ≡ {k ∈ K1 | k ≥ k6}.
Para k ∈ K7, por (7.3.22) e (7.3.23),

∥x̂− xk∥ ≤ ∆ ≤ ∆k . (7.3.24)

Além disso, por (7.3.22),

l ≤ x̂ ≤ u . (7.3.25)

Ou seja, por (7.3.24) e (7.3.25) vemos que x̂ é fact́ıvel para o problema
(7.3.2). Então,

Qk(x
Q
k (∆k)) ≤ Qk(x̂) (7.3.26)

para todo k ∈ K7.
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Agora, pela definição de x̂, por (7.3.26) e (7.3.21),

g(x∗)
T (x̂− x∗) + M

2 ∥x̂− x∗∥
2
2 = lim

k∈K7

g(xk)
T (x̂− xk) +

M

2
∥x̂− xk∥22

= lim
k∈K7

Qk(x̂) ≥ lim
k∈K7

Qk(x
Q
k (∆k)) = 0 .

Mas o valor da função objetivo de (7.3.22) em x∗ também é 0, portanto,
x∗ também é um minimizador global de (7.3.22). Escrevendo a condição de
otimalidade para este problema, chegamos a gp(x∗) = 0. QED

O Algoritmo 7.3.1 pode servir como modelo para a globalização por
regiões de confiança de todos os métodos newtonianos. A naturalidade de
sua adaptação à filosofia dos Newton truncados já foi comentada. Quando
as matrizes Bk são atualizadas por fórmulas secantes, o algoritmo fornece
um esquema para globalizar esse tipo de métodos. Tal adaptação merece
alguns comentários:

(a) Nos subproblemas (7.3.3) e (7.3.4), o fato de Bk ser definida positiva
não tem maior relevância. Por isso, o procedimento de regiões de confiança
é mais adequado que o de buscas lineares para globalizar, por exemplo,
o algoritmo baseado na atualização de posto 1, e outros métodos onde as
aproximações Hessianas não são necessariamente definidas positivas.

(b) O fato de B−1
k+1 ser facilmente gerado a partir de B−1

k não pode ser
explorado em regiões de confiança como nas buscas lineares. Apenas quando
os limites do subproblema (7.3.4) são infinitos ou muito grandes, o fato de
se ter B−1

k facilmente dispońıvel é uma boa vantagem, pois permite resolver
exatamente o subproblema em um passo só, se a matriz é definida positiva.

(c) Apesar da observação (b), se B−1
k é facilmente calculável, o ponto

xk−B−1
k g(xk) pode representar um excelente ponto inicial alternativo para

o algoritmo quadrático, depois de projetado na região fact́ıvel de (7.3.4). É
inevitável, porém, manter simultaneamente na memória Bk e B−1

k .

A compatibilidade do algoritmo global 7.3.1 com os algoritmos locais
subjacentes, nos moldes dos Teoremas 6.2.2 e 6.3.5 fica, mais uma vez, para
ser discutida pelos leitores.
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Caṕıtulo 8

Minimização unidimensional

Alguns problemas de otimização consistem em minimizar funções de uma
variável. Para esses problemas, podem-se usar os métodos gerais de mi-
nimização sem restrições, minimização em caixas, etc. De fato, um bom
exerćıcio para o estudante é verificar como se comportam os algoritmos
gerais em funções univariadas. No entanto, a unidimensionalidade é uma
estrutura extremamente diferenciada, que justifica o desenvolvimento de al-
goritmos espećıficos.

Nas versões antigas de algoritmos de minimização de funções de n variáveis
com busca linear, esta busca era interpretada quase sempre como mini-
mização unidimensional. Os métodos modernos usam, geralmente, buscas
lineares menos exigentes o que, na maioria dos casos é mais eficiente. No
entanto, buscas lineares “duras”, semelhantes à minimização unidimensio-
nal, são ainda usadas em alguns algoritmos atuais com resultados práticos
surpreendentemente bons [24].

Neste caṕıtulo, nosso objetivo é apresentar diferentes técnicas para mini-
mização unidimensional, adequadas às propriedades espećıficas do problema
(existência de derivadas, custo de avaliação da função e suavidade). Veremos
que, neste caso, a obtenção de minimizadores globais é menos complicada
que no caso multivariado.

8.1 Métodos diretos para redução de incerteza

Uma função f de uma variável x no intervalo [a, b] é unimodal se existem
λ1, λ2 ∈ [a, b] tais que
(i) f é estritamente descrescente para x < λ1,
(ii) f é estritamente crescente para x > λ2,
(iii) f é constante para x ∈ [λ1, λ2].

É fácil ver que os minimizadores locais de uma função unimodal em [a, b]
coincidem com os minimizadores globais. Ou seja, este conceito desfruta da

135
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mesma propriedade de otimalidade global que a convexidade, com hipóteses
menos exigentes sobre a função.
Os métodos diretos para redução de intervalos de incerteza se aplicam bem
a funções unimodais. Nada exigem em relação a continuidade ou existência
de derivadas. A idéia básica desses métodos é, uma vez conhecido um in-
tervalo [a, b] em que a função f é unimodal, reduzir este intervalo até a
precisão desejada. São aplicáveis a problemas com funções cuja avaliação é
simples, pois geram um número de iterações (pouco complexas) maior que
o produzido pelos métodos polinomiais.
Dada a função f : IR → IR, unimodal em [a, b], o algoritmo conceitual a
seguir obtém um intervalo reduzido contendo o minimizador de f em [a, b].

Algoritmo 8.1.1 - Redução de incerteza.
Dados ε > 0 e o intervalo [a, b],
definir k = 0, a0 = a, b0 = b .

(1) Dados ak e bk, escolher ck e dk tais que

ak < ck < dk < bk .

(2) Calcular f(ck) e f(dk).

(3) Se f(ck) < f(dk), fazer ak+1 = ak, bk+1 = dk
senão ak+1 = ck, bk+1 = bk.

(4) Se bk+1 − ak+1 < ε, parar
senão k = k + 1 e voltar para (1).

À primeira vista, seriam necessárias duas avaliações da função a cada redução
do intervalo. Para que isso não ocorra, podemos escolher ck e dk de tal forma
que o ponto que permanece no interior do intervalo reduzido seja um dos
escolhidos para a próxima avaliação. Apresentaremos duas estratégias para
se efetuar estas escolhas: a busca de Fibonacci e o método da seção áurea.
Para a busca de Fibonacci precisamos fixar a priori o número n de avaliações
da função a ser feito ou, equivalentemente, a redução desejável no intervalo.
Os números intermediários são então determinados baseados nos números
de Fibonacci, definidos de modo recursivo como se segue:

F0 = F1 = 1; Fk = Fk−2 + Fk−1, k = 2, 3, . . . (8.1.1)

Desta forma, uma vez definido o número n de avaliações, a escolha dos
valores ck e dk no passo (1) do Algoritmo 8.1.1 é feita da seguinte maneira:

ck = bk − Fn−k−1

Fn−k
(bk − ak)

dk = ak +
Fn−k−1

Fn−k
(bk − ak) .

(8.1.2)
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Exerćıcio 8.1: Verificar que, com o procedimento (8.1.2), ck+1 coincide
com dk ou dk+1 coincide com ck.

O método da seção áurea é obtido da seqüência de Fibonacci fazendo-se o
número n tender para infinito. Assim, no limite, a equação de diferenças de
Fibonacci (8.1.1) passa a fornecer a divisão do intervalo [a, b] na razão áurea
λ = (

√
5−1)/2 ≈ 0.618, que é exatamente a solução do problema da divisão

áurea ou do retângulo áureo, proposto pelos gregos por volta de 500 a.C.
Na antiguidade, um certo caráter mı́stico foi atribúıdo a este valor, o que
justifica o qualificativo “áureo”. Em arquitetura, esta razão, considerada
esteticamente agradável, se preserva desde o Parthenon até projetos de Le
Corbusier. No método da seção áurea, a escolha dos valores ck e dk é feita
como se segue:

ck = bk − λ(bk − ak)
dk = ak + λ(bk − ak) .

(8.1.3)

Exerćıcio 8.2: Verificar que ck+1 coincide com dk ou dk+1 coincide com ck
no procedimento (8.1.3).

É posśıvel provar que, fixado o número de avaliações que será realizado,
Fibonacci é o método ótimo para redução de incerteza, pois obtém a máxima
redução para o caso mais desfavorável (ver, por exemplo, [113]). No entanto,
no método da seção áurea não é necessário fixar-se previamente o número
de avaliações de função, o que elimina um pré-requisito pouco natural, do
ponto de vista do cálculo numérico, do método de Fibonacci. Na prática
de otimização, critérios de parada baseados no valor da função objetivo são
mais confortáveis, e esses critérios podem ser implementados sem problemas
no método áureo.

Uma outra estratégia para redução de incerteza, bastante simples e intuitiva,
é o método da bisseção. Este método é usado quando a função f : [a, b]→ IR
é diferenciável, unimodal e tem derivada com avaliação computacionalmente
viável.

Algoritmo 8.1.2 - Método da Bisseção.

Dado ε (tolerância para redução do intervalo [a, b]),

(1) a0 = a, b0 = b.

(2) Dados ai, bi, calcular ci =
1
2(ai + bi).

(3) Calcular f(ci).
Se f ′(ci) = 0, parar.
Se f ′(ci) < 0, ai+1 = ci, bi+1 = bi,
senão ai+1 = ai, bi+1 = ci.
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(4) Se bi+1 − ai+1 < ε, parar,
senão i = i+ 1 e voltar para (2).

Exerćıcio 8.3: Provar que todas as funções convexas são unimodais.

Exerćıcio 8.4: Obter uma função cúbica real que seja unimodal mas não
convexa para 0 ≤ x ≤ 1.

8.2 Aproximações polinomiais

Muitas vezes podemos assegurar um “bom comportamento”da função a ser
minimizada, ainda que apenas nas vizinhanças do minimizador. Desta ma-
neira, temos garantia de uma boa aderência entre a função e uma apro-
ximação por polinômios. A idéia dos métodos que utilizam aproximações
polinomiais é, a partir de k+1 informações sobre a função (valores da função,
das derivadas, etc), determinar um polinômio de ordem k, estimando-se o
minimizador da função a partir do minimizador do polinômio. Em geral,
trabalha-se iterativamente e a estratégia de redução de incerteza utilizada
nos métodos diretos também é empregada como salvaguarda. As apro-
ximações polinomiais geram um número de iterações inferior ao dos métodos
diretos, sendo porém de maior complexidade. No que se segue, vamos apre-
sentar quatro maneiras de efetuar aproximações polinomiais: o método de
Newton, o método secante, o método DSC-Powell e o método da aproximação
cúbica.
O método de Newton consiste em aproximar f em torno do ponto xk pela
parábola constrúıda com as informações f(xk), f

′(xk) e f
′′(xk), ou seja,

f(x) ≈ q(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +
f ′′(xk)

2
(x− xk)2 . (8.2.1)

Para se empregar o método de Newton é preciso que a função seja duas vezes
diferenciável. Trata-se de um esquema iterativo localmente convergente,
portanto o ponto inicial x0 deve estar suficientemente próximo da solução
x∗ para a convergência ser garantida.
Se f ′′(xk) > 0, a parábola q(x) é estritamente convexa e xk+1 será um
minimizador global de q(x) se, e somente se,

q′(xk+1) = f ′(xk) + f ′′(xk)(xk+1 − xk) = 0.

Desta forma, o novo ponto xk+1 é dado por:

xk+1 = xk −
f ′(xk)

f ′′(xk)
. (8.2.2)

Observamos que (8.2.2) não depende de f(xk). Na verdade, este método é
equivalente ao método da tangente para resolver a equação f ′(x) = 0. Por
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isso, quando f ′′(xk) < 0, o algoritmo pode convergir para um maximizador.

No método secante também aproxima-se f em torno de xk por uma parábola,
agora constrúıda a partir de f(xk), f

′(xk) e f ′(xk−1). Neste caso, o novo
ponto do esquema iterativo é dado por:

xk+1 = xk −
f ′(xk)(xk − xk−1)

f ′(xk)− f ′(xk−1)
. (8.2.3)

Comparando (8.2.2) com (8.2.3), vemos que a informação de segunda ordem
do método de Newton é calculada em (8.2.3) usando-se diferenças finitas.
Assim, para funções cuja avaliação é trabalhosa, o esquema iterativo (8.2.3)
torna-se mais eficiente. Analogamente ao método de Newton, o método
secante terá convergência assegurada quando o ponto inicial estiver sufici-
entemente próximo da solução x∗, e pode convergir para um maximizador
em vez de um minimizador se não se usam salvaguardas adequadas.

O método DSC-Powell é uma combinação, sugerida por Box, Davies e Swann
[9], de um algoritmo de Davies, Swann e Campey (DSC) com um algoritmo
de Powell.

Em ambos ajusta-se f por uma quadrática conhecidos os valores da função
f em três pontos.

Inicialmente o algoritmo cerca a solução x∗, fazendo então uma interpolação
quadrática com pontos igualmente espaçados. Esta etapa corresponde ao
método DSC. As iterações seguintes, devidas ao método de Powell, consis-
tem em prosseguir interpolando quadraticamente, mas com pontos desigual-
mente espaçados.

Algoritmo 8.2.1 - DSC-Powell.

Dados o ponto inicial x0, o tamanho do passo ∆x e a precisão ε;

(1) Avaliar f(x0) e f(x0 +∆x)
Se f(x0 +∆x) > f(x0), ∆x← −∆x.

(2) xk+1 = xk +∆x.

(3) Calcular f(xk+1).

(4) Se f(xk+1) ≤ f(xk), ∆x = 2∆x, k ← k + 1, voltar para (2)
senão xm = xk+1, xm−1 = xk, xm−2 = xk−1, ∆x← ∆x

2
e repetir (2) e (3) pela última vez, determinando xm+1 = xk+2.

(5) Dentre os quatro pontos igualmente espaçados {xm+1, xm, xm−1, xm−2},
descartar o mais distante do ponto com menor valor da função.
Renomear os valores restantes por xa, xb, xc,
onde xb é o ponto central, xa = xb −∆x e xc = xb +∆x.
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(6) Fazer uma interpolação quadrática para estimar x∗:

x̂∗ = xb +
∆x(f(xa)− f(xc))

2(f(xa)− 2f(xb) + f(xc))
.

(7) Repetir:
redefinir {xa, xb, xc} como {xa, x̂∗, xb} ou {xb, x̂∗, xc},
calcular f(xb) e estimar x∗ por uma interpolação quadrática
para pontos desigualmente espaçados:

x̂∗ = −
1

2

(x2b − x2c)f(xa) + (x2c − x2a)f(xb) + (x2a − x2b)f(xc)
(xb − xc)f(xa) + (xc − xa)f(xb) + (xa − xb)f(xc)

,

até que |xc − x̂∗| < ε.

Mostra-se que a seqüência gerada pelo Algoritmo 8.2.1 converge para o mi-
nimizador quando a função f é convexa. Para mais detalhes sobre o método
DSC-Powell, ver Himmelblau [64].
Na aproximação cúbica são necessárias quatro informações para construir um
polinômio de grau três para aproximar a função f . A escolha mais clássica
envolve o conhecimento de f(xk), f

′(xk), f(xk−1) e f ′(xk−1) e resulta no
seguinte minimizador para a cúbica (Luenberger (1984), p.206):

xk+1 = xk −
(xk − xk−1)[f(xk) + σ2 − σ1]
f(xk)− f ′(xk−1) + 2σ2

, (8.2.4)

onde σ1 = f ′(xk−1) + f ′(xk)− 3
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

e σ2 =
√
σ21 − f ′(xk−1)f ′(xk) .

Se a função é unimodal no intervalo [a, b], f ′(a) < 0 e f ′(b) > 0, a apro-
ximação cúbica pode ser combinada com técnicas de redução de incerteza
para obter um algoritmo globalmente convergente.
Esse tipo de combinação é computacionalmente necessária em qualquer al-
goritmo baseado em aproximações polinomiais. De fato, com salvaguardas
adequadas, é posśıvel garantir uma efetiva redução do intervalo de incerteza,
evitando-se passos muito pequenos quando se está longe da solução. Assim, a
interpolação polinomial pode se combinar com o método da bisseção, quando
as derivadas são dispońıveis, ou com o método da seção áurea, quando se
conhecem apenas os valores da função.

Exerćıcio 8.5: Mostrar que no método secante a convergência local é su-
perlinear, mostrando que existe a > 0 tal que

lim
k→∞

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|r

≤ a , r =
1 +
√
5

2
≈ 1.618 .
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Exerćıcio 8.6: Escrever um algoritmo de interpolação cúbica com salva-
guardas que garantam uma redução efetiva do intervalo de incerteza em cada
iteração.

8.3 Técnicas de minimização global

Quase sempre, o objetivo do otimizador diante de um determinado pro-
blema, é obter um minimizador global. No entanto, a maioria dos algo-
ritmos práticos e eficientes não possuem convergência garantida para esse
tipo de “verdadeiros”minimizadores. Na maioria dos casos, é posśıvel pro-
var convergência, em algum sentido, para pontos estacionários que, muito
provavelmente, são minimizadores locais. Freqüentemente, pelas próprias
caracteŕısticas do problema, os pontos estacionários assim encontrados são
minimizadores globais, o que possibilita a solução efetiva de muitos proble-
mas práticos de otimização.

No entanto, existem problemas com infinidade de minimizadores locais, cuja
resolução por algoritmos como os mencionados acima é extremamente dif́ıcil.
Isso motiva o desenvolvimento de métodos globais, isto é, algoritmos com
convergência garantida para um minimizador global do problema. Infeliz-
mente, os métodos globais assim desenvolvidos perdem muito de sua eficácia
quando aplicados a problemas de grande porte. Freqüentemente, o tempo e a
memória requeridos por uma iteração são proibitivos até para computadores
avançados.

A situação é diferente quando o número de variáveis é pequeno, especial-
mente, quando a função é de uma variável só, como as que estudamos neste
caṕıtulo. Assim, é posśıvel que técnicas globais unidimensionais, combi-
nadas com técnicas “locais”baseadas em buscas lineares ou até regiões de
confiança consigam aumentar muito a potencialidade global destas últimas.

Neste caṕıtulo, vamos destacar as técnicas de minimização global utilizando
envelopes convexos e análise intervalar [80], [79], [58].

A obtenção de um minimizador global de f : [a, b] → IR através de envelo-
pes convexos baseia-se na partição do intervalo [a, b] e, conseqüentemente,
do problema original, em subproblemas. A seguir, utilizando-se uma su-
bestimativa convexa para a função objetivo no subintervalo, determina-se
facilmente um limitante inferior para o minimizador do subproblema através
do minimizador do envelope convexo. Acrescentando-se uma estratégia para
eliminar subintervalos, com base nos valores “mı́nimos”encontrados para a
função, mostra-se que o ponto correspondente ao menor dos limitantes inferi-
ores determinados para a função converge para a solução global do problema
original.
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Com relação à determinação dos envelopes convexos, o fundamental é en-
contrar os pontos em que a representação da subestimativa convexa muda de
forma. Quando a função tem trechos convexos, muitas vezes o envelope con-
vexo coincide com a função original num subintervalo. Pode ainda ser uma
reta unindo um ponto ao trecho adjacente, convertendo-se novamente na
função num trecho seguinte, e assim por diante. A determinação de quantas
representações diferentes são necessárias depende tanto dos tamanhos dos
subintervalos quanto do comportamento da própria função. Para se conhe-
cer os pontos exatos em que o envelope convexo muda de representação (de
uma reta para a curva da função ou vice-versa), basta fazer um ajuste entre
as declividades da curva e da reta. Em outras palavras, se a é o ponto in-
ferior do intervalo, queremos encontrar x ∈ [a, b] tal que f(x)−f(a)

x−a = f ′(x),
que é equivalente a

f(x)− f(a)− (x− a)f ′(x) = 0. (8.3.1)

Dentre as diversas estratégias para se resolver (8.3.1), o método de Newton
implementado com salvaguardas geralmente funciona bem e tem o seguinte
esquema iterativo:

xk+1 = xk +

(
f(xk)− f(a)

xk − a
− f ′(xk)

)[
f ′′(xk)

]−1
. (8.3.2)

A idéia básica da análise intervalar aplicada à minimização global é o refi-
namento dos intervalos contendo o valor extremo, descartando-se as regiões
em que o minimizador global não pode estar. Assim, na determinação do
minimizador global de f : [a, b]→ IR, suponhamos que [a, b] foi subdividido
em [a, c] e [c, b]. Suponhamos também que conhecemos [u, v] contendo a
imagem do intervalo [c, b] pela f , isto é f([c, b]) ⊂ [u, v] e conhecemos [w, z]
contendo f(x1), com x1 ∈ [a, c]. Se z < u, então todo o intervalo [c, b] pode
ser descartado, já que não existe x ∈ [c, b] tal que o valor f(x) seja menor
que f(x1) ≤ z. Assim, o minimizador de f em [a, b] está em [a, c] e não em
[c, b]. Portanto, com este tipo de teste pode-se excluir regiões que segura-
mente não contém o minimizador global procurado.

Exerćıcio 8.7: Aplicar as técnicas de envelopes convexos e análise interva-
lar para obter o minimizador global de
(a) f(x) = e−x + sen (πx) + x2 , x ∈ [−1, 2].
(b) f(x) = −x(1 + x) cos (x) , x ∈ [−2, 2].



Caṕıtulo 9

Restrições lineares

Vamos considerar o problema de otimização em que a região fact́ıvel é um
politopo em IRn, ou seja, um conjunto definido por equações e inequações
lineares. A minimização em caixas é um caso particular desse problema.
No caṕıtulo 7, aplicamos o algoritmo geral de regiões de confiança ao caso
l ≤ x ≤ u, dando um sentido (o do “subproblema fácil”) à minimização
aproximada do modelo quadrático. Aqui, em prinćıpio, podemos proceder
da mesma maneira, com a dificuldade de que o problema fácil não é tão
fácil como no caso das caixas. Com efeito, quando o conjunto fact́ıvel é um
politopo, o ponto xQk do Algoritmo 7.3.1 é a projeção de xk − g(xk)/Mk na
intersecção desse conjunto com a caixa de confiança. Embora haja razões
para supor que essa projeção não é dif́ıcil de se calcular, certamente é bem
mais complicada que quando a região é uma caixa n−dimensional. Também,
neste caso, é mais conflitante a decisão sobre o algoritmo a ser usado para
determinar o ponto-tentativa x̄. Portanto, embora as questões teóricas re-
lativas à aplicação de regiões de confiança a minimização com restrições
lineares estejam essencialmente resolvidas em [77], não existem ainda imple-
mentações práticas amplamente reconhecidas. Ver, também [47] e [16].

Os métodos mais tradicionais para otimização em politopos estão base-
ados na estratégia de restrições ativas. A idéia é similar à usada no caṕıtulo
4 para minimizar quadráticas em caixas. A região é dividida em faces, de
maneira que, dentro de cada uma delas, o problema é, essencialmente, irres-
trito. Uma face pode ser abandonada apenas quando o trabalho sobre ela
se revela improdutivo. Ver [36], [49], [50], [53], [85], [86], [96], [97], [98] e o
artigo pioneiro de Rosen [100].

Os problemas de programação linear e programação quadrática são ca-
sos particulares do tratado neste caṕıtulo. No primeiro, a função objetivo
é linear (f(x) = cTx) e, no segundo, é uma quadrática. O método mais
usado para programação linear é o Simplex [22] que é, de fato, um algoritmo
de restrições ativas. O programa MINOS para minimização com restrições
([85], [86]) é, quando aplicado a problemas lineares, uma das implementações
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mais eficientes do método Simplex para grande porte. O conteúdo deste
caṕıtulo se aplica, em conseqüência a programação linear e quadrática, mas
a estrutura especial destes problemas, e o tratamento da “degeneração pri-
mal”justifica o desenvolvimento de textos espećıficos. Ver [22], [5], etc.

A programação linear e outras áreas da otimização foram sacudidas,
a partir de 1984, com o desenvolvimento dos “métodos de pontos interio-
res”. Ver [55]. Algumas indicações sobre a aplicação desses métodos à mini-
mização de funções gerais com restrições lineares serão dadas neste caṕıtulo.

9.1 Igualdades

O problema geral deste caṕıtulo é:

Minimizar f(x)
sujeita a x ∈ Ω

(9.1.1)

onde f ∈ C1(Ω) e Ω = {x ∈ IRn | A1x = b1 , A2x ≥ b2}, com A1 ∈ IRm1×n e
A2 ∈ IRm2×n. O conjunto Ω definido pelas restrições lineares de igualdade
e desigualdade é denominado politopo.

Um politopo geral Ω sempre pode ser levado à forma {x ∈ IRn | Ax =
b , x ≥ 0} ou à forma {x ∈ IRn | Ax = b , l ≤ x ≤ u}, mediante a introdução
de “variáveis de folga”. Alguns algoritmos trabalham exclusivamente com
essa formulação, chamada “padrão”.

Exerćıcio 9.1: Converter Ω = {x ∈ IRn | A1x = b1 , A2x ≥ b2} para o
formato {y ∈ IRN | Ay = b , y ≥ 0}.

Na definição de Ω, estamos incluindo as possibilidades m1 = 0 e m2 = 0.
Se ambas dimensões são nulas, o problema é irrestrito. Se apenas m2 = 0
temos o problema de minimização com restrições de igualdade:

Minimizar f(x)
sujeita a Ax = b .

(9.1.2)

Suponhamos que a região fact́ıvel de (9.1.2) é não vazia e seja x ∈ IRn

tal que Ax = b. Então, todos os pontos da que verificam Ax = b satisfazem
x = x+ Zz, onde Z ∈ IRn×(n−mp) é uma matriz cujas colunas formam uma
base para o núcleo da matriz A e mp é o posto de A. Assim, (9.1.2) pode
ser reescrito como um problema irrestrito num espaço de dimensão menor:

Minimizar φ(z) ≡ f(x+ Zz)
z ∈ IRn−mp .

(9.1.3)

Exerćıcio 9.2: Mostrar que

∇φ(z) = ZT∇f(x+ Zz)
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e
∇2φ(z) = ZT∇2f(x+ Zz)Z.

O vetor ∇φ é denominado gradiente reduzido e a matriz ∇2φ, Hessiana re-
duzida.

Uma vez encontrado x tal que Ax = b e Z tal que R(Z) = N (A), a
resolução de (9.1.2) pode ser tentada usando um método direcional (Newton,
quase-Newton) ou um método de regiões de confiança para minimização sem
restrições. Ver [35].

Para a viabilidade de métodos baseados em (9.1.3) para problemas de
grande porte é fundamental que a matriz Z seja esparsa. Ainda mais, se
a intenção é implementar o método de Newton, também é necessário que
ZT∇2f(x)Z o seja. Se Z é grande e densa, (9.1.3) não pode ser utilizado.
Nesse caso, observamos que, se B é uma matriz definida positiva (melhor,
esparsa e talvez diagonal), a solução de

Minimizar
1

2
dTBd+ g(x)Td sujeita a Ad = 0 (9.1.4)

corresponde a uma solução (d, π) do sistema linear

Bd+ g(x) +ATπ = 0, Ad = 0. (9.1.5)

Portanto, a direção d computada por (9.1.5) é uma direção de descida para
f , pertencente ao núcleo de A. Se B = µI, d = d(µ) se aproxima de uma
direção de máxima descida no núcleo, quando µ tende a infinito. Agora,
(9.1.5) pode ser resolvido usando apenas a esparsidade de A ou, talvez, um
método iterativo linear. Idéias análogas às invocadas no caṕıtulo 6 podem
ser adaptadas para provar que um algoritmo baseado em direções dk cal-
culadas por (9.1.5), com “backtracking”, é globalmente convergente a um
ponto estacionário de (9.1.2). Uma vantagem adicional de usar iterativa-
mente (9.1.5) é que os sucessivos πk são estimativas dos multiplicadores de
Lagrange na solução. A importância desse fato emergirá no tratamento de
restrições de desigualdade.

9.2 Estratégia de restrições ativas

Para facilitar a exposição, consideraremos o problema geral de minimização
em politopos apenas na forma

Minimizar f(x)
sujeita a Ax ≥ b , (9.2.1)

onde A ∈ IRm×n , AT = (a1 . . . am) , ai ∈ IRn , i = 1, . . . ,m. A transposição
das idéias desta seção para o formato geral (9.1.1) é rotineira, e será deixada
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como exerćıcio para o leitor. Como antes, escrevemos Ω = {x ∈ IRn | Ax ≥
b}. As definições a seguir são paralelas às dadas quando introduzimos algo-
ritmos para minimizar quadráticas em caixas.

Definição 9.2.1
Dado I ⊂ {1, 2, . . . ,m}, chamamos de face relativa ao conjunto I ao

conjunto

FI = {x ∈ Ω | aTi x = bi se i ∈ I e aTi x > bi se i ̸∈ I} .

Como sempre, chamamos F I ao fecho de FI .

As restrições que são satisfeitas por x na igualdade, isto é, tais que
aTi x = bi , i ∈ I, são chamadas ativas em x. As outras são denominadas
inativas .

Exerćıcio 9.3: Provar que

(a) Ω =
⋃
I∈P

FI , onde P é o conjunto das partes de {1, 2, . . . ,m} .

(b) Se I1 ̸= I2 , FI1 ∩ FI2 = ∅.

Vamos definir agora um algoritmo conceitual que implementa a es-
tratégia de restrições ativas. Nesse algoritmo, trabalhamos com “super-
iterações”, que permitem passar diretamente de um ponto qualquer a um
minimizador global irrestrito. Naturalmente, a existência dessas super-
iterações na prática está restrita a problemas simples, como os lineares ou
quadráticos. Chamamos S ao conjunto de minimizadores globais de (9.2.1)
e partimos de um ponto inicial arbitrário e fact́ıvel.

Algoritmo 9.2.2 - Estratégia de restrições ativas.
Dado xk ∈ Ω , xk ∈ FI , xk ̸∈ S ,
se xk é minimizador de f em FI ,
então

(1) xk+1 ̸∈ F I e f(xk+1) < f(xk).
Senão

(2) xk+1 ∈ FI e xk+1 é minimizador de f em FI , ou
(3) xk+1 ∈ [F I − FI ] (a fronteira de FI) e f(xk+1) < f(xk), ou
(4) f é ilimitada inferiormente em FI e o algoritmo pára.

O leitor familiarizado com o Simplex poderá reconhecer que esse método
está no escopo do Algoritmo 9.2.2. As faces visitadas nesse caso são vértices,
formadas por um único ponto. Portanto xk sempre é “minimizador de f em
FI”, o fecho de FI é a própria FI e o ponto seguinte é um ponto diferente
onde a função objetivo diminui. Para interpretar corretamente o caso em
que o Simplex detecta que o problema é ilimitado, a partir do vértice xk,
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pensemos na introdução de uma “iteração”fict́ıcia xk+1 fact́ıvel e situada na
semi-reta ao longo da qual f tende a −∞. Essa “última”iteração está numa
“aresta”FI na qual a função é ilimitada inferiormente. A situação, portanto,
corresponde ao Passo 4 do Algoritmo 9.2.2.

No seguinte teorema, provamos que a estratégia de restrições ativas é
sempre bem sucedida. A dificuldade estará, em conseqüência, em sua im-
plementação.

Teorema 9.2.3
Em um número finito de iterações, o método das restrições ativas

encontra a solução de (9.2.1) ou detecta que o problema não tem
solução.

Prova: Suponhamos que o Passo 4 do Algoritmo 9.2.2 não acontece em
nenhuma iteração da seqüência {xk}. Quando uma face FI é abandonada
no Passo 1, então, como xk é minimizador global para x ∈ FI e f(xj) é
monótona decrescente, temos que xj /∈ FI para todo j > k. Como o número
de faces é finito, a partir de certo k0 o Passo 1 não é mais executado. Pela
finitude do número de restrições, o Passo 3 também pode ser executado
apenas um número finito de vezes se k ≥ k0. Portanto, a partir de certo
k1 ≥ k0, apenas o Passo 2 é posśıvel. Isso implica que xk1+1 é minimizador
global na sua face. Como o Passo 1 não é mais posśıvel, resulta que xk1+1

deve ser minimizador global do problema. QED

Apesar do Algoritmo 9.2.2 ter convergência finita, o Passo 2 é, quase
sempre, imposśıvel de ser executado em um número finito de etapas. Assim,
uma iteração do Algoritmo 9.2.2 é, na verdade, uma super-iteração, pois
pode embutir um procedimento infinito.

Suponhamos que xk ∈ FI não é minimizador global de f em FI . Para ob-
ter xk+1 pelo Passo 2 ou pelo Passo 3, definimos V(FI) = {x ∈ IRn | aTi x =
bi, i ∈ I} e consideramos o problema

Minimizar f(x)
sujeita a x ∈ V(FI)

ou, equivalentemente,

Minimizar f(x)
sujeita a aTi x = bi , i ∈ I .

(9.2.2)

Este problema é do tipo (9.1.2). Para “resolvê-lo”aplicamos um método
iterativo, começando com x0k = xk, e gerando uma seqüência x1k, x

2
k, . . . de
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maneira que, antes de parar, xjk ∈ V(FI) e f(xj+1
k ) < f(xjk) para todo j .

Suponhamos que, antes da parada, aparece j tal que xj+1
k /∈ Ω. Neste caso,

chamamos djk = xj+1
k − xjk e tj o máximo t > 0 tal que [xjk, x

j
k + tdjk] ⊂ Ω.

Uma suposição sobre o processo para (9.2.2) que garante que o Passo 3 do
Algoritmo 9.2.2 pode ser completado é que

f(xjk + tjd
j
k) < f(xjk).

Nessa situação, chamamos xk+1 = xjk + tjd
j
k. O método iterativo aplicado a

(9.2.2) será interrompido, no melhor caso, quando xjk seja minimizador global
de f em FI , mas é dif́ıcil que consigamos essa propriedade em tempo finito.
(Uma exceção é quando f é uma quadrática estritamente convexa.) Por-
tanto, o Algoritmo 9.2.2 não poderá ser rodado em estado puro, e a condição
“se xk é minimizador de f em FI”deverá ser substitúıda, na prática, por “se
xk é minimizador aproximado de f em FI”. A decisão sobre o que se con-
sidera “minimizador aproximado”define diferentes métodos implementáveis
de restrições ativas.

9.3 Saindo da face

Nesta seção, descrevemos uma das posśıveis maneiras de viabilizar o
Passo 2 do Algoritmo de restrições ativas. Mais precisamente, vamos supor
que xjk é uma das iterações do algoritmo interno usado dentro de FI , que

devemos decidir se xjk já é minimizador aproximado nessa face, e, em caso
afirmativo, que precisamos mostrar como conseguir xk+1 /∈ F I e f(xk+1) <
f(xjk). Para simplificar a notação, escreveremos xk em vez de xjk.

Vamos supor, a prinćıpio, que os gradientes das restrições que definem
a face FI são linearmente independentes. Sem perda de generalidade, su-
ponhamos que I = {1, . . . , ν}, ĀT = (a1, . . . , aν). Portanto, Ā tem posto ν
e admite uma submatriz B ∈ IRν×ν não singular. Por simplicidade, vamos
supor que Ā = (B N ). Consideramos a mudança de variáveis

y1 = aT1 x
...

yν = aTν x
yν+1 = xν+1

...
yn = xn

ou seja,

y =

(
B N
0 I

)
x = B̄x .
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É fácil ver que B̄ é não-singular. Então, temos x = B̄−1y e podemos
reformular o problema (9.2.1) da seguinte maneira

Minimizar f̄(y) ≡ f(B̄−1y)

sujeita a
yi ≥ bi , i = 1, . . . , ν

aTi B̄
−1y ≥ bi , i = ν + 1, . . . , n .

(9.3.1)

Seja y = B̄xk. Como xk ∈ FI , temos que yi = bi se i ∈ I e aTi B̄
−1y > bi

se i ̸∈ I. Portanto, as direções fact́ıveis de descida, a partir de ȳ, para
(9.3.1) são as mesmas que as do problema em que as restrições inativas são
eliminadas:

Minimizar f̄(y)
sujeita a yi ≥ bi , i = 1, . . . , ν .

(9.3.2)

Agora, como fizemos no caṕıtulo 4 com as quadráticas em caixas, pode-
mos definir aqui a direção de Cauchy ∇̄f̄(ȳ) por

[∇̄f̄(ȳ)]i = 0 se ȳi = bi e [∇f̄(ȳ)]i ≤ 0 ;

[∇̄f̄(ȳ)]i = −[∇f̄(ȳ)]i nos outros casos.

O ponto ȳ será estacionário de primeira ordem de (9.2.1), (9.2.2) e (9.3.1)
se, e somente se,

∇̄f̄(ȳ) = 0.

Se ∇̄f̄(ȳ) ̸= 0 esse vetor é uma direção fact́ıvel e de descida a partir de ȳ.
Escrevendo

∇̄f̄(ȳ) = (∇̄C f̄(ȳ)
T , ∇̄I f̄(ȳ)

T )T ,

com ∇̄C f̄(ȳ) ∈ IRν , ∇̄I f̄(ȳ) ∈ IRn−ν , teremos também que xk é ponto
estacionário de (9.1.2) se, e somente se, ∇̄I f̄(ȳ) ∈ IRn−ν = 0. Portanto,
é natural que a decisão sobre abandonar a face ou não dependa de uma
avaliação do quociente

quoc =
∥∇̄I f̄(ȳ)∥
∥∇̄f̄(ȳ)∥

.

Claramente, quoc ∈ [0, 1] e a decisão de abandono será obrigatória quando
quoc = 0, já que nesse caso nada mais podemos esperar de um algoritmo
que use apenas derivadas primeiras para minimizar (9.1.2). Por outro lado,
se quoc = 1 deveremos ficar dentro da face, pois todo o potencial de descida
se encontra dentro dela. Assim, nada mais sensato que decidir pela saida
(Passo 2) quando quoc ≤ TOL onde TOL é uma tolerância entre 0 e 1. Toda
analogia com o algoritmo dado no caṕıtulo 4 para minimizar quadráticas em
caixas é proposital. Uma vez decidido o abandono da face, temos bastante
liberdade para escolher a direção de sáıda, já que, em prinćıpio, qualquer
direção no espaço y que seja fact́ıvel, de descida, e tenha alguma das ν
primeiras coordenadas maiores que 0, servirá para esse fim. Uma candidata
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natural é d̄ = ∇̄f̄(ȳ). Assim, tomando t > 0 suficientemente pequeno,
teremos que xk + tB̄−1d̄ ∈ (Ω− FI) e f(xk + tB̄−1d̄) < f(xk).

A pressa em sair da face, provocada, por exemplo, por um valor de
TOL muito próximo de 1, pode ocasionar um fenômeno chamado de “zigue-
zague”. Uma face pode ser abandonada e retomada um número infinito de
vezes, impedindo a convergência do método. Existem muitos procedimen-
tos “anti-ziguezague”, introduzidos para driblar tão desagradável compor-
tamento. Ver [33]. Na minimização de quadráticas em caixas, por exemplo,
vimos que a sáıda pelo gradiente chopado elimina toda possibilidade de não-
convergência.

Quando os gradientes das restrições que definem I são linearmente de-
pendentes, dizemos que estamos em um ponto degenerado. Grande parte da
teoria do método Simplex em programação linear (ver, por exemplo [13]) está
destinada a analisar esse caso. Felizmente, se a função objetivo é não-linear,
podemos usar um artif́ıcio que nos permite resolver a situação evocando o
caso linear. Com efeito, suponhamos que, em xk ∈ FI , temos I = {1, . . . , ν}
e vetores {a1, . . . , aν} dependentes. Consideramos o problema auxiliar

Minimizar ∇f(xk)Td, sujeita a aTi d ≥ 0, i ∈ I. (9.3.3)

Se aplicamos o método Simplex para resolver (9.3.3) com o ponto inicial 0,
sabemos que esse método detectará, em tempo finito, que 0 é solução de
(9.3.3), ou encontrará d fact́ıvel tal que ∇f(xk)Td < 0, usando procedimen-
tos contra a ciclagem, se for necessário. Tal direção é uma direção fact́ıvel e
de descida para (9.2.1), que nos permitirá continuar o processo.

Exerćıcio 9.5: Justificar cuidadosamente as afirmações no texto relativas
à mudança de variáveis, em particular, provar a não singularidade de B̄.

Exerćıcio 9.6: Analisar a estratégia de escape definida pelos métodos do
tipo gradiente projetado para restrições lineares (ver, por exemplo, [69],
p.330).

Exerćıcio 9.7: Justificar a estratégia de escape adotada pelo método Sim-
plex.

Exerćıcio 9.8: Analisar o comportamento do método Simplex para pontos
não regulares.

Exerćıcio 9.9: Refazer a análise das seções 9.2 e 9.3 com outras formas de
descrever o politopo Ω.
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9.4 Redução a caixas

O leitor incomodado com as fatorações, a convergência duvidosa e as peri-
gosas degenerações da estratégia das restrições ativas, se sentirá confortado
pelos resultados desta seção. Provaremos que, quando f é convexa e o poli-
topo é limitado, o problema (9.1.1) pode ser reduzido a um problema de mi-
nimização em caixas, cuja teoria, como vimos, é bastante sólida e adaptável
a situações de grande porte. Aqui, mediante a introdução de variáveis de
folga, se necessário, (9.1.1) terá sempre a forma padrão:

Minimizar f(x)
sujeita a Ax = b , x ≥ 0 ,

(9.4.1)

onde f ∈ C2(IRn) é convexa e Ω = {x ∈ IRn | Ax = b , x ≥ 0}.
As condições de otimalidade de primeira ordem de (9.4.1) são

∇f(x) +AT y − z = 0
Ax− b = 0
xT z = 0

x ≥ 0 , z ≥ 0 .

(9.4.2)

Definimos, para ∥ · ∥ = ∥ · ∥2,

Φ(x, y, z) =
1

2

(
∥∇f(x) +AT y − z∥2 + ∥Ax− b∥2 + (xT z)2

)
,

e consideramos o problema

Minimizar Φ(x, y, z)
sujeita a x ≥ 0 , z ≥ 0 .

(9.4.3)

À primeira vista, ao resolvermos (9.4.3), esperamos apenas encontrar
pontos estacionários, não necessariamente minimizadores globais, já que
Φ(x, y, z) não é uma função convexa. No entanto, o resultado a seguir asse-
gura que todo ponto estacionário de (9.4.3) é um minimizador global para
este problema satisfazendo (9.4.2) e, portanto, resolver (9.4.3) é equivalente
a resolver (9.4.1). Ver [43], [45] e [44] para extensões e variações deste teo-
rema.

Teorema 9.4.1
Se f ∈ C2(IRn) é convexa e o politopo Ω é não vazio e limitado,

então (9.4.3) admite pelo menos um ponto estacionário (KKT) e todo
ponto estacionário (x∗, y∗, z∗) de (9.4.3) é um minimizador global com
Φ(x∗, y∗, z∗) = 0.
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Prova: A primeira parte é imediata. Como Ω é limitado e f é cont́ınua,
existe um minimizador global para o problema (9.4.1). Este minimizador
tem que satisfazer (9.4.2) e, portanto, é um minimizador global de (9.4.3).

Vamos supor que (x, y, z) seja um ponto estacionário do problema (9.4.3).
Então existem γ , µ ∈ IRn tais que

AT (Ax− b) +∇2f(x)(∇f(x) +AT y − z) + (xT z)z − γ = 0 , (9.4.4)

A(∇f(x) +AT y − z) = 0 , (9.4.5)

−(∇f(x) +AT y − z) + (xT z)x− µ = 0 , (9.4.6)

γTx = 0 , (9.4.7)

µT z = 0 , (9.4.8)

x ≥ 0 , z ≥ 0 , γ ≥ 0 , µ ≥ 0 . (9.4.9)

Por (9.4.5) e (9.4.6) temos que

(xT z)x− µ ∈ N (A) , (9.4.10)

onde N (A) é o núcleo da matriz A.
Portanto, pré-multiplicando (9.4.4) por (xT z)x − µ e usando (9.4.6),

obtemos

((xT z)x−µ)T∇2f(x)((xT z)x−µ)+((xT z)x−µ)T ((xT z)z−γ) = 0 . (9.4.11)

Como ∇2f é semi-definida positiva, (9.4.11) implica em

((xT z)x− µ)T ((xT z)z − γ) ≤ 0 .

Logo, por (9.4.7) e (9.4.8) segue que

(xT z)3 + µTγ ≤ 0 . (9.4.12)

Assim, por (9.4.9) temos
xT z = 0 (9.4.13)

e
µTγ = 0 . (9.4.14)

Por (9.4.6) e (9.4.13),

−(∇f(x) +AT y − z) = µ ≥ 0 . (9.4.15)

Mas, por (9.4.5), −(∇f(x) + AT y − z) ∈ N (A). Portanto, como Ω é
limitado, a equação (9.4.15) implica necessariamente em

−(∇f(x) +AT y − z) = 0 . (9.4.16)
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Então, por (9.4.4), (9.4.13) e (9.4.16) temos

AT (Ax− b) = γ ≥ 0 . (9.4.17)

Agora, (9.4.17) e (9.4.7) são as condições de otimalidade (necessárias e
suficientes) do problema quadrático convexo

Minimizar 1
2∥Ax− b∥

2

sujeita a x ≥ 0 .
(9.4.18)

Como Ω é não vazio, temos que Ax = b. Esta igualdade, juntamente
com (9.4.13) e (9.4.16) completam a prova. QED

O problema

Minimizar 1
2

(
∥∇f(x) +AT y − z∥2 + ∥Ax− b∥2 + xT z

)
sujeita a x ≥ 0 , z ≥ 0

(9.4.19)

é obviamente equivalente a (9.4.3). No entanto, (9.4.19) pode admitir pon-
tos estacionários que não são minimizadores globais. De fato, basta consi-
derarmos o problema de minimizar x sujeito a 0 ≤ x ≤ 2 ou, no formato
(9.4.1), minimizar x1 sujeito a x1 + x2 = 2, x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0. O problema da
forma (9.4.19) associado a este problema trivial admite o ponto estacionário
x = (2, 0)T e z = (0, 0)T , que naturalmente não é um minimizador global.

9.5 Pontos interiores

A revolução dos métodos de pontos interiores começou em 1984 com o
lançamento do “método de Karmarkar”[66]. Por primeira vez na história
era anunciado um algoritmo eficiente na prática e, ao mesmo tempo, po-
linomial, para o problema de programação linear. Desde então, foram es-
critos centenas de artigos introduzindo e analisando algoritmos desse tipo.
O “survey”[55] é, provavelmente, a melhor referência dispońıvel para o es-
tado da arte até 1992. Nesta seção nos limitaremos a introduzir a idéia
“affine-scaling”([29], [2], [110], [3]), uma das mais fecundas geradoras de al-
goritmos de pontos interiores, no contexto da minimização de funções gerais
com restrições lineares.

A idéia dos métodos de pontos interiores é provocativamente contra-
ditória com o método Simplex, e com as estratégias de restrições ativas
em geral. Mesmo sabendo que, com alta probabilidade, a solução está na
fronteira (com certeza em um vértice no caso da programação linear), esses
algoritmos geram iterandos que permanecem sempre no interior do conjunto.
Em vez de apostar na face em que provavelmente se encontra o minimizador,
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de acordo com a informação dispońıvel, os métodos de pontos interiores evi-
tam o fracasso de repetidos abandonos seguindo caminhos curvos na região
onde nenhuma restrição é ativa.

A tática “affine-scaling”se baseia em subproblemas onde a região Ω é
substituida por um elipsóide interno, que nos permitiremos identificar com
uma região de confiança. Primeiro, acrescentemos variáveis de folga em
(9.1.1), de maneira que nosso problema é

Minimizar f(x) sujeita a Ax− z = b, z ≥ 0. (9.5.1)

O ponto inicial x0, assim como todos os iterandos xk, será interior a Ω,
ou seja, Axk > b (zk > 0) para todo k.

O maior elipsóide no espaço z, centrado em zk, contido no ortante posi-
tivo e com eixos paralelos aos eixos coordenados é dado por

m∑
i=1

(zi − [zk]i)
2

[zk]
2
i

≤ 1, (9.5.2)

ou seja
(z − zk)TZ−2

k (z − zk) ≤ 1, (9.5.3)

onde Zk é a matriz diagonal cujas entradas são [zk]i, i = 1, . . . ,m. Portanto,
é bastante natural considerar o subproblema

Minimizar f̃(x) sujeita a Ax− z = b, (z − zk)TZ−2
k (z − zk) ≤ 1. (9.5.4)

onde f̃(x) é uma aproximação de f(x), constrúıda com a informação dis-
pońıvel em xk. Por exemplo,

f̃(x) = f(x), (9.5.5)

f̃(x) = f(xk) +∇f(xk)(x− xk) +
1

2
(x− xk)TBk(x− xk) (9.5.6)

ou
f̃(x) = f(xk) +∇f(xk)(x− xk). (9.5.7)

Em todos os casos, ∇f̃(xk) = ∇f(xk). Desenvolvendo (9.5.4), o subpro-
blema toma a forma

Minimizar f̃(x) sujeita a (Ax− b− zk)TZ−2
k (Ax− b− zk) ≤ 1, (9.5.8)

ou, usando que zk = Axk − b,

Minimizar f̃(x) sujeita a (x− xk)TATZ−2
k A(x− xk) ≤ 1. (9.5.9)

Suponhamos que o posto de A é n. O subproblema (9.5.9) pode ser resolvido
com apenas uma fatoração de Cholesky no caso (9.5.7). Se f̃(x) é quadrática,

pode ser reduzido, pela mudança de variáveis y = [ATZ−2
k A]

1
2 (x − xk) a
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minimizar quadráticas em bolas, problema que estudamos no caṕıtulo 4 e
relembramos no caṕıtulo 7 . Soluções aproximadas de (9.5.9) no caso (9.5.5)
podem ser obtidas usando os algoritmos de minimização em bolas descritos
em [77].

Chamamos d̃k = x̄− xk a uma solução aproximada de (9.5.9). A apro-
ximação deve ser, pelo menos no sentido de que

f̃(xk + d̃k) < f̃(xk) sempre que ∇f(xk) ̸= 0.

Se f̃ é convexa ou quadrática, isto implica que ∇f(xk)T d̃k < 0. Nesse caso,
definimos

d̂k = αkd̃k

onde αk é o maior α tal que [xk, xk + αd̃k] ⊂ Ω e

dk = βd̂k

onde β ∈ (0, 1) é muito próximo de 1, digamos 0.95, de maneira que xk + dk
é interior mas está próximo da fronteira. Finalmente, xk+1 = xk + tdk,
com t ∈ [0, 1], é obtido por um processo de backtracking, até satisfazer uma
condição de tipo Armijo.

Quando f̃ não é convexa nem quadrática, é mais coerente, no caso de
f(xk + dk) não ser suficientemente menor que f(xk), definir sucessivos sub-
problemas mediante diminuição do tamanho da “região de confiança”.

Exerćıcio 9.10: Estabelecer a relação entre o posto de A e a limitação do
politopo Ω. Justificar a suposição de que o posto de A é n.

Exerćıcio 9.10: Formular o Algoritmo da Seção 9.5 para o caso linear
f(x) = cTx. Mostrar que a solução do subproblema é a de um sistema
linear com matriz definida positiva. Relacionar “quase-singularidade”dessa
matriz com pontos degenerados (não-regulares) da fronteira.

Exerćıcio 9.11: Modificar o algoritmo (colocando salvaguardas) de ma-
neira que sua convergência possa ser provada usando técnicas de regiões de
confiança.

Exerćıcio 9.12: Detalhar a mudança de variáveis que faz com que o sub-
problema tenha como domı́nio uma bola.

Exerćıcio 9.13: Justificar a afirmação “se f̃ é convexa ou quadrática, dk é
uma direção de descida”. Mostrar que não é verdade no caso não-convexo.
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Caṕıtulo 10

Penalização

Não apenas em otimização, mas também em outras áreas da atividade
humana, procura-se converter problemas complexos em outros cuja resolução
é conhecida. Os leitores satisfeitos com as estratégias introduzidas até aqui
para minimização sem restrições, minimização em caixas e em politopos se
sentiriam agradecidos se qualquer outro problema de otimização com res-
trições não lineares pudessse ser reduzido àqueles. A penalização é o proce-
dimento mais radical para isso. Mediante ele, a não-satisfação (ou o “risco
de não-satisfação”) de uma restrição é sancionada com um acréscimo da
função objetivo, de maneira que a função que define a restrição é eliminada
como tal e substitúıda por um termo introduzido no objetivo.

Na chamada “penalização interna”a função objetivo é modificada agre-
gando um termo funcional que tende a infinito quando o ponto se aproxima
da fronteira do conjunto fact́ıvel. Forma-se assim uma espécie de barreira
intranspońıvel: métodos irrestritos começando no interior da região são de-
sencorajados de se aproximar do contorno devido a valores muito altos do
objetivo. Por esse motivo, os métodos de penalização interna são também
conhecidos por métodos de barreira. Esses são, por outro lado, os mais anti-
gos métodos de pontos interiores, com prest́ıgio radicalmente incrementado
após a revolução que seguiu-se ao trabalho de Karmarkar [66].

Na penalização externa, muitas vezes denominada simplesmente de pe-
nalização, acrescenta-se na função objetivo um termo cujo custo aumenta
com a violação das restrições. A solução de um problema penalizado exter-
namente está, geralmente, fora do conjunto fact́ıvel, mas se aproxima dele
quando o termo de penalização é muito grande.

A razão pela qual a penalização não é o procedimento universal para li-
dar com restrições é que o parâmetro que deve multiplicar à função-restrição
para castigar violação (na externa) ou o risco de violação (na interna) pro-
voca, ao tomar valores extremos, pesado mal-condicionamento do problema.
Também peca a filosofia penalizadora por outro defeito essencial: a própria
estrutura do problema é transtornada quando uma restrição é acrescida à

157
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função objetivo, em geral, complicando a fisionomia desta. No entanto, to-
das as estratégias de penalização estão vivas na otimização contemporânea
por sua simplicidade, adaptabilidade para problemas de grande porte, e ca-
pacidade de se enriquecer automaticamente com os progressos realizados na
resolução de problemas mais simples.

10.1 Métodos de barreiras

Os métodos de penalização interna ou barreiras foram originalmente
propostos para lidar com restrições não lineares de desigualdade, quando,
via de regra, o conjunto fact́ıvel tem interior não vazio.

Consideraremos, para a introdução dos métodos de penalização interna,
problemas de otimização da seguinte forma:

Minimizar f(x)
sujeita a c(x) ≥ 0 , x ∈ D , (10.1.1)

onde D é um subconjunto de IRn, c : IRn → IRm, f , c ∈ C0(D) e

Ω = {x ∈ D | c(x) ≥ 0}

tem interior relativo não vazio, denotado por Ω◦ = {x ∈ D | c(x) > 0}. Va-
mos supor que (10.1.1) tem minimizador global.

Podemos transformar (10.1.1) em um problema irrestrito com função
objetivo f(x) + tB(x) , t > 0, onde a função barreira B satisfaz os seguintes
axiomas:

(i) B(x) está definida e é cont́ınua para todo x ∈ Ω◦.

(ii) B(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω◦.

(iii) Se {xk} ⊂ Ω, c(xk) > 0 para todo k e lim
k→∞

ci(xk) = 0 para algum

i ∈ {1, . . . ,m}, então lim
k→∞

B(xk) =∞.

A diferenciabilidade da função barreira não é essencial para o método
em si. Entretanto, se a função objetivo original é diferenciável, torna-se
interessante que B também o seja, pois assim podem ser aplicadas técnicas
para minimização sem restrições que explorem ao máximo a estrutura do
problema.

Tendo por prinćıpio os três axiomas acima, podemos estabelecer o método
básico de penalização interna:

Algoritmo 10.1.1 - Barreiras.
Dados t1 > 0, x0 ∈ Ω◦, k = 1.
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(1) Calcular xk ≡ x(tk) solução global de

Minimizar f(x) + tkB(x)
sujeita a x ∈ Ω◦.

(10.1.2)

(2) Escolher tk+1 tal que 0 < tk+1 < tk, k ← k + 1 e voltar para (1).

Para obter xk, no Passo 1 do algoritmo, usamos um método qualquer
para minimizar funções com a restrição x ∈ D. Quase sempre, se tratará de
um algoritmo iterativo, e o ponto inicial recomendável nesse caso será xk−1,
embora diversas estratégias de aceleração possam ser implementadas. Es-
tritamente falando, no problema penalizado (10.1.2) aparecem as restrições
ci(x) > 0 além de x ∈ D. No entanto, como a função objetivo de (10.1.2)
tende a infinito quando x tende à fronteira, estamos autorizados a supor
que um algoritmo irrestrito (ou melhor, restrito apenas a D), não sentirá
a menor atração por pontos muito próximos ao contorno, e que, portanto,
permanecerá também afastado de pontos externos. Às vezes, pode ser ne-
cessária alguma modificação leve do algoritmo “irrestrito”para garantir a
permanência no interior de Ω. Sabemos, por outro lado, que encontrar
minimizadores globais costuma ser muito dif́ıcil e que, usando métodos ite-
rativos, não poderemos, de fato, atingir exatamente a solução de (10.1.2).
Por isso, na prática, xk será apenas uma solução “aproximada”de (10.1.2).
As propriedades do método, no entanto, emergem de maneira poderosa e
surpreendentemente simples quando consideramos sua versão exata.

A seqüência de parâmetros de penalização tk deve tender a 0. Uma
regra mágica é fazer t1 = 1 e tk+1 = tk/10 para todo k. Para problemas
não muito complicados, pode-se tentar resolver um único subproblema com
um parâmetro muito pequeno, na expectativa que a solução computada
esteja próxima da solução do problema original. Esta estratégia é chamada
“shortcut”(atalho) em [33] e, às vezes, pode ser fragorosamente ineficiente.

Existem dois exemplos clássicos de funções barreira: a função barreira
inversa

B(x) =
m∑
i=1

1

ci(x)
(10.1.3)

e a função barreira logaŕıtmica

B(x) = −
m∑
i=1

log (ci(x)) . (10.1.4)

A função (10.1.4) pode assumir valores negativos, e portanto, não cum-
pre o axioma (ii). Porém, no caso em que Ω é limitado, veremos que traba-
lhar com ela é equivalente a fazê-lo com uma outra função que sim satisfaz
os axiomas. Observemos, primeiro, que quando o interior de Ω é limitado,
então a função (10.1.4) é limitada inferiormente.
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Exerćıcio 10.1: Provar a afirmação anterior.

Seja M ∈ IR tal que B(x) > M para todo x ∈ Ω◦ e consideremos

B̃(x) = −
m∑
i=1

log (ci(x))−M . (10.1.5)

É fácil ver que B̃ satisfaz os três axiomas da função barreira. Agora, o
problema com barreira associado a B̃:

Minimizar f(x) + tB̃(x)
sujeita a x ∈ Ω◦ ,

coincide com
Minimizar f(x) + tB(x)− tM
sujeita a x ∈ Ω◦ ,

que é equivalente a
Minimizar f(x) + tB(x)
sujeita a x ∈ Ω◦ .

Assim, a função logaŕıtmica (10.1.4) pode ser usada como barreira sem ne-
nhum prejúızo.

De agora em diante, definimos

Q(x, t) = f(x) + tB(x) , (10.1.6)

e passamos a provar as propriedades fundamentais do Algoritmo 10.1.1.

Lema 10.1.2
Seja {xk} a seqüência gerada pelo Algoritmo 10.1.1. Então

Q(xk+1, tk+1) ≤ Q(xk, tk) (10.1.7)

B(xk) ≤ B(xk+1) (10.1.8)

f(xk+1) ≤ f(xk) . (10.1.9)

Prova: Como a seqüência de parâmetros penalizadores é monótona decres-
cente, pelo axioma (ii) da função barreira B e pelo fato de {xk} ser uma
seqüência de minimizadores globais de (10.1.2) temos:

Q(xk+1, tk+1) = f(xk+1) + tk+1B(xk+1)
≤ f(xk) + tk+1B(xk)
≤ f(xk) + tk B(xk)
= Q(xk, tk) .
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Para mostrarmos a validade de (10.1.8), temos:

Q(xk+1, tk+1) = f(xk+1)+tk+1B(xk+1) ≤ f(xk)+tk+1B(xk) . (10.1.10)

Por outro lado,

f(xk+1) + tk B(xk+1) ≥ f(xk) + tk B(xk) = Q(xk, tk) . (10.1.11)

Subtraindo (10.1.11) de (10.1.10) obtemos

(tk+1 − tk)B(xk+1) ≤ (tk+1 − tk)B(xk)

e como tk+1 − tk ≤ 0 segue que B(xk) ≤ B(xk+1) .
Por fim, usando (10.1.8) temos

f(xk+1) + tk+1B(xk+1) ≤ f(xk) + tk+1B(xk)
≤ f(xk) + tk+1B(xk+1) .

Logo, f(xk+1) ≤ f(xk) , o que completa a prova. QED

No Teorema 10.1.3 (ver [11]), provaremos que, se usarmos o Algoritmo
10.1.1, conseguiremos uma aproximação arbitrariamente próxima de um mi-
nimizador global do problema original, para k suficientemente grande.

Teorema 10.1.3
Seja {xk} a seqüência de minimizadores (10.1.2) gerada pelo Al-

goritmo 10.1.1, com limk→∞ tk = 0. Então, todo ponto limite de {xk}
é minimizador global de (10.1.1).

Prova: Chamemos, para k = 0, 1, 2, . . . ,

bk = min{Q(x, tk) | x ∈ Ω◦} . (10.1.12)

Então, bk ≥ bk+1 para todo k.
Agora, seja

b = min{f(x) | x ∈ Ω} .
Claramente,

b0 ≥ b1 ≥ · · · ≥ bk ≥ bk+1 · · · ≥ b .

Como {bk} é uma seqüência decrescente e inferiormente limitada, é conver-
gente:

lim
k→∞

bk = b̄ . (10.1.13)

Se b̄ ̸= b, então b̄ > b.
Seja x∗ umminimizador global do problema (10.1.1). Como f é cont́ınua,

existe uma bola B com centro em x∗ tal que para todo x ∈ Q ∩ Ω◦,

f(x) < b̄− 1

2
(b̄− b) . (10.1.14)
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Agora, como 0 < tk+1 < tk e B(x) ≥ 0 para x ∈ Ω◦, temos

0 < tk+1B(x) < tk B(x)

para todo x ∈ Ω◦. Portanto, lim
k→∞

tk B(x) = 0 para x ∈ Ω◦. Assim, tomemos

x′ ∈ Q ∩ Ω◦. Para k suficientemente grande,

tk B(x′) <
1

4
(b̄− b) . (10.1.15)

Então, por (10.1.14) e (10.1.15), para k suficientemente grande,

Q(x′, tk) < b̄− 1

4
(b̄− b) < b̄ ,

o que contradiz (10.1.12)-(10.1.13). Portanto, b̄ = b.
Agora, seja K um subconjunto infinito de IN tal que

lim
k∈K

xk = x̄

onde x̄ ∈ Ω. Suponhamos que x̄ ̸= x∗, solução global de (10.1.1), com
f(x̄) > f(x∗).

Então, a seqüência {(f(xk)− f(x∗)) + tk B(xk)}k∈K não pode convergir
a zero, o que contradiz o fato de que bk − b → 0. Logo, x̄ = x∗ ou x̄ ̸= x∗
mas f(x̄) = f(x∗). Ou seja, todo ponto limite da seqüência gerada pelo
Algoritmo 10.1.1 é uma solução global do problema (10.1.1). QED

Um defeito estrutural dos métodos de penalização interna é que res-
trições de igualdade não podem participar da definição da função B(x).
Assim, se no problema original aparecem restrições desse tipo, elas devem
ser conservadas no conjunto D, mas não podem contribuir na penalização.
Portanto, se não soubermos minimizar funções com a restrição D, a barreira
é inaplicável.

Não menos importante é a questão da estabilidade numérica, já que os
subproblemas tornam-se computacionalmente mais dif́ıceis de se resolver à
medida que o parâmetro tk diminui. Vejamos porque isso ocorre no seguinte
exemplo:

Minimizar f(x1, x2) = (x1 + 1)2 + (x2 − 1)2

x1 ≥ 0 ,
(10.1.16)

cuja solução é x∗ = (0 1)T . Vamos considerar a função barreira

B(x) = − log(x1).

Então
Q(x, t) = (x1 + 1)2 + (x2 − 1)2 − t log(x1).
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Portanto,

∇xQ(x, t) =
(

2(x1 + 1)− t
x1

2(x2 − 1)

)
e

∇2
xxQ(x, t) =

(
2 + t

x2
1

0

0 2

)
.

Os pontos estacionários com x1 > 0 são da forma x̄ =
(
−1+

√
1+2t

2 1
)T

,

t > 0 e então

∇2Q(x̄, t) =

(
2 + 2t

t+1−
√
1+2t

0

0 2

)
.

Assim, como lim
t→0

2t
t+1−

√
1+2t

=∞, segue que o número de condição da ma-

triz Hessiana ∇2Q(x, t) tende a infinito quando t → 0, o que retrata alge-
bricamente a dificuldade crescente dos subproblemas. Geometricamente, as
curvas de ńıvel das funções Q ficam cada vez mais alongadas, o que torna
mais e mais imprecisa a determinação do minimizador.

O ponto de vista tradicional (até meados da década de 80) era que as
restrições incorporadas na função objetivo deviam ser as mais complicadas,
pela dificuldade intŕınseca a sua manipulação direta. Penalizar em relação
a restrições simples teria sido considerado um sacrilégio. A aparição dos
métodos de pontos interiores em programação linear mostrou que a situação
é bem mais confusa, pois muitos desses métodos podem ser interpretados
como penalização logaŕıtmica em relação às restrições extremamente sim-
ples xi ≥ 0. Consideremos o problema de minimização com restrições de
igualdade na sua forma padrão :

Minimizar f(x)
sujeita a Ax = b , x ≥ 0 ,

(10.1.17)

onde A ∈ IRm×n, m ≤ n e posto(A) = m.
Utilizando a função barreira logaŕıtmica, temos o seguinte subproblema,

apenas com restrições lineares de igualdade:

Minimizar f(x)− t
n∑

i=1

log(xi)

sujeita a Ax = b .

(10.1.18)

As condições de otimalidade de (10.1.18) correspondem a um sistema
não-linear com n+m equações e n+m variáveis:

∇f(x)− t


1
x1
...
1
xn

+AT y = 0

Ax = b .

(10.1.19)
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A matriz Jacobiana do sitema (10.1.19) é dada por(
∇2f(x) + tX−2 AT

A 0

)
(10.1.20)

onde X = diag(x1, . . . , xn). O número de condição desta matriz cresce
quando t→ 0 e alguma componente xi , i = 1, . . . , n se aproxima de zero.

O mal-condicionamento inerente ao método de barreira pode ser contor-
nado com a seguinte mudança de variáveis:

zi =
t

xi
, i = 1, . . . , n .

Então (10.1.19) pode ser reescrito como

∇f(x) − z + AT y = 0
Ax = b

xi zi − t = 0 , i = 1, . . . , n .
(10.1.21)

O sistema aumentado (10.1.21), com 2n+m equações e 2n+m incógnitas,
tem o seguinte Jacobiano: ∇2f(x) AT −I

A 0 0
Z 0 X

 (10.1.22)

onde Z = diag(z1, . . . , zn). Além de (10.1.22) independer de t, se tivermos
complementariedade estrita, isto é, se xi zi = 0 com xi ̸= 0 ou zi ̸= 0, então
(10.1.22) tem posto completo (um bom exerćıcio para o leitor). O sistema
(10.1.21) só será mal condicionado se o problema original (10.1.17) o for.

Assim, se ao invés de trabalharmos com (10.1.18), resolvermos (10.1.21),
quando t = 0 teremos as condições Karush-Kuhn-Tucker do problema origi-
nal (10.1.17). No caso em que (10.1.17) é mal-condicionado, (10.1.21) pode
ser resolvido monitorando-se a homotopia obtida quando t→ 0, através de
alguma variação do método de Newton inexato para sistemas não lineares.
Em programação linear, a homotopia (10.1.21) é o fundamento dos métodos
primais-duais, que, na década dos 90 são os algoritmos de pontos interiores
com maior prest́ıgio para esse problema.

10.2 Penalização externa

Os métodos de penalização externa ou, simplesmente, penalização, po-
dem ser aplicados ao problema de otimização em seu formato mais geral:

Minimizar f(x)
sujeita a x ∈ Ω1 , x ∈ Ω2 ,

(10.2.1)
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onde Ω1 e Ω2 são subconjuntos arbitrários de IRn. Suponhamos, como antes,
que (10.2.1) admite minimizador global.

O prinćıpio é a utilização de uma função cont́ınua que se anula no
conjunto a ser penalizado e é positiva fora dele. Assim, se no problema
(10.2.1) quisermos penalizar em relação ao conjunto Ω1, basta escolhermos
P : IRn → IR, P ∈ C0(IRn) tal que

P (x)

{
= 0 se x ∈ Ω1

> 0 se x ̸∈ Ω1 .
(10.2.2)

Com a introdução de um parâmetro ρ ≥ 0, temos o seguinte problema
penalizado associado a (10.2.1):

Minimizar f(x) + ρ P (x)
sujeita a x ∈ Ω2 .

(10.2.3)

Quando ρ torna-se muito grande, a violação das restrições fica cada vez
mais cara, de tal forma que as soluções dos problemas (10.2.3), para uma
seqüência controlada de aumentos em ρ, produz uma seqüência cujos pontos
de acumulação resolvem o problema original, conforme provaremos adiante.

Sistematizando as idéias acima em forma algoŕıtmica, com a função de
penalização P obedecendo (10.2.2), temos:

Algoritmo 10.2.1 - Penalização externa.
Dados ρ1 ≥ 0, x0 ∈ IRn, k = 1.
(1) Calcular xk ≡ x(ρk) ∈ IRn como a solução de

Minimizar f(x) + ρk P (x)
sujeita a x ∈ Ω2 .

(10.2.4)

(2) Escolher ρk+1 > ρk, k ← k + 1 e voltar para (1).

De maneira análoga ao que ocorre com o Algoritmo 10.1.1, na seqüência
{xk} gerada pelo Algoritmo 10.2.1 os pontos são desvinculados, e é ape-
nas aconselhável que xk−1 seja o ponto inicial para o algoritmo que resolve
(10.2.4). O monitoramento dos parâmetros penalizadores é, em geral, feito
da seguinte forma: ρ1 = 1 e ρk = 10ρk−1. Da mesma forma que em pena-
lização interna, a estratégia “shortcut” pode ser usada, tomando ρ1 muito
grande (por exemplo, 1024) e resolvendo um único problema do tipo (10.2.4).
Infelizmente, isso nem sempre funciona.

Vamos apresentar alguns exemplos de funções de penalização. Se o con-
junto fact́ıvel a ser penalizado é dado por:

Ω1 = {x ∈ IRn | h(x) = 0} ,

onde h : IRn → IRm, podemos tomar

P (x) =
m∑
i=1

hi(x)
2 = ∥h(x)∥22 .
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Se abrirmos mão da diferenciabilidade, podemos definir

P (x) =

√√√√ m∑
i=1

hi(x)2 = ∥h(x)∥2 ,

ou ainda

P (x) =

m∑
i=1

|hi(x)| = ∥h(x)∥1 .

Para

Ω1 = {x ∈ IRn | c(x) ≥ 0} ,

onde c : IRn → IRp, temos

P (x) =

p∑
i=1

(min{0 , ci(x)})2 .

Agora, se

Ω1 = {x ∈ IRn | h(x) = 0 , c(x) ≥ 0} ,

onde h : IRn → IRm e c : IRn → IRp, a função P pode ser dada por:

P (x) =
m∑
i=1

hi(x)
2 +

p∑
i=1

(min{0, ci(x)})2 .

Quando

Ω1 = {x ∈ IRn | g(x) ≤ 0} ,

com g : IRn → IRp, é usual a notação

gi(x)+ = max{0 , gi(x)} , i = 1 , . . . , p

e então g(x)+ é o vetor p-dimensional cuja i-ésima componente é gi(x)+.
Assim, podemos considerar uma classe geral de funções de penalização

P (x) = γ(g(x)+) (10.2.5)

onde γ : IRp → IR é uma função cont́ınua definida de forma a satisfazer
(10.2.2). Por exemplo, γ(y) = 1

2∥y∥
2
2 ou γ(y) = yTAy, onde A ∈ IRp×p é

simétrica definida positiva.
Denotando a função objetivo do problema penalizado por

P(x, ρ) = f(x) + ρ P (x) , (10.2.6)

temos as seguintes propriedades:
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Lema 10.2.2
Seja {xk} a seqüência gerada pelo Algoritmo 10.2.1.
Se xk é a solução global de (10.2.4), então

P(xk, ρk) ≤ P(xk+1, ρk+1) (10.2.7)

P (xk+1) ≤ P (xk) (10.2.8)

f(xk) ≤ f(xk+1) . (10.2.9)

Prova: Como para todo k temos 0 ≤ ρk ≤ ρk+1 e xk é minimizador global
de (10.2.4) temos:

P(xk, ρk) = f(xk) + ρk P (xk)
≤ f(xk+1) + ρk P (xk+1)
≤ f(xk+1) + ρk+1 P (xk+1)
= P(xk+1, ρk+1) .

Agora,

P(xk, ρk) = f(xk) + ρk P (xk) ≤ f(xk+1) + ρk P (xk+1) (10.2.10)

e

f(xk)+ρk+1 P (xk) ≥ f(xk+1)+ρk+1 P (xk+1) = P(xk+1, ρk+1) (10.2.11)

Subtraindo (10.2.11) de (10.2.10) temos

(ρk − ρk+1) P (xk) ≤ (ρk − ρk+1) P (xk+1)

e como ρk ≤ ρk+1, segue que P (xk+1) ≤ P (xk).
Finalmente, usando (10.2.8) temos

f(xk) + ρk P (xk) ≤ f(xk+1) + ρk P (xk+1) ≤ f(xk+1) + ρk P (xk)

ou seja, f(xk) ≤ f(xk+1) e a prova está completa. QED

Temos ainda uma outra relação para as seqüências de valores das funções
objetivo original e penalizada, de onde se deduz que, se {xk} não é solução
de (10.2.1), necessariamente deve ser um ponto externo a Ω.

Lema 10.2.3
Se x∗ é um minimizador global do problema (10.2.1), então, para

k = 0, 1, . . . temos

f(xk) ≤ P(xk, ρk) ≤ f(x∗) . (10.2.12)

Como conseqüência, xk ∈ Ω se, e somente se, é uma solução global
de (10.2.1).
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Prova: Como ρk ≥ 0, P (x) ≥ 0 para todo x ∈ IRn e xk é minimizador
global de (10.2.4) temos:

f(xk) ≤ f(xk) + ρk P (xk) ≤ f(x∗) + ρk P (x∗) = f(x∗) .

QED

No que se segue, apresentamos o resultado clássico de convergência dos
métodos de penalização externa.

Teorema 10.2.4
Seja {xk} a seqüência de minimizadores globais de (10.2.4), ge-

rada pelo Algoritmo 10.2.1 com ρk →∞. Então, todo ponto limite de
{xk} é minimizador global do problema (10.2.1).

Prova: Seja K um subconjunto infinito de IN tal que limk∈K xk = x̄. Pela
continuidade de f temos

lim
k∈K

f(xk) = f(x̄) . (10.2.13)

Seja f∗ o valor ótimo associado ao problema (10.2.1), isto é,

f∗ = min{f(x) | x ∈ Ω1 , x ∈ Ω2}.

Pelos Lemas 10.2.2 e 10.2.3, a seqüência {P(xk, ρk)} é não-decrescente e
limitada superiormente por f∗. Então,

lim
k∈K
P(xk, ρk) = p∗ = f∗ . (10.2.14)

Subtraindo (10.2.13) de (10.2.14) temos:

lim
k∈K

ρk P (xk) = p∗ − f(x̄) . (10.2.15)

Como P (xk) ≥ 0 e ρk →∞, por (10.2.15) segue que

lim
k∈K

P (xk) = 0 .

Pela continuidade de P , P (x̄) = 0, ou seja, x̄ ∈ Ω1. Para provarmos que
x̄ é ótimo, basta notarmos que pelo Lema 10.2.3, f(xk) ≤ f∗ e então

f(x̄) = lim
k∈K

f(xk) ≤ f∗ ,

o que completa a prova. QED



10.2. PENALIZAÇÃO EXTERNA 169

Vamos nos concentrar agora na função de penalização externa mais po-
pular, que consiste em elevar ao quadrado cada restrição violada. Para fixar
idéias, pensaremos apenas na minimização com restrições de igualdade:

Minimizar f(x) sujeita a h(x) = 0,

onde h : IRn → IRm e todas as funções tem derivadas cont́ınuas. A função
de penalização será

P (x) =
1

2
∥h(x)∥22.

Portanto, a condição necessária de otimalidade em xk é

∇f(xk) + h′(xk)
Tρkh(xk) = 0.

Logo, o vetor ρkh(xk) desempenha, em relação a xk, o mesmo papel que os
multiplicadores de Lagrange na solução têm em relação a x∗. Essa propri-
edade, que provaremos rigorosamente a seguir, autoriza o uso de ρkh(xk)
como estimador dos multiplicadores, o que, como se verá na próxima seção,
tem sua utilidade.

Teorema 10.2.5
Suponhamos que o Algoritmo 10.2.1 seja aplicado ao problema

(10.2.1) com Ω1 = {x ∈ IRn | h(x) = 0}, h : IRn → IRm, h ∈ C1,
Ω2 ≡ IRn com a função de penalização P (x) = 1

2∥h(x)∥
2
2. Cor-

respondendo à seqüência {xk} gerada por este algoritmo, definimos
λk = ρkh(xk). Se xk → x∗, onde x∗ é solução global de (10.2.1) e
ponto regular, então λk → λ∗, onde λ∗ é o vetor dos multiplicadores
de Lagrange associado a x∗.

Prova: O subproblema (10.2.4), sob as hipóteses acima, converte-se no
seguinte problema irrestrito:

Minimizar f(x) + ρk
1

2
∥h(x)∥22 . (10.2.16)

Portanto, anulando o gradiente, temos:

∇f(xk) + h′(xk)
Tλk = 0 . (10.2.17)

Como x∗ é solução regular de (10.2.1), existe um único λ∗ ∈ IRm tal que

∇f(x∗) + h′(x∗)
Tλ∗ = 0 . (10.2.18)

Ou seja,

λ∗ = −(h′(x∗)T )†∇f(x∗) , (10.2.19)
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onde (h′(x∗)
T )† = (h′(x∗)h

′(x∗)
T )−1h′(x∗). Logo, como h ∈ C1, para k

suficientemente grande, h′(xk) tem posto m e, por (10.2.17), segue que

ρkh(xk) = −(h′(xk)T )†∇f(xk) . (10.2.20)

Portanto, passando (10.2.20) ao limite quando k → ∞, pela continuidade
de [h′(x)]† numa vizinhança de x∗, por (10.2.19) temos

lim
k→∞

λk = lim
k→∞

ρkh(xk) = λ∗ .

QED

Exerćıcio 10.2: Generalizar o Teorema 10.2.5 para desigualdades.

Infelizmente, de maneira análoga aos método de barreiras, a dificuldade
em se resolver os subproblemas cresce com o aumento do parâmetro pena-
lizador ρ. Vejamos como isso acontece no exemplo (10.1.16), para o qual o
problema penalizado pode ser dado por:

Minimizar P(x, ρ) = (x1 + 1)2 + (x2 − 1)2 + ρP (x1, x2) , (10.2.21)

onde P (x1, x2) =

{
0 se x1 ≥ 0
x21 se x1 < 0 .

Como a função objetivo de (10.2.21) é convexa, basta determinar os

pontos em que ∇xP(x, ρ) =
(

2(x1 + 1) + 2ρx1
2(x2 − 1)

)
se anula, obtendo x1 =

−1
1+ρ , x2 = 1 e então limρ→∞ x1 = 0. Agora, ∇2

xxP(x, ρ) =
(

2 + 2ρ 0
0 2

)
,

ou seja, cond(∇2
xxP(x, ρ)) → ∞ quando ρ → ∞. Numericamente, o termo

penalizador absorve o termo relativo à função objetivo original.
Vamos agora analisar a Hessiana do problema penalizado associado ao

problema geral de minimização com restrições de igualdade:

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 ,

(10.2.22)

onde h : IRn → IRm e f, h ∈ C2(IRn). Se P (x) = 1
2h(x)

Th(x), temos
P(x, ρ) = f(x) + ρ

2h(x)
Th(x) ≡ Φ(x(ρ)). Então, se x ≡ x(ρ), temos

∇Φ(x) = ∇f(x) + ρ h′(x)Th(x)

e

∇2Φ(x) = ∇2f(x) + ρ [h′(x)Th′(x) +
m∑
i=1

hi(x)∇2hi(x)] . (10.2.23)
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Se x∗ ∈ IRn é uma solução regular de (10.2.22) e λ∗ ∈ IRm é o multipli-
cador de Lagrange associado, pelo Teorema 10.2.5 sabemos que

lim
ρ→∞

ρ h(x(ρ)) = λ∗.

Então, para ρ suficientemente grande,

∇2Φ(x) ≈ ∇2f(x) +
m∑
i=1

λ∗i∇2hi(x) + ρ h′(x)Th′(x) .

Embora ∇2f(x) +
∑m

i=1 λ
∗
i∇2hi(x) independa de ρ, o termo dominante

ρ h′(x)Th′(x) tem posto deficiente, fazendo com que o número de condição
de ∇2Φ(x) cresça ilimitadamente quando ρ→∞.

Vamos tentar contornar esta dificuldade, analisando o sistema não li-
near que representa as condições de otimalidade de problema penalizado
com mais cuidado (ver [76]). Escrevendo esse problema como

Minimizar Φ(x(ρ)) = f(x) +
ρ

2
∥h(x)∥22 , (10.2.24)

temos que seus pontos estacionários são os que verificam

∇f(x) + ρ h′(x)Th(x) = 0 . (10.2.25)

Fazendo a mudança de variáveis y = ρ h(x), o sistema (10.2.25) se converte
em

∇f(x) + h′(x)T y = 0
h(x)− y

ρ = 0
(10.2.26)

cuja Jacobiana, membro da esquerda da seguinte expressão, verifica(
∇2f(x) +

∑m
i=1 yi∇2hi(x) h′(x)T

h′(x) −1
ρI

)
−−−−−→
ρ→∞

(
∇2f(x) +

∑m
i=1 yi∇2hi(x) h′(x)T

h′(x) 0

)
. (10.2.27)

Assim, no limite, o Jacobiano (10.2.27) não é, necessariamente, mal-
condicionado. A instabilidade proveniente do parâmetro penalizador ρ deixa
de existir, e (10.2.27) só será mal-condicionado se h′(x) tiver posto deficiente,
o que é uma caracteŕıstica do problema, e não um defeito do processo de
penalização. Uma discussão do uso do sistema (10.2.26) do ponto de vista do
raio de convergência do método de Newton pode ser encontrada em [76]. O
próprio método de Newton aplicado a (10.2.24) pode ser estabilizado com um
artif́ıcio similar ao usado aqui (ver [56]), mas a velocidade de convergência
é maior quando usamos (10.2.26) como estratégia estabilizadora.

Infelizmente, com esta abordagem via sistemas não lineares perdemos
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a estrutura de minimização inerente ao problema (10.2.24). Com efeito,
a matriz Jacobiana (10.2.27) é simétrica, mas não é semidefinida positiva.
Assim, resolver o sistema (10.2.26) não é equivalente a um problema de
minimização em (x, y). Embora exista uma função potencial

F(x, y) = f(x) + h(x)T y − 1

ρ
yT y,

o problema primitivo não seria minimizá-la pois ∇2
yyF(x, y) = −1

ρI < 0. Te-
mos, portanto, uma motivação para pensarmos numa abordagem um pouco
diferente da penalização externa, que será tratada na próxima seção.

Para finalizarmos a análise dos métodos de penalização externa, vamos
considerar as chamadas funções de penalização exatas, em que a solução do
problema penalizado é exatamente a solução do problema original para um
valor finito do parâmetro penalizador. Assim, com estas funções não seria
preciso resolver uma seqüência infinita de subproblemas. Infelizmente, a
maioria da funções de penalização exatas são não-diferenciáveis na solução.
Um exemplo diferenciável, mas de interesse sobretudo teórico devido a sua
complexidade, é a função de introduzida por Fletcher ([31], [32]) que, para
o problema (10.2.22), é

P(x, ρ) = f(x)− h(x)Tλ(x) + ρ

2
h(x)Th(x) ,

onde λ(x) = (h′(x)T )†∇f(x).
A função de penalização exata não diferenciável mais conhecida é base-

ada na norma ∥ · ∥1 e, para o problema (10.2.22), toma a forma

P (x) =
m∑
i=1

|hi(x)| = ∥h(x)∥1,

portanto

P(x, ρ) = f(x) + ρ ∥h(x)∥1 . (10.2.28)

A função (10.2.28) tem derivadas descont́ınuas em todos os pontos fact́ıveis,
e portanto, uma solução x∗ para (10.2.22) é um ponto de descontinuidade
do seu gradiente. Desta forma, os métodos de minimização irrestrita con-
vencionais não se aplicam a (10.2.26) e são necessários algoritmos espećıficos
que utilizam informações do problema original (10.2.22) ( ver, por exemplo,
[14] e [15]).

O resultado a seguir estabelece a convergência dos subproblemas pena-
lizados associados a (10.2.22) para um parâmetro ρ finito quando se usa a
função de penalização exata baseada na norma ∥ · ∥1.
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Teorema 10.2.6
Se x∗ é um ponto que satisfaz as condições suficientes de segunda

ordem para minimizador local de (10.2.22) (caṕıtulo 2) e λ∗ ∈ IRm é
o vetor dos multiplicadores de Lagrange correspondente, então, para
ρ > max{|(λ∗)i| , i = 1 , . . . , m}, x∗ também é um minimizador
local da função (10.2.28).

Prova: Ver Luenberger [69], p.389.

No resultado acima, vemos que o valor crucial para ρ a partir do qual
o subproblema passa a admitir como minimizador a solução do problema
original depende dos multiplicadores ótimos, sendo portanto desconhecido.
Podem surgir dificuldades por uma escolha inadequada de ρ. Se ρ for muito
pequeno, a função penalizada pode ser inferiormente ilimitada. Por outro
lado, se ρ for muito grande, surgem os problemas de mal-condicionamento.
Outras tentativas de amortecer o mal-condicionamento provocado por gran-
des parâmetros podem ser encontradas na literatura. Ver, por exemplo, [21]
e [117].

10.3 Lagrangiano aumentado

Na seção anterior, vimos que o grande defeito dos métodos de pena-
lização externa é a necessidade de que o parâmetro penalizador ρ cresça ilimi-
tadamente provocando instabilidade numérica. Ainda que se trabalhe com
funções de penalização exatas, estas são, freqüentemente, pouco práticas
(não-diferenciáveis ou muito complicadas). Por outro lado, considerando-se
o problema original de minimização com restrições de igualdade (10.2.22),
se ao invés de resolvermos o problema penalizado (10.2.24), trabalharmos
com o sistema não-linear aumentado (10.2.26), perdemos a estrutura ine-
rente do problema pois a matriz Jacobiana não é semidefinida positiva. Os
métodos de Lagrangiano aumentado têm por objetivo conciliar estes dois
aspectos: contornar o mal-condicionamento proveniente de ρ→∞ e evitar
a perda da estrutura de minimização. Foram sugeridos independentemente
por Hestenes [62] e Powell [88].

Para fixar idéias, vamos considerar o problema de minimização com res-
trições de igualdade

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 ,

(10.3.1)

onde f : IRn → IR, h : IRn → IRm, f, h ∈ C1(IRn). No entanto, as idéias
de Lagrangiano aumentado se aplicam ao problema que também contém
restrições de desigualdade. De fato, o caso mais importante é o definido
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pela forma padrão

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 , l ≤ x ≤ u ,

usado por Conn, Gould e Toint ([20], [19]) no desenvolvimento do pacote
LANCELOT para programação não-linear de grande porte.

As condições de Lagrange para (10.3.1) são dadas pelo bem-conhecido
sistema não-linear com n+m equações e n+m variáveis:

∇f(x) + h′(x)T y = 0
h(x) = 0 .

(10.3.2)

Se (xT∗ , y
T
∗ )

T satisfaz (10.3.2), então, definindo a função Lagrangiana
da maneira usual,

ℓ(x, y) = f(x) + h(x)T y,

temos
∇ℓ(x∗ , y∗) = 0 .

Infelizmente, x∗ pode não ser minimizador de ℓ(x , y∗), conforme ilustra
o seguinte exemplo:

Minimizar x3

sujeita a x+ 1 = 0 ,

onde x∗ = −1, y∗ = −3, ℓ(x , y∗) = x3 − 3(x + 1), ℓ′(x , y∗) = 3x2 − 3,
ℓ′′(x , y∗) = 6x e portanto ℓ′′(x∗ , y∗) = −6 < 0.

Agora, as condições necessárias de otimalidade de segunda ordem esta-
belecem que a Hessiana, em relação a x, da função Lagrangiana é semidefi-
nida positiva no núcleo de h′(x∗) (ver caṕıtulo 2). Portanto, as direções de
curvatura negativa de ℓ como função de x podem ser encontradas, preferenci-
almente, no subespaço ortogonal a esse núcleo, o espaço coluna R(h′(x∗)T ).
Isto nos sugere que um subproblema irrestrito conveniente pode ser obtido se
as caracteŕısticas de estacionariedade de x∗ forem mantidas, mas alterando-
se a Hessiana ∇2ℓ no espaço imagem de h′(x∗)

T . Mostraremos abaixo que
esse é precisamente o efeito produzido acrescentando-se à função Lagrangi-
ana o termo ρ

2∥h(x)∥
2
2 , ρ > 0. Veremos que, nesse caso, existe ρ finito para

o qual a função Lagrangiana aumentada é localmente convexa em torno de
(xT∗ , y

T
∗ )

T . Antes vamos precisar do seguinte lema:

Lema 10.3.1
Seja G = GT ∈ IRn×n tal que zTGz > 0 para todo z ∈ N (A),

z ̸= 0, A ∈ IRm×n.
Existe λ̄ ≥ 0 tal que G+ λATA > 0 para todo λ ≥ λ̄.
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Prova: Suponhamos que, para todo k ∈ IN , exista xk ∈ IRn, ∥xk∥ = 1, tal
que

xTk (G+ kATA)xk ≤ 0 . (10.3.3)

Pela compacidade dos xk’s, existe K subconjunto infinito de IN tal que
limk∈K xk = x̄. Como xkA

TAxk ≥ 0 para todo k, por (10.3.3) segue que
x̄TATAx̄ = 0, ou seja, x̄ ∈ N (A). Então, por (10.3.3), x̄TGx̄ ≤ 0, com
x̄ ∈ N (A), o que é uma contradição. QED

Agora mostraremos que é suficiente um valor finito de ρ para transfor-
mar x∗ num minimizador local estrito do Lagrangiano, em relação à variável
x.

Teorema 10.3.2
Se x∗ satisfaz as condições suficientes de segunda ordem para o

problema (10.3.1) (ver caṕıtulo 2) e y∗ ∈ IRm é o vetor dos multipli-
cadores correspondente, então existe ρ̄ ≥ 0 tal que a função

ℓ̄(x) = f(x) + yT∗ h(x) +
ρ

2
∥h(x)∥22 (10.3.4)

tem um minimizador local estrito em x∗ para todo ρ ≥ ρ̄.

Prova: Temos que ∇ℓ̄(x) = ∇f(x) + h′(x)T y∗ + ρ h′(x)Th(x). Portanto,
∇ℓ̄(x∗) = 0, ou seja, x∗ também é ponto estacionário de (10.3.4). Agora,

∇2ℓ̄(x) = ∇2f(x) +
m∑
i=1

y∗i∇2hi(x) + ρ (h′(x)Th′(x) +
m∑
i=1

hi(x)∇2hi(x)) .

Logo, ∇2ℓ̄(x∗) = ∇2ℓ(x∗) + ρ h′(x∗)
Th′(x∗), e o resultado desejado segue

pelo Lema 10.3.1. QED

O Teorema 10.3.2 é animador no seguinte sentido. Se os multiplicadores
de Lagrange na solução nos fossem dados de presente, bastaria um valor
finito de ρ para transformar nosso problema original em um problema irres-
trito. Infelizmente, não sabemos, a priori, qual seria esse valor finito (pelo
qual corremos o risco, de instabilidade por superestimá-lo ou de funções
não-limitadas por subestimá-lo) e, muito menos, qual é o vetor de multi-
plicadores de Lagrange. No entanto, o resultado sugere que, se em vez do
vetor verdadeiro de multiplicadores, tivermos uma estimativa, os valores de
ρ necessários para uma boa aproximação da solução não precisariam ser as-
tronômicos. Para elaborar melhor este ponto de vista, observemos que o
problema (10.3.1) é equivalente a

Minimizar f(x) + yTh(x)
sujeita a h(x) = 0 ,

(10.3.5)
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para qualquer y ∈ IRm. (Podemos ler, se quisermos, “para qualquer estima-
dor dos multiplicadores de Lagrange y”.)

Aplicando penalização quadrática a (10.3.5), temos

Minimizar f(x) + yTh(x) +
ρ

2
h(x)Th(x) , (10.3.6)

que, para cada y ∈ IRm é um problema diferente.
Quando resolvemos (10.3.6), obtemos

∇f(x) + h′(x)T y + ρ h′(x)Th(x) = 0

ou
∇f(x) + h′(x)T (y + ρ h(x)) = 0 .

Por comparação direta com (10.3.2) e, também, amparados pelo Teo-
rema 10.2.5, deduzimos que y + ρ h(x) pode ser uma estimativa razoável
para y∗. Isto sugere o seguinte algoritmo:

Algoritmo 10.3.3 - Lagrangiano aumentado.
Dados x0 ∈ IRn, ρ1 > 0, y1 ∈ IRm, k = 1.

(1) Minimizar f(x) + yTk h(x) +
ρk
2 ∥h(x)∥

2
2,

tomando xk−1 como ponto inicial e obtendo xk.

(2) Se ∥h(xk)∥ > 0.1∥h(xk−1)∥ então ρk ← 10 ρk.

(3) Reestimar yk+1 = yk + ρk h(xk), ρk+1 = ρk, k ← k + 1 e voltar
para (1).

Em cada passo do método é garantido, pelo processo de minimização,
que ∇f(xk)+h′(xk)T (yk + ρk h(xk)) = 0. No entanto, a condição h(xk) = 0
pode estar sendo muito “mal-satisfeita”. Por isso, no Passo 2, é incremen-
tado o parâmetro de penalização, depois de um monitoramento de h(x).
Como rascunhamos numa seção anterior, o método de penalização pode ser
interpretado como uma maneira de acompanhar a homotopia

f(x(ρ)) +
ρ

2
∥h(x)∥22 = mı́nimo,

que desenha uma curva {x(ρ)} em IRn, culminando na solução do problema
original quando ρ = ∞. Pela equivalência (10.3.6), para cada y ∈ IRm,
temos uma curva homotópica diferente, dada por

f(x(ρ)) + h′(x)T y +
ρ

2
∥h(x)∥22 = mı́nimo,

que, também, “termina”em x∗ quando ρ = ∞. Portanto, o método de La-
grangiano aumentado pode ser interpretado como uma maneira de saltar
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entre diferentes homotopias. A diferença entre uma e outra está em que,
quanto mais próximo estiver y do vetor de multiplicadores de Lagrange cor-
reto, menor será o valor de ρ necessário para aproximar x∗ com uma precisão
dada.

Na prática, os subproblemas que conduzem às iterações xk raramente
podem ser resolvidos exatamente. Portanto, xk deve ser interpretado, na
maioria dos casos de aplicação prática do Algoritmo 10.3.3, como um mi-
nimizador aproximado. Assim, algoritmos computacionais baseados no La-
grangiano aumentado incorporam critérios de parada expĺıcitos para os sub-
problemas (10.3.6). Quando xk é apenas uma aproximação do minimizador
do subproblema, a estimativa yk + ρkh(xk) para os multiplicadores é mais
dif́ıcil de justificar. De fato, outras estimativas mais robustas podem ser
implementadas (ver Exerćıcio 10.4) e a eficiência dos métodos está bastante
ligada à qualidade de tais estimadores.

Exerćıcio 10.4: Interpretar geometricamente o método de Lagrangiano
aumentado do Algoritmo 10.3.3. Através desta interpretação, sugerir esti-
mativas mais sofisticadas para os multiplicadores.

Exerćıcio 10.5: Usando apenas argumentos de penalização, provar a con-
vergência do Algoritmo 10.3.3.

Exerćıcio 10.6: Mostrar que a atualização yk+1 = yk + ρk h(xk) corres-
ponde ao método de máxima subida (gradiente) aplicado ao problema dual:

Maximizar Φ(y) = f(x) + h(x)T y +
1

2
∥h(x)∥22 .

Exerćıcio 10.7: Sugerir e interpretar a estimativa de “quadrados mı́nimos”
para os multiplicadores quando o subproblema do passo (1) do Algoritmo
10.3.3 é resolvido aproximadamente.

Exerćıcio 10.8: Desenvolver um método de Lagrangiano aumentado para
o problema

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 , c(x) ≤ 0 ,

onde f : IRn → IR, h : IRn → IRm, c : IRn → IRm.

Exerćıcio 10.9: Desenvolver um método de Lagrangiano aumentado para

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 , l ≤ x ≤ u ,
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onde os subproblemas são

Minimizar f(x) + h(x)T y + ρ
2∥h(x)∥

2
2

sujeita a l ≤ x ≤ u .

Esta é a abordagem do pacote LANCELOT ([20], [19]).

Exerćıcio 10.10: Desenvolver e discutir um método de Lagrangiano au-
mentado para

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 , Ax = b , l ≤ x ≤ u ,

onde os subproblemas tenham a forma

Minimizar f(x) + h(x)T y + ρ
2∥h(x)∥

2
2

sujeita a Ax = b , l ≤ x ≤ u .

Exerćıcio 10.11: Discutir diferentes formas de aplicar Lagrangiano au-
mentado a programação linear e a programação quadrática.



Caṕıtulo 11

Gradiente reduzido
generalizado

Contrariamente aos métodos de penalização, cujo prinćıpio básico é evitar
a manipulação das restrições, mediante sua inclusão na função objetivo,
os métodos analisados neste caṕıtulo optam por conservar a factibilidade,
lidando diretamente com as restrições “como elas são”. A idéia fundamental
é enxergar o problema original, pelo menos localmente, como um problema
irrestrito num espaço de dimensão menor.

Wolfe [115] propôs o método de gradiente reduzido, para problemas de mi-
nimização com restrições lineares. Este método foi estendido por Abadie e
Carpentier [1] para o problema geral de programação não-linear, originando
os métodos de gradiente reduzido generalizado (GRG). Abadie e Carpen-
tier são também responsáveis pela primeira implementação computacional
do método básico. Com a mesma filosofia dos métodos de restrições ativas
para problemas com restrições lineares, os métodos do tipo GRG buscam
diminuir o valor da função objetivo mantendo factibilidade dos iterandos.
A idéia básica é que um conjunto de restrições de igualdade não lineares é
um sistema de equações onde, de maneira impĺıcita, é posśıvel colocar al-
gumas variáveis em função de outras. Assim, minimizar com esse conjunto
de restrições passa a ser um problema irrestrito cujas variáveis são, justa-
mente, as variáveis selecionadas como independentes. Quando há restrições
de desigualdade procedimentos adequados para mudar de face devem ser
introduzidos.

Os métodos de tipo GRG têm analogia computacional com o método Sim-
plex para programação linear. Usando técnicas de fatoração de matrizes e
de manipulação de esparsidade similares às usadas no Simplex, foram desen-
volvidos programas GRG extremamente eficientes do ponto de vista prático
e, inclusive, com valor comercial. Ver, por exemplo, [67]. Este é um caso
onde o alto investimento realizado nos aspectos de implementação compensa
a relativa falta de desafios teóricos do método.

179
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11.1 Restrições de igualdade

Analisaremos os métodos do tipo GRG aplicados ao seguinte problema

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 ,

(11.1.1)

onde f : IRn → IR, h : IRn → IRm, f , h ∈ C1(IRn), m ≤ n.
Seja x̄ um ponto fact́ıvel e regular para o problema (11.1.1). Logo h′(x̄)
tem posto completo m. Assim, podemos considerar uma partição em m
componentes dependentes ou básicas e n−m componentes independentes ou
não-básicas. As componentes básicas correspondem a uma sub-matriz não
singular de h′(x̄). Sem perda de generalidade, vamos supor que as primei-
ras m colunas de h′(x̄) são linearmentes independentes. Então, podemos
escrever h′(x̄) = (B N), com B ∈ IRm×m, B não-singular, N ∈ IRm×(n−m)

e x̄ = (x̄TB x̄TN )T . Portanto, h(x̄) = h(x̄B, x̄N ) = 0 e, localmente, vale o Teo-
rema da Função Impĺıcita: existem vizinhanças V1 ⊂ IRn−m e V2 ⊂ IRm de
x̄N e x̄B respectivamente, e uma função φ : V1 → V2 tais que φ ∈ C1(V1),
φ(x̄N ) = x̄B, h(φ(xN ), xN ) = 0 para todo xN ∈ V1, e

φ′(xN ) = −
[
∂h

∂xB
(xB, xN )

]−1 ∂h

∂xN
(xB, xN )

para todo xN ∈ V1.

Desta forma, se nos restrinǵıssemos aos pares (xB, xN ) para os quais o sis-
tema h(xB, xN ) = 0 é equivalente a xB = φ(xN ) (o que inclui os pares
(xB, xN ) tais que xN ∈ V1 e xB = φ(xN )) o problema (11.1.1) seria equiva-
lente a

Minimizar Φ(xN ) ≡ f(φ(xN ), xN )
sujeita a xN ∈ IRn−m .

(11.1.2)

Com isto estamos simplesmente formalizando o procedimento mais óbvio
para minimizar funções com restrições de igualdade: colocar algumas variáveis
em função das outras e substituir na função objetivo. O problema é que, na
maioria dos casos, não conhecemos a forma expĺıcita da função φ.
Usando a regra da cadeia, podemos calcular ∇Φ. Assim:

Φ′(xN ) =
∂f

∂xB
(xB, xN )φ′(xN ) +

∂f

∂xN
(xB, xN )

para todo xN ∈ V1. Em particular, para xN = x̄N ,

Φ′(x̄N ) =
∂f

∂xB
(x̄B, x̄N )(−B−1N) +

∂f

∂xN
(x̄B, x̄N ).
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Logo, transpondo a expressão acima:

∇Φ(x̄N ) = −NTB−T∇xBf(x̄) +∇xN f(x̄)

= (−NTB−T I )

(
∇xBf(x̄)
∇xN f(x̄)

)
= (−(B−1N)T I )∇f(x̄) .

A expressão ∇Φ(x̄) calculada acima é chamada o gradiente reduzido ge-
neralizado do problema (11.1.1), no ponto fact́ıvel x̄, relativo à partição
(B N). As direções d ∈ IRn−m que formam um ângulo obtuso com ∇Φ(x̄)
são direções de descida para essa função. Se a vizinhança V1 fosse igual a
IRn−m, a aplicação de um método de minimização sem restrições a (11.1.2)
estaria plenamente justificada. Como freqüentemente V1 ̸= IRn−m, algumas
providências devem ser tomadas. Com base nos nossos conhecimentos de
minimização irrestrita, estabelecemos o seguinte algoritmo conceitual para
o método do tipo GRG aplicado ao problema (11.1.1):

Algoritmo 11.1.1 - GRG para igualdades com busca linear.
Sejam α ∈ (0, 1), (α ≈ 10−4 β > 0, θ ∈ (0, 1) e x0 ∈ IRn tal que h(x0) = 0.
Dado xk ∈ IRn tal que h(xk) = 0, xk+1 é obtido da seguinte maneira:
Passo 1. Escolher uma partição h′(x̄k) = (Bk Nk), com Bk ∈ IRm×m não

singular. Então xk =

(
xBk
xNk

)
.

Calcular ∇Φ(xNk ) = (−(B−1
k Nk)

T I )∇f(xk). Se ∇Φ(xNk ) = 0, parar.
Passo 2. Escolher dk ∈ IRn−m tal que

∥dk∥2 ≥ β∥∇Φ(xNk )∥2 (11.1.3)

e
∇Φ(xNk )Tdk ≤ −θ∥∇Φ(xNk )∥2 ∥dk∥2 . (11.1.4)

Passo 3. Começar o “backtracking”com t = 1.
Passo 4. Calcular z = φ(x̄Nk + tdk) ∈ IRm, resolvendo o sistema (geralmente
não linear), de m×m,

h(z, x̄Nk + tdk) = 0. (11.1.5)

Se não é posśıvel resolver (11.1.5) (o que certamente acontecerá se esse
sistema não tem solução), reduzir t (por exemplo, t ← t/2), e voltar ao
Passo 3.
Passo 5. Se

f(z, xNk + tdk) ≤ f(xBk , xNk ) + αt∇Φ(xNk )Tdk, (11.1.6)

definir xNk+1 = xNk + tdk, x
B
k+1 = z = φ(x̄Nk + tdk) e dar por terminada a

iteração k.
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Se (11.1.6) não se verifica, escolher um novo t ∈ [0.1t, 0.9t] e retornar ao
Passo 4.

No Passo 2 do Algoritmo 11.1.1, diferentes escolhas para dk produzem os
diferentes métodos do tipo GRG. Embora a direção de máxima descida
dk = −∇Φ(xNk ) seja uma escolha posśıvel, alternativas quase-Newton ou o
próprio método de Newton nas coordenadas reduzidas poderiam ser conside-
radas. O cálculo de φ(x̄Nk +tdk), no Passo 3, cuja existência numa vizinhança
de xNk é assegurada pelo Teorema da Função Impĺıcita, é o ponto crucial dos
métodos. De fato, calcular φ(xNk + tdk) corresponde a resolver o sistema
(11.1.5). Para resolver esse sistema, usa-se qualquer método local para sis-
temas não lineares. (Para fixar idéias suponhamos que usamos o método de
Newton.) Agora, (11.1.5) pode não ter solução, ou pode ser que, depois de
um número razoável de iterações de Newton, não tenha sido posśıvel chegar
a uma solução com uma precisão adequada. Em ambos casos, o algoritmo
reduz o passo t e recomeça o “backtracking”. Teoricamente, este processo
necessariamente termina, porque, mais tarde ou mais cedo, xNk + tdk entra
na vizinhança V1. Porém, devido à impaciência em esperar um número sufi-
cientemente grande de iterações de Newton, ou a problemas de convergência
desse método, é posśıvel que o tamanho de tdk chegue a ser tão pequeno,
que a condição (11.1.3) deixe de ser satisfeita, i.e. ∥tdk∥2 < β∥∇Φ(xNk )∥2.
Nesse caso, o diagnóstico é que nossa escolha da partição (Bk Nk) foi infe-
liz, no sentido da vizinhança V1, onde a função φ existe, ser muito pequena.
Provavelmente, neste caso, Bk é quase-singular. O recomendável, é tentar
uma partição diferente, mas o sucesso também não é garantido.
Um problema de ordem prática que aparece na resolução do sistema (11.1.5)
é a determinação de um bom ponto inicial z0 para usar Newton, ou o algo-
ritmo escolhido para resolver sistemas não lineares neste caso. Muitas vezes,
tomar z0 = xBk é suficientemente bom, mas não é dif́ıcil arquitetar uma es-
tratégia melhor. A idéia é seguir a mesma filosofia do passo corretor no
método preditor-corretor para equações diferenciais. Um ponto inicial sen-
sato na resolução de (11.1.5) é o ponto “preditor” definido pela aproximação
linear para h(x) = 0 em torno de xk:

h′(xk)(x− xk) + h(xk) = 0

ou seja,

(Bk Nk )

(
z0 − xBk
tdk

)
+ h(xk) = 0,

e então
z0 = xBk −B−1

k (Nkdk + h(xk)) .

O Algoritmo 11.1.1, aplicado ao caso m = 0 (sem restrições) é globalmente
convergente, como vimos em um caṕıtulo anterior. A garantia dessa con-
vergência global é fornecida pelas condições (11.1.3) e (11.1.4). Se a mesma
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função φ estivesse bem definida para todo xN ∈ IRn−m a mesma teoria de
convergência se aplicaria no problema (11.1.1), já que, globalmente, o pro-
blema consistiria em minimizar, em IRn−m, a (única) função Φ. Por isso,
se justifica exigir, também neste caso, as condições (11.1.3) e (11.1.4). No
entanto, a necessidade de “mudar de base”Bk em determinadas situações
impede que a análise de convergência sem restrições possa ser estendida de
maneira trivial ao caso geral. Uma complicação adicional é que, estritamente
falando, como a solução de (11.1.5) é obtida por um método iterativo, deve-
mos considerar que a avaliação de Φ está sujeita a um erro, cuja influência
deveŕıamos contemplar. Uma discussão sobre convergência do método GRG
pode ser encontrada em Sargent [103].

Cabe reforçar que, essencialmente, cada avaliação da função objetivo Φ do
problema irrestrito (11.1.1) tem o custo da resolução do sistema não-linear
(11.1.5). Vemos portanto que os métodos do tipo GRG são vantajosos
quando o grau de não linearidade das restrições é pequeno. À medida que a
não linearidade de h cresce, sua eficácia diminui. No entanto, GRG produz
uma seqüência de pontos fact́ıveis para o problema original o que é muito in-
teressante para problemas onde é essencial conservar a factibilidade. Teorias
abrangentes das quais podem ser deduzidas implementações promissoras de
métodos do tipo GRG podem ser encontradas em [77] e [78].

Exerćıcio 11.1: Simplificar o Algoritmo 11.1.1 para que resolva o problema

Minimizar f(x)
sujeita a Ax = b ,

onde A ∈ IRm×n, m < n, posto(A) = m , f ∈ C2(Rn), sugerindo escolhas
para dk e completando todos os detalhes.

Exerćıcio 11.2: Calcular, no Algoritmo 11.1.1, dk usando Newton. De-
finir, cuidadosamente, o método “Newton-GRG com busca linear”para o
problema (11.1.1).

11.2 GRG com desigualdades

O tratamento de restrições de desigualdade pelas estratégias do tipo GRG
procede através da transformação do problema original à “forma padrão”

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0 , l ≤ x ≤ u , (11.2.1)

onde f : IRn → IR, h : IRn → IRm, f , h ∈ C1(IRn). De fato, qualquer
problema de minimização com restrições de igualdade e desigualdade pode
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ser levado à forma (11.2.1) pela introdução de variáveis de folga nas restrições
do tipo c(x) ≥ 0.
Neste caṕıtulo introduziremos um método do tipo GRG para o problema
(11.2.1). Nossa estratégia será similar à usada no caso de (11.1.1). Com
efeito, um caso particular de (11.2.1) é quando m = 0. Nesse caso, o pro-
blema consiste em minimizar uma função com restrições de caixa. É natural,
então, que o algoritmo do tipo GRG aplicado a (11.2.1) tenha como caso
particular um bom algoritmo para minimizar em caixas, quando as restrições
de igualdade não estão presentes. Como no caso (11.1.1), o método funcio-
nará gerando uma seqüência de iterações fact́ıveis ( h(xk) = 0, l ≤ xk ≤ u).
Em particular, um ponto inicial x0 fact́ıvel será necessário. O problema de
encontrar esse ponto pode ser resolvido mediante a resolução de

Minimizar ∥h(x)∥22, sujeita a l ≤ x ≤ u. (11.2.2)

Este é um problema de minimizar em caixas, que, em prinćıpio, poderia ser
resolvido pelo mesmo método usado para (11.2.1).
Uma das dificuldades adicionais que aparecem devido às canalizações em
(11.2.1) é que as variáveis declaradas dependentes (básicas) na iteração k
não podem estar nos limites li ou ui. A razão para essa restrição é que
precisamos garantir que os pontos da forma (φ(xN ), xN ) estejam dentro das
canalizações para pequenas variações de xN numa vizinhança (V1) de x

N
k . Se

uma variável básica estivesse num limite, qualquer movimento das variáveis
não básicas, por menor que fosse, poderia levar o ponto fora da caixa. É
importante observar que essa é exatamente a condição de regularidade do
conjunto Ω = {x ∈ IRn |h(x) = 0, l ≤ x ≤ u}. Com efeito, se as colunas de
h′(x) podem ser particionadas de maneira que (sem perda de generalidade)
h′(x) = (B N), com B não singular e li < [x]i < ui para todo i = 1, . . . ,m,
então os gradientes das restrições ativas de Ω são linearmente independentes
em x. Fica a cargo do leitor provar que, se x é um ponto regular de Ω, então
pode ser encontrada uma partição com as condições desejadas.

Algoritmo 11.2.1 - GRG para o problema padrão.
Sejam α ∈ (0, 1) (α ≈ 0.1), M > 0 (grande), ∆min > 0, e x0 ∈ IRn tal que
h(x0) = 0, l ≤ x0 ≤ u e x0 regular.
Dado xk ∈ IRn tal que h(xk) = 0, l ≤ x ≤ u, e xk regular, vamos supor,
sem perda de generalidade que h′(xk) = (Bk Nk), com Bk não singular e
li < [xk]i < ui para todo i = 1, . . . ,m. Nesse caso, xk+1 é obtido da seguinte
maneira:

Passo 1. Escrevemos, como sempre, xk =

(
xBk
xNk

)
.

Calcular ∇Φ(xNk ) = (−(B−1
k Nk)

T I )∇f(xk). Calcular Hk, uma apro-
ximação de ∇2Φ(xNk ) tal que ∥Hk∥ ≤M .
Passo 2. Iniciar o processo de encontrar uma região de confiança adequada
escolhendo ∆ ≥ ∆min.
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Passo 3. Resolver, aproximadamente, o problema quadrático

Minimizar 1
2(w − x

N
k )THk(w − xNk ) +∇Φ(xNk )T (w − xNk )

sujeita a l ≤ x ≤ u, ∥w − xNk ∥∞ ≤ ∆.
(11.2.3)

Se xNk é um ponto estacionário do problema (11.2.3), parar.
Passo 4. Calcular z = φ(w) ∈ IRm, resolvendo o sistema (geralmente não
linear), de m×m

h(z, w) = 0. (11.2.4)

Se não é posśıvel resolver (11.2.4) (o que certamente acontecerá se esse
sistema não tem solução), ou se a solução z encontrada está fora dos limites
l e u, reduzir ∆ (por exemplo, ∆← ∆/2), e voltar ao Passo 2.
Passo 5. Se

f(z, w) ≤ f(xBk , xNk ) + α[
1

2
(w − xNk )THk(w − xNk ) +∇Φ(xNk )T (w − xNk )]

(11.2.5)
definir xNk+1 = w, xBk+1 = z e dar por terminada a iteração k.

Se (11.2.5) não se verifica, escolher um novo ∆ ∈ [0.1∆, 0.9∥w − xNk ∥∞] e
retornar ao Passo 3.

Todas as observações feitas sobre o Algoritmo 11.1.1 são válidas, também,
para este algoritmo. No Algoritmo 11.1.1 escolhemos, como método sem
restrições subjacente, um algoritmo de buscas lineares. No Algoritmo 11.2.1
escolhemos um método de regiões de confiança com norma ∞ porque esse
tipo de método se ajusta melhor ao formato de uma região em forma de
caixa. A convergência global desse método, quando não aparecem as res-
trições h(x) = 0, dando um sentido preciso à resolução “aproximada”de
(11.2.3), foi estudada num caṕıtulo anterior deste livro. Naturalmente,
também pod́ıamos ter usado como algoritmo subjacente no caso do pro-
blema (11.1.1) um método de regiões de confiança. No entanto, as buscas
lineares são mais tradicionais quando se fala de GRG aplicado a minimização
com restrições de igualdade.

Exerćıcio 11.2: Escrever um algoritmo de gradiente reduzido para o pro-
blema

Minimizar f(x)
sujeita a Ax = b , x ≥ 0 ,

onde A ∈ IRm×n, m < n, posto(A) = m , f ∈ C2(Rn).

Exerćıcio 11.3: Escrever um algoritmo de gradiente reduzido para o pro-
blema

Minimizar f(x)
sujeita a Ax = b , l ≤ x ≤ u ,
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onde A ∈ IRm×n, m < n, posto(A) = m , f ∈ C2(Rn). Estudar o caso em
que f(x) = cTx.

Exerćıcio 11.4: Provar que, se xNk é um ponto estacionário de (11.2.3),
então xk é um ponto estacionário de (11.2.1).

11.3 Implementação computacional

Como comentamos na Seção 11.1, o funcionamento dos métodos do tipo
GRG depende fortemente de sua implementação e a fama dos métodos se
deve, provavelmente, ao aproveitamento da “experiência Simplex”para pro-
duzir bom software.

Embora sejam dif́ıceis de ser implementados, os métodos GRG mereceram
a atenção de equipes muito competentes. Atualmente, existem programas
desenvolvidos com eficiência comprovada. Por exemplo, o pacote GRG2 [67],
desenvolvido em FORTRAN, usa uma implementação robusta de BFGS para
obter a direção dk. Este programa também possui uma opção para trabalhar
com métodos de gradientes conjugados com memória limitada, o que permite
lidar com milhares de variáveis, mas a matriz Jacobiana das restrições é
armazenada de forma densa, o que limita a resolução a problemas com, no
máximo, duzentas restrições ativas.

Com o objetivo de complementar a atuação do pacote GRG2 para proble-
mas de grande porte, foi desenvolvido recentemente o pacote LSGRG2 [105],
utilizando estruturas esparsas para armazenamento e fatorações esparsas
para as bases Bk. Lasdon [68] apresenta um resumo dos avanços relativa-
mente recentes no uso de métodos do tipo GRG, bem como uma comparação
dos desempenhos de GRG, programação linear sequencial e programação
quadrática sequencial.

Finalmente, deve ser mencionado que a estratégia GRG tem, historicamente,
despertado o interesse de pesquisadores devotados a resolver problemas de
controle discreto (ou de controle cont́ınuo por meio de discretização). Nesses
casos, as variáveis do problema (11.1.1) são as variáveis de controle junto
com as variáveis de estado do sistema, as restrições h(x) = 0 são as equações
de estado e, talvez, restrições adicionais, e a caixa l ≤ x ≤ u representa co-
tas nas variáveis, tanto de estado como de controle. O atrativo do GRG
para esse tipo de problemas radica em que, por um lado, é essencial neles
a manutenção da factibilidade, pois uma solução parcial que não satisfaça
uma equação de estado carece totalmente de sentido. Por outro lado, as
variáveis de controle são variáveis independentes naturais do problema o
que, provavelmente, garante em muitos casos a necessidade de um número
pequeno de mudanças de bases ao longo de todo o processo. Existem im-
plementações especiais de métodos de tipo GRG para a estrutura particular
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de determinados problemas de controle. Um exemplo de método desse tipo,
e bibliografia mais ampla, podem ser encontrados em [37].
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Caṕıtulo 12

Programação quadrática
sequencial

Um dos procedimentos fundamentais do cálculo numérico consiste na re-
solução de problemas relativamente complicados através de uma seqüência
de problemas mais simples. Dada uma aproximação xk da solução do pro-
blema dif́ıcil, define-se um problema “fácil”que é parecido com o problema
original, pelo menos numa região próxima de xk. Freqüentemente, a solução
do problema fácil é uma melhor aproximação da solução do problema co-
locado originariamente. A versão mais simples dessa idéia é o método de
Newton para achar zeros de funções. Os métodos de programação quadrática
seqüencial são as generalizações do método de Newton para o problema geral
de otimização. Neste problema, onde temos uma função objetivo e um con-
junto de restrições geralmente não lineares, a idéia consiste em substituir,
em cada passo, a função objetivo por uma aproximação quadrática e as res-
trições por equações ou inequações lineares. Dessa maneira, o subproblema a
ser resolvido em cada iteração k é um problema de programação quadrática
que, em comparação ao problema original, pode ser considerado simples.
Assim como acontece com o método de Newton para zeros de funções, a
versão mais ingênua da idéia não tem boas propriedades de convergência
global, e modificações são necessárias para melhorar essas propriedades.
Neste caṕıtulo procuramos combinar uma visão didática dos prinćıpios da
programação quadrática seqüencial com uma introdução a um método mo-
derno, onde as principais dificuldades da idéia fundamental são contornadas.

12.1 Programação quadrática sequencial “pura”

Ao longo deste caṕıtulo vamos considerar o problema geral de otimização
na forma padrão:

189
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Minimizar f(x) sujeita a h(x) = 0, l ≤ x ≤ u, (12.1.1)

onde f : IRn → IR, h : IRn → IRm. Os vetores l e u podem ter componentes
−∞ ou +∞ respectivamente. Nesses casos, o śımbolo ≤ deve ser inter-
pretado como <. Sabemos que, de fato, qualquer problema de otimização
com igualdades e desigualdades pode ser levado à forma (12.1.1) através da
introdução de variáveis de folga. Por exemplo, toda restrição do tipo

c(x) ≥ 0, (12.1.2)

pode ser transformada em

c(x)− z = 0, z ≥ 0.

Dessa maneira, uma variável (z) é acrescentada ao problema para cada res-
trição do tipo (12.1.2), o que pode ser uma desvantagem. Por outro lado,
o tratamento de restrições na forma padrão é geralmente mais simples e
muitos algoritmos eficientes, com software bem desenvolvido, se baseiam na
forma padrão.
Suponhamos que xk é uma aproximação da solução de (12.1.1). Prova-
velmente conseguiremos uma aproximação melhor se, usando a informação
dispońıvel em xk, transformarmos o problema (12.1.1) em um problema mais
simples, e resolvermos este último.
Se, lembrando o paradigma newtoniano, substituirmos a função objetivo f
por sua melhor aproximação linear numa vizinhança de xk, e fizermos a
mesma coisa com as restrições, o “problema simples”associado a (12.1.1)
será

Minimizar f(xk) +∇f(xk)T (x− xk)
sujeita a h′(xk)(x− xk) + h(xk) = 0, l ≤ x ≤ u. (12.1.3)

As substituições efetuadas para chegar a (12.1.3) se baseiam no fato de que,
para funções f e h diferenciáveis, temos f(x) ≈ f(xk) + ∇f(xk)(x − xk)
e h(x) ≈ h(xk) + h′(xk)(x − xk). Agora, (12.1.3) é um problema de pro-
gramação linear, portanto, métodos baseados nessa aproximação podem ser
chamados de “programação linear seqüencial”. Um pouco mais de generali-
dade é obtida se, em vez de aproximar f por uma função linear, o fazemos
por uma aproximação quadrática:

f(x) ≈ f(xk) +∇f(xk)T (x− xk) +
1

2
(x− xk)TBk(x− xk).

Neste caso, em vez do problema simples (12.1.3), teremos que resolver, em
cada iteração k, o seguinte subproblema:

Minimizar f(xk) +∇f(xk)T (x− xk) + 1
2(x− xk)

TBk(x− xk)
sujeita a h′(xk)(x− xk) + h(xk) = 0, l ≤ x ≤ u. (12.1.4)
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O subproblema (12.1.4) é um problema de programação quadrática. Ele é
simples em termos relativos, ou seja, em comparação com o problema origi-
nal (12.1.1). (Via de regra, sua resolução eficiente pode demandar técnicas
bastante sofisticadas.) Quando usamos a aproximação quadrática de f neste
contexto, a primeira tentação é definir Bk = ∇2f(xk). Veremos mais adi-
ante que, contrariamente a intuição, esta não é a escolha mais adequada de
Bk. Pelo momento, no entanto, não faremos nenhuma suposição sobre esta
matriz.

Uma das dificuldades mais sérias para a implementação de algoritmos práticos
baseados no subproblema (12.1.4) é que este problema pode não ter solução.
Isto acontece em duas situações:

(a) Quando a região fact́ıvel de (12.1.4) é vazia. Com efeito, a variedade afim
h′(xk)(x− xk) + h(xk) = 0 pode não ter intersecção com a caixa l ≤ x ≤ u.
Também, quando o posto de h′(xk) é menor que m e h(xk) não está no
espaço coluna de h′(xk), a própria variedade afim é vazia.

(b) Quando a função objetivo de (12.1.4) não é limitada inferiormente na
região fact́ıvel. Neste caso, pela continuidade da função quadrática, a região
fact́ıvel não pode ser compacta, em particular, alguma componente de li ou
ui deve ser infinita.

Um problema menor é que, mesmo quando o subproblema (12.1.4) tem
solução, ela pode não ser única.

Exerćıcio 12.1: Provar que quando a região fact́ıvel é não vazia, o subpro-
blema (12.1.4) tem solução. Provar que a solução é única quando a matriz
Bk é definida positiva. Exibir exemplos onde a solução é única mesmo sem
essa hipótese. Considerar o caso li = −∞, ui = ∞ para todo i. Analisar,
nesse caso, em que situações o problema tem solução e em que situações a
solução é única. Exibir exemplos.

Exerćıcio 12.2: Analisar o método iterativo baseado no subproblema (12.1.4)
nos seguintes casos particulares: (a) quando m = n e f(x) é constante; (b)
quando li = −∞, ui =∞ para todo i; (c) quando m = 0 (não há restrições
h(x) = 0; (d) quando (c) e (d) acontecem juntos. Em cada caso, observar
que o método resultante é conhecido. Identificar o método e estabelecer
propriedades em cada caso.

12.2 Forçando solubilidade do subproblema

Na seção anterior vimos que a região fact́ıvel de (12.1.4) pode ser vazia, ou
seja, é posśıvel que não exista nenhuma solução do sistema linear

h′(xk)(x− xk) + h(xk) = 0
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que pertença à caixa l ≤ x ≤ u. Existem várias maneiras de contornar esta
dificuldade. Em todas elas, o problema deve ser modificado de maneira tal
que, por um lado, o novo subproblema tenha solução e, por outro lado, que
a nova solução coincida com a solução do subproblema (12.1.4) nos casos
em que aquela existia. Ambos pré-requisitos são preenchidos da seguinte
maneira. Primeiro, definimos o seguinte “subproblema prévio”:

Minimizar ∥h′(xk)(x− xk) + h(xk)∥22
sujeita a l ≤ x ≤ u . (12.2.1)

O problema (12.2.1), que consiste em minimizar uma quadrática convexa
numa caixa, sempre tem solução. (A prova disto será deixada como exerćıcio
para o leitor.) Chamemos xnork a uma das soluções de (12.2.1). Portanto, o
politopo definido pela intersecção da caixa l ≤ x ≤ u com a variedade afim

h′(xk)(x− xk) = h′(xk)(x
nor
k − xk)

é não vazio. Claramente, no caso em que a região fact́ıvel de (12.1.4) é não
vazia, temos que h′(xk)(x

nor
k −xk)+h(xk) = 0. É natural, em conseqüência,

substituir o subproblema (12.1.4) pelo seguinte problema de programação
quadrática:

Minimizar f(xk) +∇f(xk)T (x− xk) + 1
2(x− xk)

TBk(x− xk)
sujeita a h′(xk)(x− xk) = h′(xk)(x

nor
k − xk),

l ≤ x ≤ u.
(12.2.2)

Pelo exposto, a região fact́ıvel de (12.2.2) é não vazia. Persiste, porém,
a possibilidade de que a função objetivo de (12.2.2) seja ilimitada inferior-
mente no seu conjunto de factibilidade. Portanto, para que exista solução do
subproblema de programação quadrática, este precisa de uma modificação
adicional.

A pista para a nova modificação vem da seguinte consideração: nosso obje-
tivo final é resolver (12.1.1), e para isso nos baseamos em que perto de xk,
os subproblemas (12.1.4) ou (12.2.2) são parecidos com o problema de oti-
mização original. Em conseqüência, mesmo que (12.2.2) tenha uma solução
x, é provável que, se ∥x − xk∥ for muito grande, essa solução tenha pouca
relação com boas aproximações para a solução de (12.1.1). Logo, é justi-
ficável, do ponto de vista dos nossos objetivos últimos, exigir uma limitação
na distância entre a solução de (12.2.2) e a aproximação atual xk. Expres-
saremos essa necessidade, acrescentando, em (12.2.2), a restrição adicional
∥x−xk∥∞ ≤ ∆, onde ∆ > 0 (o “raio da região de confiança”) será ajustado
em cada iteração k. Assim, nosso subproblema de programação quadrática
seria:
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Minimizar f(xk) +∇f(xk)T (x− xk) + 1
2(x− xk)

TBk(x− xk)
sujeita a h′(xk)(x− xk) = h′(xk)(x

nor
k − xk),

l ≤ x ≤ u, ∥x− xk∥∞ ≤ ∆.
(12.2.3)

Infelizmente, a imposição da restrição limitante ∥x−xk∥∞ ≤ ∆ em (12.2.3)
pode ser incompat́ıvel com a definição de xnork em (12.2.1). De fato, com
essa definição, poderia ser que o problema (12.2.3) fosse infact́ıvel. Portanto,
se queremos a limitação de ∥x − xk∥∞ em (12.2.3), precisamos modificar a
definição de xnork . Para tanto, vamos redefinir xnork como uma solução de

Minimizar ∥h′(xk)(x− xk) + h(xk)∥22
sujeita a l ≤ x ≤ u, ∥x− xk∥∞ ≤ 0.8∆.

(12.2.4)

A restrição ∥x − xk∥∞ ≤ 0.8∆ em (12.2.4) obriga a região fact́ıvel do pro-
blema (12.2.3) a ser não vazia. Isto também seria conseguido se, em vez dessa
restrição tivéssemos colocado ∥x − xk∥∞ ≤ r∆ para qualquer r ∈ [0, 1].
A escolha r = 0.8 parece satisfazer simultaneamente os requisitos de que
∥h′(xk)(x−xk)+h(xk)∥22 seja suficientemente pequeno, e que a região fact́ıvel
de (12.2.3) seja suficientemente ampla para permitir um decréscimo de sua
função objetivo.
Do ponto de vista da existência e limitação da solução do subproblema a
escolha da norma ∥ · ∥∞ não tem nenhum papel. Essa escolha se justifica
porque, com ela, os subproblemas (12.2.4) e (12.2.3) continuam sendo de pro-
gramação quadrática, o que não aconteceria, por exemplo, se escolhéssemos
a norma euclidiana para limitar a distância entre x e xk.

Exerćıcio 12.3: Provar que (12.2.1) e (12.2.4) sempre têm solução. Provar
que, mesmo quando a solução não é única, o vetor h(xnork ) independe da
solução escolhida xnork .

Exerćıcio 12.4: Analisar o par de subproblemas (12.2.4)–(12.2.3) nos se-
guintes casos: (a) todos os li são −∞ e todos os ui são +∞; (b) não há
restrições h(x) = 0; (c) a função f(x) é constante; (d) as restrições h(x) = 0
são lineares.

Exerćıcio 12.5: Analisar os subproblemas (12.2.4)–(12.2.3) substituindo
∥ · ∥∞ por ∥ · ∥2. Considerar xnork como uma função de ∆ e desenhar uma
trajetória t́ıpica xnork (∆) para ∆ ∈ [0,∞). Interpretar geometricamente.

Exerćıcio 12.6: Estabelecer rigorosamente em que sentido a solução de
(12.2.4)–(12.2.3) coincide com a solução de (12.1.4) quando este problema é
solúvel.
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Exerćıcio 12.7: Refazer os argumentos das Seções 12.1 e 12.2 para o pro-
blema de otimização definido na forma

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) ≤ 0,

onde h : IRn → IRm. Refazer, mais uma vez, os argumentos para considerar
misturas de restrições de igualdade e desigualdade.

12.3 A função de mérito

A argumentação das seções 12.1 e 12.2 parece consolidar a seguinte forma
para um algoritmo de programação quadrática seqüencial destinado a resol-
ver o problema (12.1.1):

Algoritmo 12.3.1
Suponhamos que x0 ∈ IRn (l ≤ x ≤ u) é uma aproximação inicial da solução
de (12.1.1). Se xk (k = 0, 1, 2, . . .) é a aproximação obtida na k−ésima
iteração (l ≤ xk ≤ u), Bk ∈ IRn×n é uma matriz simétrica e ∆ > 0, então
xk+1 é obtida da seguinte maneira:
Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).
Passo 2. Se x̄, a solução obtida no Passo 1, é “suficientemente boa”em
relação a xk, então definir xk+1 = x̄ e terminar a iteração. Caso contrário,
diminuir ∆ e retornar ao Passo 1.

A principal questão que o “Algoritmo”12.3.1 deixa em aberto é: que significa
“suficientemente boa”? Se não houvesse restrições do tipo h(x) = 0, o único
critério para julgar se x̄ é melhor que xk seria o valor de f(x̄) em relação
ao valor de f(xk). Por outro lado, se a função objetivo de (12.1.1) fosse
constante, o critério deveria estar baseado em alguma norma de h(x). De
um modo geral, nas iterações destinadas a resolver (12.1.1) existem dois
objetivos a serem melhorados simultaneamente: a factibilidade (medida por
∥h(x)∥) e a otimalidade (medida por f(x)). Claramente, se f(x̄)≪ f(xk) e
∥h(x̄)∥ ≪ ∥h(xk)∥ devemos decidir que x̄ “é melhor”que xk em relação ao
objetivo de resolver (12.1.1). A situação não é clara quando

f(x̄) < f(xk) e ∥h(x̄)∥ > ∥h(xk)∥

ou

f(x̄) > f(xk) e ∥h(x̄)∥ < ∥h(xk)∥.

No primeiro caso nos perguntamos: será que o ganho em otimalidade com-
pensa a perda de factibilidade? No segundo: o ganho em factibilidade com-
pensa o aumento de f?
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Uma função de mérito combina f(x) e h(x) de maneira a permitir posśıveis
respostas às perguntas acima. Elementos adicionais para a construção de
uma função de mérito vêm de considerar as condições de otimalidade do
problema (12.1.1). Definimos, como é habitual, o Lagrangiano, ℓ(x, λ) por

ℓ(x, λ) = f(x) + h(x)Tλ (12.3.1)

para todo x ∈ IRn, λ ∈ IRm. As condições necessárias de primeira ordem
(Karush-Kuhn-Tucker) estabelecem que um minimizador local x junto com
seu vetor de multiplicadores λ deve satisfazer:

[∇xℓ(x, λ)]i = 0, [∇xℓ(x, λ)]i ≥ 0, [∇xℓ(x, λ)]i ≤ 0 (12.3.2)

se li < [x]i < ui, [x]i = li ou [x]i = ui respectivamente. Além disso, a
factibilidade da solução implica que

∇λℓ(x, λ) = h(x) = 0. (12.3.3)

As condições (12.3.2) e (12.3.3) são satisfeitas se o par (x, λ) é um minimi-
zador de ℓ(x, λ) para l ≤ x ≤ u.

Exerćıcio 12.8: Estabelecer rigorosamente as condições nas quais valem
(12.3.2) e (12.3.3).

As considerações acima parecem sugerir que ℓ(x, λ) definida em (12.3.1) seria
uma função de mérito adequada, porém, envolvendo as duas variáveis, x e
λ. No entanto, podemos observar que, se h(x) ̸= 0, valores de ℓ(x, λ) muito
grandes e negativos podem ser obtidos apenas variando λ, por exemplo,
fazendo λ = −ρh(x) para ρ muito grande (embora, talvez, limitado). Isso
significa que, se usássemos o Algoritmo 12.3.1 com um critério de aceitação
baseado na função de mérito ℓ, a solução x̄ de (12.2.4)-(12.2.3) sempre seria
aceita se apenas tomássemos a providência de escolher de maneira oportuna,
as novas estimativas dos multiplicadores.
Examinemos, pois, uma segunda possibilidade, que contempla a função ℓ,
combinando-a com uma segunda função que se preocupa, fundamental-
mente, com a factibilidade da iteração. Esta segunda função é, simples-
mente,

φ(x) =
1

2
∥h(x)∥2. (12.3.4)

A “combinação”aludida acima é uma combinação convexa de ℓ e φ. Dado
θ ∈ [0, 1], definimos

Φ(x, λ, θ) = θℓ(x, λ) + (1− θ)φ(x). (12.3.5)

A confiança que depositamos em Φ como função de mérito se baseia no
seguinte: “se for necessário”(o que será estabelecido precisamente mais adi-
ante) θ será escolhido perto de 0, de maneira que φ será dominante na
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combinação (12.3.5). Assim as componentes de h(x) serão obrigatoriamente
empurradas para valores pequenos. Agora, para valores pequenos de ∥h(x)∥,
se a aproximação dos multiplicadores é mantida limitada, o efeito redutor
devido a variação destes, de que falamos antes, será despreźıvel. Portanto,
a diminuição do primeiro termo da combinação convexa Φ será devido à
diminuição de f .
Essas considerações nos levam a especificar um pouco mais o Algoritmo
12.3.1, agora baseado na função de mérito Φ.

Algoritmo 12.3.2
Suponhamos que L > 0 (grande), x0 ∈ IRn (l ≤ x ≤ u) é uma aproximação
inicial da solução de (12.1.1) e λ0 ∈ IRm(∥λ0∥ ≤ L) é uma aproximação
inicial dos multiplicadores de Lagrange. Se xk, λk (k = 0, 1, 2, . . .) são as
aproximações obtidas na k−ésima iteração (l ≤ xk ≤ u, ∥λk∥ ≤ L), Bk ∈
IRn×n é uma matriz simétrica e ∆ > 0, então xk+1 é obtida da seguinte
maneira:
Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).
Passo 2. Escolher um valor adequado para θ ∈ [0, 1] e estimar novos multi-
plicadores λ̄ (∥λ̄∥ ≤ L).
Passo 3. Se x̄, a solução obtida no Passo 1 é tal que

Φ(x̄, λ̄, θ)≪ Φ(xk, λk, θ), (12.3.6)

definir xk+1 = x̄, λk+1 = λ̄ e terminar a iteração. Caso contrário, diminuir
∆ e retornar ao Passo 1.

12.4 Decréscimo suficiente

No Algoritmo 12.3.2 ainda existem vários aspectos não definidos:

(a) A escolha dos “novos multiplicadores”λ̄ no Passo 2.

(b) A determinação do parâmetro θ, no mesmo passo.

(c) O significado preciso da expressão “≪”no Passo 3.

(d) A escolha do valor inicial ∆ em cada iteração e a forma de diminuir
∆, quando isso é necessário.

(e) A escolha da matriz simétrica Bk.

A decisão sobre a escolha de Bk será adiada para uma seção posterior. O
monitoramento do “raio de confiança”∆ não oferece grandes dificuldades
conceituais. Nosso procedimento, neste caso, é o seguinte: estabelece-se a
priori (independentemente do número da iteração k) um “raio de confiança
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mı́nimo inicial”∆min. O primeiro ∆ testado ao começar a iteração k deve ser
maior ou igual a ∆min. Isso possibilita que, ao menos no começo, iterações
suficientemente arrojadas sejam efetuadas, evitando passos excessivamente
curtos. Agora, quando precisamos diminuir ∆ no Passo 3 (devido a função
de mérito não ter decrescido suficientemente), determinamos o “novo”∆ no
intervalo [0.1∆, 0.9∆]. Naturalmente, fazer “Novo”∆ = ∆/2 é uma escolha
admisśıvel.

O vetor de multiplicadores λ̄ pode ser escolhido de maneira totalmente ar-
bitrária, sujeito à restrição ∥λ̄∥ ≤ L. Existem, no entanto, escolhas mais
eficientes que outras, como veremos numa seção posterior. Por exemplo,
uma boa idéia é escolher esse vetor de multiplicadores como o próprio ve-
tor de multiplicadores associado à condição de otimalidade do subproblema
(12.2.3). Mas o leitor pode aproveitar a liberdade que é admitida na escolha
de λ̄ para, numa primeira leitura deste caṕıtulo, supor que λ̄ = 0. De fato,
esta é uma escolha admisśıvel e a maior parte da teoria funciona com ela.

Exerćıcio 12.9: O leitor verificará que o procedimento indicado para dimi-
nuir ∆ pode levar, se implementado de maneira ingênua, a repetir de maneira
desnecessária a resolução de problemas de programação quadrática. Efetuar
as modificações necessárias no Algoritmo 12.3.2 para que essa repetição seja
claramente evitada.

Exerćıcio 12.10: A definição da função Φ foi motivada na Seção 12.3.
Refazer, na medida do posśıvel, essa motivação esquecendo que os multipli-
cadores de Lagrange existem (ou seja, supondo que λ̄ ≡ 0). Analisar quais
argumentos podem ser reutilizados e quais não.

Na Seção 12.5 veremos como calcular um parâmetro “de penalização”θ ade-
quado para cada iteração. Nesta seção, nos limitaremos a definir significado
do śımbolo ≪ em (12.3.6). Em nosso jargão, a ≪ b significa a é “sufici-
entemente menor”que b, ou a é menor que algo “claramente menor”que b.
Para especificar o significado de ≪ no caso de (12.3.6) precisamos de algu-
mas considerações gerais sobre expansões de Taylor e, em particular, sobre
expansões de f , h e φ. Vamos supor que tanto f como h têm derivadas
segundas cont́ınuas para todo x ∈ IRn. (Esta é uma suposição desnecessari-
amente forte para nossos objetivos, mas suficientemente simples para fazer
claro o racioćınio.) Ao mesmo tempo, as deduções serão mais leǵıveis se
usamos, livremente, a notação O(.). Lembramos que “f = O(g)”significa
que existe uma constante c, independente da variável independente, tal que
f ≤ cg. Nosso objetivo agora é mostrar que a função de mérito Φ se apro-
xima bem por uma quadrática nas variáveis x e λ. O leitor interessado em
fixar idéias, pode identificar x com xk e s com x̄− xk na seguinte seqüência
de limitantes.
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Pelo desenvolvimento de Taylor de h, temos que

ℓ(x+s, λ̄)−ℓ(x+s, λ) = h(x+s)T (λ̄−λ) = [h(x)+h′(x)s]T (λ̄−λ)+O(∥s∥2).
(12.4.1)

Pelo desenvolvimento de Taylor de f e h e supondo que as matrizes Bk estão
uniformemente limitadas, temos:

ℓ(x+ s, λ)− ℓ(x, λ) = f(x+ s) + h(x+ s)Tλ− [f(x) + h(x)Tλ]

= f(x+ s)− f(x) + [h(x+ s)− h(x)]Tλ

= ∇f(x)T s+ 1

2
sTBks+ [h′(x)s]Tλ+O(∥s∥2)

= [∇f(x) + h′(x)Tλ]T s+
1

2
sTBks+O(∥s∥2)

= ∇xℓ(x, λ)
T s+

1

2
sTBks+O(∥s∥2) (12.4.2)

Somando membro a membro (12.4.1) e (12.4.2), obtemos:

ℓ(x+s, λ̄)−ℓ(x, λ) = ∇xℓ(x, λ)
T s+

1

2
sTBks+[h(x)+h′(x)s]T (λ̄−λ)+O(∥s∥2).

(12.4.3)
Por outro lado, pelo desenvolvimento de Taylor de h,

h(x+ s) = h(x) + h′(x)s+O(∥s∥2),

portanto,
∥h(x+ s)∥22 = ∥h(x) + h′(x)s∥22 +O(∥s∥2),

e, pela definição de φ,

φ(x+ s)− φ(x) = 1

2
∥h(x) + h′(x)s∥22 −

1

2
∥h(x)∥22 +O(∥s∥2). (12.4.4)

Multiplicando (12.4.3) por θ, (12.4.4) por 1−θ, e somando membro a membro
as duas expressões resultantes, obtemos:

Φ(x, λ, θ)− Φ(x+ s, λ̄, θ) = Pred(x, s, λ, λ̄, Bk, θ) +O(∥s∥2), (12.4.5)

em que

Pred(x, s, λ, λ̄, Bk, θ) =

= −{θ[∇xℓ(x, λ)
T s+

1

2
sTBks+ [h(x) + h′(x)s]T (λ̄− λ)]

+ (1− θ)[1
2
∥h(x) + h′(x)s∥22 −

1

2
∥h(x)∥22]}. (12.4.6)

Portanto, podemos considerar que a expressão Pred é uma boa aproximação
para o decréscimo Φ(x, λ, θ) − Φ(x + s, λ̄, θ) na função de mérito Φ. Dáı
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a denominação Pred, abreviatura de “predicted reduction”. Brevemente,
(12.4.5) significa que Φ(x, λ, θ)−Φ(x+s, λ̄, θ) coincide com Pred para s = 0
junto com suas primeiras derivadas. Portanto, pelo menos quando ∥s∥ é
pequena, um decréscimo da ordem de Pred na função de mérito Φ é de se
esperar. Adiando, por um momento, a prova de que Pred é, efetivamente,
positivo, e adotando uma postura conservadora, diremos que Φ(x̄, λ̄, θ) ≪
Φ(xk, λk, θ) quando

Φ(xk, λk, θ)− Φ(x̄, λ̄, θ) ≥ 0.1Pred(xk, x̄− xk, λk, λ̄, Bk, θ). (12.4.7)

Incorporando o critério de aceitação (12.4.7), definimos agora uma modi-
ficação do Algoritmo 12.3.2, com o qual finalizamos esta seção. O Algoritmo
12.4.1 é idêntico ao Algoritmo 12.3.2, com o critério impreciso (12.3.6) subs-
titúıdo por (12.4.7).

Algoritmo 12.4.1
Suponhamos que x0 ∈ IRn (l ≤ x ≤ u) é uma aproximação inicial da solução
de (12.1.1) e λ0 ∈ IRm, ∥λ0∥ ≤ L é uma aproximação inicial dos multiplica-
dores de Lagrange. Se xk, λk (k = 0, 1, 2, . . .) são as aproximações obtidas
na k−ésima iteração (l ≤ xk ≤ u, ∥λk∥ ≤ L), Bk ∈ IRn×n é uma matriz
simétrica e ∆ > 0, então xk+1 é obtida da seguinte maneira:
Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).
Passo 2. Escolher um valor adequado para θ ∈ [0, 1] e estimar novos multi-
plicadores λ̄ (∥λ̄∥ ≤ L).
Passo 3. Se x̄, a solução obtida no Passo 1, satisfaz (12.4.7), definir xk+1 =
x̄, λk+1 = λ̄ e terminar a iteração. Caso contrário, diminuir ∆ e retornar ao
Passo 1.

12.5 O parâmetro de penalização

Nesta seção discutiremos a escolha do parâmetro de penalização θ, no Passo
2 do nosso algoritmo básico. A denominação “parâmetro de penalização”se
justifica, depois de observar que

Φ(x, λ, θ) = θ[ℓ(x, λ) +
1− θ
θ

φ(x)].

Portanto, exigir decréscimo de Φ(x, λ, θ) equivale a exigir decréscimo da
função

Φ̄(x, λ, ρ) = ℓ(x, λ) + ρφ(x),

com ρ = (1 − θ)/θ. A função Φ̄ é um Lagrangiano aumentado, onde ρ é o
parâmetro de penalização clássico. Assim, ρ → ∞ corresponde a θ → 0 e
ρ → 0 corresponde a θ → 1. Pelos mesmos motivos, nos sentiremos livres
para chamar Lagrangiano aumentado também à função de mérito Φ.
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Na seção anterior observamos que, para que a condição (12.4.7) possa ser
chamada com justiça de “decréscimo suficiente”era necessário que Pred fosse
maior que zero. No entanto, a resolução dos subproblemas (12.2.4) e (12.2.3)
implica necessariamente que

∥h(xk)∥22 − ∥h(xk) + h′(xk)(x̄− xk)∥22 ≥ 0.

Portanto, da definição de Pred, expressão (12.4.6), temos que, para θ = 0,

Pred(xk, x̄− xk, λk, λ̄, Bk, 0) ≥ 0.

Ou seja, Pred é uma combinação convexa do tipo θa + (1 − θ)b com, ne-
cessariamente, b ≥ 0. No entanto, o elemento a dessa combinação convexa,
não é necessariamente positivo. Para que Pred seja, garantidamente, maior
ou igual a 0, e maior que zero quando b > 0, vamos exigir que

Pred(xk, x̄− xk, λk, λ̄, Bk, θ) ≥
1

2
[∥h(xk)∥22 − ∥h(xk) + h′(xk)(x̄− xk)∥22].

(12.5.1)
Como (12.5.1) vale para θ = 0, resulta que podemos definir θsup ≥ 0 por

θsup = sup {θ ∈ [0, 1] tais que (12.5.1) se verifica}. (12.5.2)

Se, no Passo 2 do algoritmo, escolhermos sempre θ ≤ θsup, então, por
(12.5.1), a condição (12.4.7) implicará descida simples da função de mérito.
(Φ(x̄, λ̄, θ) ≤ Φ(xk, λk, θ)). Como valores maiores que θsup não satisfazem
(12.5.1) parece bastante sensato impor a condição

θ ≤ θsup (12.5.3)

para a escolha de θ no Passo 2. No entanto, o requisito (12.5.3) deixa ainda
bastante liberdade, quando θsup > 0. Outras considerações serão necessárias
para fazer uma eleição adequada, dentro das posśıveis.
O algoritmo baseado na função de mérito Φ poderia ser interpretado como
um método destinado a minimizar a Φ sujeita apenas as restrições de cana-
lização l ≤ x ≤ u. Esta interpretação parece ser compat́ıvel com o conceito
genérico do significado de uma função de mérito. No entanto, neste caso, tal
interpretação não parece totalmente adequada, devido à função Φ mudar de
uma iteração para outra, de acordo com a escolha de θ. Com efeito, θ esta-
belece pesos relativos para a factibilidade e a otimalidade no algoritmo (com
θ perto de 0 o método privilegia factibilidade e com θ perto de 1 privilegia
otimalidade). Grandes variações de θ de uma iteração para outra pareceriam
indicar que o método não consegue decidir qual é o peso adequado para cada
um dos objetivos que são visados. Essa é uma motivação para limitar, pelo
menos assintoticamente, as variações de θ. A maneira mais óbvia de forçar
uma variação limitada de θ, consiste em impor, além da condição (12.5.3),
a seguinte:

θ ≤ θk−1, (12.5.4)
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onde, para todo k = 0, 1, 2, . . ., θk é o valor de θ escolhido na última passada
pelo Passo 2. Juntando as condições (12.5.3) e (12.5.4), teremos que a
seqüência {θk} é monótona não crescente e positiva, portanto convergente.
Isso implicaria que, a longo prazo, a função de mérito seria, essencialmente,
a mesma, e a interpretação criticada acima passaria a ser válida.

No entanto, a escolha monótona de θ também não é plenamente satisfatória.
Lembrando que θ estabelece uma ponderação entre factibilidade e otimali-
dade, seria posśıvel que, sobretudo nas primeiras iterações, valores muito
pequenos de θ fossem impostos por (12.5.3) devido à necessidade de reforçar
factibilidade, e que esses valores muito pequenos fossem herdados por to-
das as iterações posteriores, onde valores maiores seriam toleráveis. Em
outras palavras, a condição (12.5.4) carrega demasiadamente a história de
dificuldades passadas do algoritmo, que podem não existir mais na iteração
atual. Essas considerações nos levam à definição da seguinte estratégia “não
monótona”para θ: escolhe-se, independentemente de k um número N > 0
que representará o “grau de não-monotonicidade”de {θk}. N = 0 corres-
ponderá à escolha monótona, baseada em (12.5.4), e valores grandes de N
aproximarão θ de θsup. Definimos

θmin
k = min {1, θ0, . . . , θk−1}, (12.5.5)

θgrandek = (1 + (N/k)1.1)θmin
k , (12.5.6)

e, finalmente,

θ = min {θgrandek , θsup}. (12.5.7)

Apesar de (12.5.5)–(12.5.7) não implicar monotonia de {θk}, essa escolha
implica convergência da seqüência {θk} (ver Exerćıcio 12.13), o que, do ponto
de vista da interpretação da função de mérito, é igualmente satisfatório.

Como fizemos nas seções anteriores, a discussão realizada aqui nos permite
especificar um pouco mais o algoritmo principal.

Algoritmo 12.5.1

Suponhamos que x0 ∈ IRn (l ≤ x ≤ u) é uma aproximação inicial da solução
de (12.1.1) e λ0 ∈ IRm, ∥λ0∥ ≤ L é uma aproximação inicial dos multipli-
cadores de Lagrange, N,∆min > 0. Se xk, λk (k = 0, 1, 2, . . .) são as apro-
ximações obtidas na k−ésima iteração (l ≤ xk ≤ u, ∥λk∥ ≤ L), Bk ∈ IRn×n é
uma matriz simétrica e ∆ ≥ ∆min, então xk+1 é obtida da seguinte maneira:

Passo 1. Resolver (12.2.4) e (12.2.3).

Passo 2. Escoher θ ∈ [0, 1] usando (12.5.5)–(12.5.7) e estimar novos multi-
plicadores λ̄ (∥λ̄∥ ≤ L).
Passo 3. Se x̄, a solução obtida no Passo 1, satisfaz (12.4.7), definir xk+1 =
x̄, λk+1 = λ̄, θk = θ e terminar a iteração. Caso contrário, diminuir ∆, (por
exemplo, dividir ∆ por 2) e retornar ao Passo 1.
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Exerćıcio 12.11: Em que caso o único parâmetro de penalização que ver-
fica Pred ≥ 0 é θ = 0?

Exerćıcio 12.12: Obter uma fórmula expĺıcita para θsup.

Exerćıcio 12.13: Provar que a seqüência {θk} definida por (12.5.5)–(12.5.7),
é convergente.

12.6 O algoritmo está bem definido

Ométodo apresentado até aqui é muito análogo ao introduzido em [52]. A di-
ferença fundamental é que em [52], visando aplicação a problemas de grande
porte, os subproblemas (12.2.4) e (12.2.3) são resolvidos apenas “aproxima-
damente”, com critérios adequados para a precisão da sua resolução. Para
simplificar a exposição, apresentamos neste caṕıtulo o algoritmo supondo
solução exata de (12.2.4) e (12.2.3). A análise de convergência do algoritmo
é complicada, e daremos apenas indicações sobre a mesma na Seção 12.7.
Nesta seção, provaremos que o algoritmo está bem definido, isto é, que sob
hipóteses adequadas, que incluem o fato de xk ainda não ser uma solução,
pode-se encontrar xk+1 em tempo finito. Em outras palavras, mostraremos
que o ciclo através dos passos 1, 2 e 3 do algoritmo é finito.
Provaremos que o algoritmo está bem definido em duas situações:
(a) xk não é um ponto estacionário do problema

Minimizar φ(x) sujeita a ℓ ≤ x ≤ u; (12.6.1)

(b) xk é um ponto fact́ıvel, regular e não estacionário de (12.1.1).
Assim, ficam as seguintes situações em que o algoritmo não está bem definido
e que, portanto, devem ser identificadas antes de começar o ciclo principal
de cada iteração para evitar “loops”infinitos:
(c) xk é um ponto estacionário de (12.6.1) mas h(xk) ̸= 0. (Lembremos que,
por construção, l ≤ xk ≤ u para todo k.
(d) xk é um ponto fact́ıvel de (12.1.1) mas não é regular (os gradientes das
restrições ativas em xk, incluindo as canalizações, são linearmente depen-
dentes).
(e) xk é um ponto regular e estacionário de (12.1.1).
Nessas situações, o algoritmo deveria “parar”. Delas, apenas (e) pode ser
considerada um sucesso. A situação (c) representa, claramente, um “fra-
casso”. Uma situação duvidosa é (d), já que um ponto não regular de
(12.1.1) poderia ser minimizador global de (12.1.1). Não entraremos nesse
tipo de sutileza.
Começaremos provando que o algoritmo está bem definido quando xk não é
um ponto estacionário de (12.6.1).
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Teorema 12.6.1 - Boa definição em pontos não fact́ıveis
Se xk não é um ponto estacionário de (12.6.1), então o Algoritmo
12.5.1 calcula um novo ponto xk+1 através de uma quantidade finita
de passagens pelos passos 1–3.

Prova: Definimos

M(x) =
1

2
∥h′(xk)(x− xk) + h(xk)∥22.

Claramente, ∇φ(xk) = ∇M(xk) = h′(xk)
Th(xk), portanto xk não é ponto

estacionário de M(x) sujeita a l ≤ x ≤ u. Portanto, existe uma direção
fact́ıvel e de descida para M na caixa l ≤ x ≤ u. Seja, pois, d ∈ IRn tal que
∥d∥∞ = 1 e ∇M(xk)

Td < 0.
A função β(t) = M(xk + td) é uma parábola convexa tal que β′(0) =
dT∇M(xk) < 0. Se a parábola é estritamente convexa (coeficiente de se-
gunda ordem estritamente positivo), admite umminimizador irrestrito t̂ > 0.
Propriedades elementares das parábolas garantem, nesse caso, que

β(t) ≤ β(0) + 1

2
β′(0)t (12.6.2)

para todo t ∈ [0, t̂]. Se β(t) não é estritamente convexa, então é uma reta, e
(12.6.2) se satisfaz trivialmente para todo t ≥ 0.
Seja t̄ o máximo dos t positvos tais que l ≤ xk + td ≤ u e t̃ = min {t̂, t̄}.
Naturalmente, (12.6.2) vale para todo t ∈ [0, t̃]. Mais ainda, como ∥d∥∞ = 1,
temos que t = ∥td∥∞ e, em conseqüência, (12.6.2) implica a seguinte pro-
posição:
Para todo ∆ ≤ t̃/0.8 = ∆̄, existe x tal que l ≤ x ≤ u e ∥x − xk∥∞ ≤ 0.8∆
verificando

M(x) ≤M(0)− c∆,

onde c = −0.4β′(0) > 0.
Portanto, para ∆ ≤ ∆̄, escrevendo xnor = xnor(∆), temos que

1

2
[∥h(xk)∥22 − ∥h(xk) + h′(xk)(x

nor(∆)− xk)∥22] ≥ c∆.

Logo, escrevendo x̄ = x̄(∆), deduzimos, pela forma do subproblema (12.2.3),
que

1

2
[∥h(xk)∥22 − ∥h(xk) + h′(xk)(x̄(∆)− xk)∥22] ≥ c∆.

Portanto, de (12.5.1) inferimos que, para todo ∆ ∈ (0, ∆̄],

Pred(xk, x̄(∆)− xk, λk, λ̄, Bk, θ) ≥
c

2
∆ > 0. (12.6.3)
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De (12.4.5) e (12.6.3) deduzimos que

lim
∆→0

∣∣∣∣ Φ(xk)− Φ(x̄(∆)

Pred(xk, x̄(∆)− xk, λk, λ̄, Bk, θ)
− 1

∣∣∣∣ = 0.

Este limite implica que, para ∆ suficientemente pequeno o teste (12.4.7)
é satisfeito. Portanto, a iteração termina depois de um número finito de
reduções de ∆. QED

Nosso próximo passo consiste em provar que, se xk é um ponto fact́ıvel, re-
gular e não estacionário de (12.1.1), então a iteração definida pelo algoritmo
12.5.1 também termina em tempo finito.

Teorema 12.6.2 - Boa definição em pontos fact́ıveis
Suponhamos que xk é um ponto fact́ıvel, regular e não estacionário
de (12.1.1). Então o Algoritmo 12.5.1 calcula um novo ponto xk+1

através de uma quantidade finita de passagens pelos passos 1–3.

Prova: Definimos, analogamente ao Teorema 12.6.1,

Q(x) =
1

2
(x− xk)TBk(x− xk) +∇f(xk)(x− xk) + f(xk).

Consideramos o problema de programação quadrática

Minimizar Q(x), sujeita a h′(xk)(x− xk) = 0, l ≤ x ≤ u. (12.6.4)

Claramente, xk é um ponto fact́ıvel e regular do problema (12.6.4). Mais
ainda, as condições de otimalidade de (12.1.1) e de (12.6.4) em xk são
idênticas. Como, por hipótese, elas não são cumpridas para (12.1.1), segue-
se que xk não é um ponto estacionário de (12.6.4). Portanto, existe uma
direção fact́ıvel, unitária (∥d∥∞ = 1) e de descida para o problema (12.6.4).
Logo, ∇Q(xk)

Td < 0. Definimos

β(t) = Q(xk + td).

Pelo mesmo racioćınio do Teorema 12.6.1, podemos garantir que existem
t̃ > 0 e c > 0 tais que para todo t ∈ [0, t̃], xk + td é fact́ıvel para o problema
(12.6.4) e

Q(xk)−Q(xk + td) ≥ ct.

Portanto, como ∥td∥∞ = t, podemos afirmar que, para todo ∆ suficiente-
mente pequeno, digamos ∆ ≤ ∆̄, existe um ponto x̃ fact́ıvel para (12.6.4)
tal que

Q(xk)−Q(x̃) ≥ c∆.
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De acordo com a definição de x̄ = x̄(∆) no subproblema (12.2.3), isto implica
que

Q(xk)−Q(x̄) ≥ c∆. (12.6.5)

Agora, como x̄ − x̄k está, neste caso, no núcleo de h′(xk) e h(xk) = 0, a
desigualdade (12.6.5) implica que

−[∇xℓ(xk, λk)
T (x̄− xk) +

1

2
(x̄− xk)TBk(x̄− xk)

+[h(xk) + h′(xk)(x̄− xk)]T (λ̄− λk)] ≥ c∆ > 0.

Logo, pela definição de Pred temos que

Pred(xk, x̄− xk, λk, λ̄, Bk, θ) ≥ θc∆ > 0.

Agora, como h(xk) = h′(xk)(x̄ − xk) = 0, temos que todos os θ ∈ (0, 1]
satisfazem o teste (12.5.1) para ∆ ≤ ∆̄. Isto implica que, para esses valores
de ∆, o parâmetro θ não precisa ser reduzido. Portanto, existe θ′ > 0 tal
que

Pred(xk, x̄− xk, λk, λ̄, Bk, θ) ≥ θ′c∆ > 0 (12.6.6)

para todo ∆ ∈ (0, ∆̄]. Como no caso do Teorema 12.6.1, segue que

lim
∆→0

∣∣∣∣ Φ(xk)− Φ(x̄(∆)

Pred(xk, x̄(∆)− xk, λk, λ̄, Bk, θ)
− 1

∣∣∣∣ = 0.

Logo, para ∆ suficientemente pequeno o teste (12.4.7) é satisfeito e, assim,
a iteração termina depois de um número finito de reduções de ∆. QED

12.7 A prova de convergência global

É comum que a prova da convergência global de um algoritmo esteja muito
relacionada com a prova de boa definição. Isto é bastante natural já que,
na boa definição, provamos que os pontos onde o algoritmo deve parar têm
determinadas caracteŕısticas, e nos teoremas de convergência, geralmente,
provamos que os pontos limite da seqüência gerada têm essas mesmas ca-
racteŕısticas. Logo, os teoremas de convergência dizem sobre o limite a
mesma coisa que os resultados de boa definição dizem sobre os iterandos.
Muitas vezes, as provas de convergência global reproduzem, com variadas
complicações anaĺıticas, as idéias usadas para provar boa definição.
Nesta seção procuraremos dar as idéias essenciais da prova de convergência
do Algoritmo 12.5.1. Os argumentos completos podem ser encontrados em
[52].
A prova tem duas partes, que correspondem aos teoremas 12.6.1 e 12.6.2.
Nos dois casos usa-se como hipótese a seqüência gerada estar totalmente
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contida em um compacto de IRn. Evidentemente, quando as cotas l e u são
finitas, esta é uma hipótese perfeitamente razoável. Na primeira parte se
prova que todos os pontos limites de uma seqüência gerada pelo algoritmo
são pontos estacionários de (12.6.1). Para demonstrar esse fato, passa-se
por um processo comparável ao usado para provar o Teorema 12.6.1:

(a) Prova-se que, se x∗ não é um ponto estacionário de (12.6.1), então,
nos iterandos xk próximos a x∗, a quantidade Pred, pensada como função
de ∆ é proporcional a ∆. Isto é análogo a (12.6.3), mas a constante da
proporcionalidade é, neste caso, independente de k.

(b) Usa-se a fórmula de Taylor para mostrar que Pred é uma aproximação
de segunda ordem da redução da função de mérito. Junto com o resultado
(a), isso implica, como no Teorema 12.5.1, que∣∣∣∣Φ(xk)− Φ(x̄)

Pred(∆)
− 1

∣∣∣∣ = O(∆).

(c) Supondo que x∗ é um ponto limite não estacionário para (12.6.1), o
resultado (b) implica que, em todos os iterandos numa vizinhança de x∗,
o raio de confiança finalmente aceito ∆k é uniformemente maior que um
número positivo fixo ∆̃. Junto com (b), isto implica que a redução da
função de mérito em uma quantidade infinita de iterações vizinhas de x∗ é
superior a uma quantidade positiva fixa.

(d) Se a função de mérito fosse sempre a mesma para todo k suficientemente
grande, o resultado (c) seria suficiente para chegar a um absurdo (função de
mérito tendendo a −∞ em condições de compacidade). Como a função de
mérito muda de uma iteração para outra, esse absurdo se consegue apenas
pela propriedade de convergência da seqüência θk que, como vemos aqui, é
crucial do ponto de vista teórico.

Na segunda parte da prova de convergência se demonstra a existência de pelo
menos um ponto limite que é estacionário para o problema (12.1.1). Não
existe ainda uma prova de que todos os pontos limites são estacionários e, ao
longo de toda a demonstração desta segunda parte, é usada, por absurdo,
a hipótese de que nenhum ponto limite da seqüência é estacionário. Outras
suposições sobre o problema também são necessárias nesta parte:

(i) Todos os pontos estacionários de (12.6.1) são fact́ıveis.

(ii) Todos os pontos fact́ıveis de (12.1.1) são regulares.

Devido à hipótese (i), pode-se supor, ao longo da prova, que

lim
k→∞

∥h(xk)∥ = 0.

Na primeira parte da prova por absurdo, demonstra-se que a função (quadrática)
objetivo de (12.2.3) tem um bom decréscimo (proporcional a ∆) desde
xnor(∆) até x̄(∆). Chamamos a esta variação de “decréscimo tangencial”.
O argumento se baseia em xnor ser um ponto fact́ıvel de (12.2.3) e, devido a
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∥xnor − xk∥ ≤ 0.8∆, existir uma folga (brevemente, de 0.2∆) para um bom
decréscimo da quadrática.
Na segunda parte da prova, examinamos a composição da quantidade crucial
que chamamos Pred. Como na prova da estacionariedade em relação a φ
dos pontos limite, necessitamos que Pred seja positivo e proporcional a ∆.
O decréscimo proporcional a ∆ da função objetivo de (12.2.3), entre xnor e x̄
é um bom passo. Agora, observando a definição (12.4.6) de Pred, vemos que
o termo que multiplica θ está composto, além do decréscimo da quadrática
entre xnor e x̄, pela variação dessa quadrática entre xk e xnor e pelo termo
que envolve a variação dos multiplicadores de Lagrange. Esses dois termos
“estorvam”o objetivo de ter um Pred suficientemente positivo. Por outro
lado, o termo que multiplica a 1− θ é, claramente, proporcional a ∥h(xk)∥,
que tende a zero. Portanto, para ter um Pred positivo e proporcional a
∆, precisaremos que θ não evolua para valores próximos de zero, e, por
outro lado, que o “estorvo”seja dominado pelo decréscimo tangencial da
quadrática.
Não é dif́ıcil provar que o “estorvo”está limitado, em módulo, por um
múltiplo de ∥h(xk)∥. Escrevendo

|Estorvo| ≤ c1∥h(xk)∥

e
Decréscimo tangencial ≥ c2∆,

e, desde que

Pred(∆) ≥ Decréscimo tangencial − |Estorvo|,

se deduz que
Pred(∆) ≥ c2∆− c1∥h(xk)∥.

Portanto, se ∥h(xk)∥ ≤ α∆, com α = c2/(2c1), obtemos que Pred(∆) é
positivo e proporcional a ∆.
Pensamos agora no “plano”(∆, h(x)). O argumento acima nos leva a con-
siderar uma “zona boa”do plano, formado pelos pares (∆, xk) tais que
∥h(xk)∥ ≤ ∆ e uma “zona ruim”, onde o contrário acontece. Na zona
boa, o fator de θ em (12.4.6) é tão grande, e o fator de 1 − θ tão pequeno,
assintoticamente, que a condição (12.5.1) se satisfaz com valores grandes de
θ. Portanto, sempre que o par se encontre na zona boa θ não precisará ser
diminúıdo.
Por outro lado, o mesmo racioćınio usado na prova de estacionariedade em
relação a φ leva a que θk → 0. Com efeito, se assim não fosse, os valores de
Pred para esses k seriam superiores a um múltiplo de ∆, já que o fato do
primeiro ∆ testado ser superior ao valor fixo ∆min, obriga a que a seqüência
de posśıveis ∆’s fracassados dentro de uma mesma iteração não possa tender
a zero. Teŕıamos assim, infinitos θ superiores a um valor fixo e infinitos ∆k
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superiores a um valor fixo. As duas coisas juntas levam a uma função de
mérito tendendo a −∞, o que é absurdo.

O argumento central continua com uma propriedade surpreendente da zona
ruim: uma análise cuidadosa da aproximação de Taylor da função de mérito
Φ, junto com a propriedade θk → 0, provam que, nessa zona, para k suficien-
temente grande, o raio de confiança ∆ é necessariamente aceito. Em outras
palavras, para cada iteração k pode haver apenas uma tentativa ∆ dentro da
zona ruim. Por outro lado, como vimos antes, é apenas nesta situação que
pode ser necessário diminuir θ. Uma propriedade adicional da zona ruim é
que, nessa zona, θsup é sempre superior a um múltiplo de ∆. Juntando as
duas propriedades acima, diŕıamos que é posśıvel entrar na indesejável zona
ruim, mas pouco, e que é posśıvel ter que diminuir θ na zona ruim, mas de
maneira controlada.

Não é de se estranhar, em conseqüência, que os efeitos perniciosos da zona
ruim estejam também limitados. De fato, usando as propriedades acima e,
de novo, a expansão de Taylor da função de mérito, chega-se a conclusão
de que o quociente entre a variação desta e Pred converge a 1 considerando
apenas raios na zona boa. Isso é uma flagrante contradição, porque impli-
caria em jamais ser necessário entrar na zona ruim. Tais contradições se
originam na suposição errônea original que, como lembramos, consistia em
assumir que nenhum ponto limite era estacionário para o problema (12.1.1).

12.8 A Hessiana da quadrática

Os algoritmos estudados neste caṕıtulo permitem uma grande liberdade na
escolha na matriz Bk, Hessiana da quadrática função objetivo de (12.2.3). O
Algoritmo 12.5.1 exige apenas que a seqüência de matrizes Bk esteja unifor-
memente limitada. Por exemplo, a teoria é válida se todas as Bk são nulas,
caso no qual podeŕıamos falar, mais apropriadamente, de “programação li-
near seqüencial”.

No entanto, como acontece na resolução de sistemas não lineares e na mini-
mização de funções sem restrições, existem escolhas ótimas para as matrizes
que definem os algoritmos, e outras escolhas francamente desaconselháveis.
Nos algoritmos de regiões de confiança sem restrições a melhor escolha é a
Hessiana da função objetivo. Apesar disso, a teoria de convergência global
para condições de primeira ordem funcionaria mesmo que escolhêssemos sua
inversa aditiva!

De um modo geral, estamos acostumados a pensar que a escolha ótima de
uma matriz é a que se relaciona mais diretamente com o método de Newton.
Vejamos aonde nos leva este tipo de argumento no caso da programação
quadrática seqüencial.

Para fixar idéias, vamos considerar nesta seção problemas do tipo (12.1.1)
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apenas com as restrições de igualdade, ou seja:

Minimizar f(x)
sujeita a h(x) = 0

(12.8.1)

À primeira vista, a escolha mais “newtoniana”para Bk é a própria Hessiana
da função objetivo: Bk = ∇2f(xk). No entanto, o seguinte problema simples
ajuda a levantar alguma suspeita sobre essa eleição:

Minimizar 4(x1 − 1)2 + x22
sujeita a x1 − x22 = 0 ,

(12.8.2)

Neste problema, o ponto (0, 0) seria um minimizador para

Minimizar 4(x1 − 1)2 + x22
sujeita a x1 = 0 ,

mas um maximizador para (12.8.2). Em outras palavras, quando toma-
mos Bk = ∇2f(xk) em (12.2.3), perdemos informações sobre a curvatura
das restrições. Isto nos sugere que devemos incorporar em Bk as derivadas
segundas de h.
Vejamos a situação sob outro ponto de vista, mais claramente newtoniano.
Consideremos as condições de otimalidade do problema (12.8.1). Se x∗ é um
ponto regular minimizador local de (12.8.1), então existe λ∗ ∈ IRm tal que

∇f(x∗) + h′(x∗)
Tλ∗ = 0

h(x∗) = 0 .
(12.8.3)

Pensando (12.8.3) como um sistema não linear nas variáveis (x, λ) (F (x, λ) = 0),
seu Jacobiano é

F ′(x, λ) =

(
∇2f(x) +

∑m
i=1 λi∇2hi(x) h′(x)T

h′(x) 0

)
Portanto, o método de Newton aplicado a F (x, λ) = 0 vem dado por

[∇2f(xk)+
m∑
i=1

[λk]i∇2hi(xk)](x−xk)+h′(xk)T (λ−λk) = −(∇f(xk)+h′(xk)Tλk)

e
h′(xk)(x− xk) = −h(xk),

ou seja,

[∇2f(xk) +
∑m

i=1[λk]i∇2hi(xk)](x− xk) + h′(xk)
Tλ+∇f(xk) = 0

h′(xk)(x− xk) + h(xk) = 0 .
(12.8.4)

Agora, as condições de otimalidade de (12.1.4), sem as restrições de cana-
lização l ≤ x ≤ u, são
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Bk(x− xk) +∇f(xk) + h′(xk)
T y = 0

h′(xk)(x− xk) + h(xk) = 0
(12.8.5)

onde y ∈ IRm. Logo, comparando (12.8.4) com (12.8.5), o método de Newton
nos sugere que

Bk = ∇2f(xk) +
m∑
i=1

[λk]i∇2hi(xk) (12.8.6)

onde λk ∈ IRm é uma estimativa para os multiplicadores de Lagrange. Com
a escolha (12.8.6) para Bk, a curvatura das restrições está sendo contem-
plada. A matriz Bk ideal seria portanto a Hessiana do Lagrangiano, para
a qual as propriedades de convergência local do método definido pelo sub-
problema (12.1.4) seriam as mesmas que as do método de Newton aplicado
ao sistema definido por (12.8.3). Para outras aproximações para Bk, a con-
vergência local seria a mesma que a de um método quase-Newton. Boggs,
Tolle e Wang [8] deram uma condição análoga à condição Dennis-Moré para
a convergência superlinear de métodos quase-Newton aplicados a (12.8.3).
Uma conseqüência dessa condição é que, supondo não singularidade da Ja-
cobiana do sistema (12.8.3), se as matrizes Bk convergem à Hessiana do
Lagrangiano na solução, então a convergência do par (xk, λk) para (x∗, λ∗)
é superlinear.

Exerćıcio 12.14: Discutir duas alternativas para o coeficiente linear de
(12.1.4)–(12.2.3): ∇f(xk) e ∇ℓ(xk). Justificar a afirmação de que, em um
caso, (12.1.4)–(12.2.3) fornece diretamente a nova estimativa dos multipli-
cadores de Lagrange, e no outro, fornece seu incremento.

Exerćıcio 12.15: Relacionar a não singularidade da Jacobiana do sistema
(12.8.3) na solução com as propriedades da Hessiana do Lagrangiano no
núcleo de h′(x∗). Relacionar com as condições suficientes de otimalidade de
segunda ordem para minimização com restrições de igualdade.

Uma abordagem quase-newtoniana bastante empregada é atualizar Bk com
algo análogo à popular fórmula BFGS de minimização sem restrições:

Bk+1 = Bk −
Bksks

T
kBk

sTkBksk
+
yky

T
k

sTk yk

onde sk = xk+1−xk e yk = ∇xℓ(xk+1, λk+1)−∇xℓ(xk, λk). Se Bk é definida
positiva, como no caso de minimização sem restrições, a condição sTk yk > 0
garante que Bk+1 é definida positiva. No entanto, pode ser que sk e yk não
satisfaçam essa desigualdade. Powell [90] propõe que yk seja substitúıdo por

ȳk = θyk + (1− θ)Bksk ,
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onde

θ =


1 , sTk yk ≥ 0.2sTkBksk

0.8sTkBksk

sTkBksk − sTk yk
, sTk yk < 0.2sTkBksk .

No entanto, o mesmo autor [92] observa que a substituição de yk por ȳk
pode ser instável. Boggs e Tolle [7], por sua vez, propõem que Bk+1 = Bk

quando sTk yk < 0.

Exerćıcio 12.16: Supor que o problema (12.1.4) sem canalizações é fact́ıvel.
Mostrar, usando uma base do núcleo de h′(xk), como esse problema pode
ser reduzido à minimização de uma quadrática sem restrições. Em que
condições esse problema tem solução única? Supondo que Bk é definida
positiva, e escrevendo Ak = h′(xk), hk = h(xk), gk∇f(xk), provar que a
solução desse problema é

x̄ = xk −B−1
k (gk +AT

k z)

onde
z = (AkB

−1
k AT

k )
−1(hk −AkB

−1
k gk).

Discutir a praticidade dessas fórmulas. Por exemplo, analisar o que acontece
em relação à conservação da posśıvel esparsidade de Ak e Bk.

12.9 Outras funções de mérito

No Algoritmo 12.5.1 usamos a função de mérito

Φ(x, λ, θ) = θℓ(x, λ) + (1− θ)φ(x),

com φ(x) = ∥h(x)∥22/2. Usar esta função, com o parâmetro θ entre 0 e 1, é
essencialmente equivalente a usar

Φρ(x, λ, ρ) = ℓ(x, λ) + ρφ(x), (12.9.1)

que é a forma tradicional do Lagrangiano aumentado. Agora, vimos que a
teoria de convergência global permite um enorme liberdade para as apro-
ximações dos multiplicadores λk. Em particular, é admisśıvel usar sempre
λk = 0, o que, por outro lado, permite uma leitura mais simples da teoria.
Agora, usar λk = 0 corresponde a trabalhar com a função de mérito

Φquad(x, ρ) = f(x) + ρφ(x). (12.9.2)

Claramente, Φquad é a clássica função de penalização quadrática. Com a in-
trodução dos multiplicadores na função (12.9.2) esperamos que o parâmetro
de penalização ρ não precise crescer muito, eliminando posśıveis fontes de
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instabilidade numérica, o que não é refletido numa teoria de convergência
global.
No entanto, podemos analisar o comportamento da função Φquad sob ou-
tro aspecto. Como sabemos, a aplicação do método de Newton ao sistema
(12.8.3), tem propriedades de convergência local quadrática, no par (x, λ),
quando a Jacobiana na solução é não singular. Nessas condições, o método
de Newton pode ser interpretado como a resolução recursiva do subproblema
de programação quadrática (12.1.4) com as matrizes Bk sendo as Hessianas
dos Lagrangianos. Como este método é localmente rápido, é desejável que,
dado xk, a solução x̄ aportada pela resolução de (12.1.4) seja aceita como
nova iteração xk+1 e que não seja necessário apelar, neste caso, para dimi-
nuições do raio de confiança ∆. Agora, para que isso aconteça, é necessário,
pelo menos, que a função de mérito calculada em (x̄, λ̄) (solução de (12.1.4)
e multiplicador correspondente) seja menor que a mesma função em (xk, λk).
Caso contrário, a função de mérito estaria recomendando rejeitar um ponto
essencialmente bom.
Infelizmente, muitas funções de mérito têm essa desagradável propriedade,
que é denominada efeito Maratos. Ver [70]. O efeito Maratos reflete, assim,
um conflito entre o ponto de vista Cauchy, que exige diminuição de uma
função objetivo, e o ponto de vista Newton que produz convergência local
rápida. Em particular, a função de mérito Φquad sofre dessa propriedade e
inibe convergência rápida do método de Newton em circunstâncias onde ela
seria perfeitamente posśıvel.

Exerćıcio 12.17: Considerar o problema

Minimizar x2
sujeita a x21 + x22 = 1

e a função de mérito Φρ(x) = x2 + ρ|x21 + x22 − 1| para ρ suficientemente
grande de maneira que o minimizador de Φρ seja (0,−1)T . Verificar o efeito
Maratos.

Diferenciabilidade, parâmetros de penalização moderados, simplicidade e
ausência de efeito Maratos são qualidades desejáveis das funções de mérito
aplicadas a programação quadrática seqüencial. Vejamos como aparecem
(ou não) essas propriedades em outras funções sugeridas na literatura.
(a) A função de penalização com ∥ · ∥1, dada por

Φρ(x) = f(x) + ρ∥h(x)∥1

é interessante por ser exata, isto é, para um valor finito do parâmetro, seu
minimizador é a solução do problema de otimização original, como vimos no
Exerćıcio 12.17. No entanto, ela não é diferenciável e sofre do efeito Maratos.
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(b) A função de penalização exata de Fletcher

Φρ(x) = f(x)− h(x)Tλ(x) + ρ

2
∥h(x)∥22 ,

onde λ(x) = (h′(x)T )†∇f(x), não tem efeito Maratos, mas é computacio-
nalmente cara, o que a faz pouco interessante para problemas grandes.

(c) A soma de quadrados associada ao sistema não linear:

Φ(x, λ) = ∥∇f(x) + h′(x)Tλ∥22 + ∥h(x)∥22

não tem efeito Maratos, é diferenciável e simples. Porém, praticamente não
é usada porque seus minimizadores resultam tanto em minimizadores quanto
em maximizadores do problema original.

O Lagrangiano aumentado usado neste caṕıtulo é simples e diferenciável.
No entanto, a moderação nos parâmetros de penalização e o efeito Maratos
dependem da escolha dos multiplicadores λ. No momento em que escrevemos
este caṕıtulo, a teoria de convergência local do Algoritmo 12.5.1 não está
completa, mas é previśıvel que ela incluirá os seguintes resultados:
(a) Em condições adequadas de regularidade local do problema (12.1.1) (i) o
subproblema (12.1.4) coincide com (12.2.3); (ii) (12.1.4) tem solução única;
(iii) com uma boa escolha dos multiplicadores λk e das matrizes Bk os
parâmetros de penalização θk são todos maiores que um número positivo
fixo e a solução de (12.1.4) é aceita como próxima iteração xk+1.
(b) Nas condições acima, se as Bk são Hessianas dos Lagrangianos, a con-
vergência de (xk, λk) para (x∗, λ∗) é quadrática. Para escolhas quase-newtonianas
adequadas de Bk, a convergência é superlinear. Para determinadas estima-
tivas de λk a convergência é quadrática no caso Newton e superlinear no
caso quase-Newton considerando apenas a variável x.

Exerćıcio 12.18: Discutir convergência quadrática ou superlinear na variável
x e no par (x, λ). Qual é mais forte? Qual é mais desejável? Dar exemplos
mostrando quando uma não implica a outra.

Exerćıcio 12.19: Schittkowski (1981) e Gill, Murray, Saunders e Wright
(1992), entre outros, estudaram o problema (12.1.1) na forma

Minimizar f(x)
sujeita a c(x) ≤ 0

(12.9.3)

Para construir uma função de mérito, esses autores introduzem variáveis de
folga nas restrições, apenas para efetuar a busca na função de mérito

ci(x) = 0 ⇔ ci(x) + si = 0 , si ≥ 0 , i = 1, . . . , p
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e então
Φρ(x, λ, s) = f(x) + µT (c(x) + s) +

ρ

2
∥c(x) + s∥22

onde µ ∈ IRp é uma estimativa para os multiplicadores. Discutir as propri-
edades dessa função.

Exerćıcio 12.20: Existem duas estratégias para a formulação dos subpro-
blemas quadráticos num método PQS aplicado a (12.9.3). Na primeira, base-
ada em desigualdades, trabalha-se com problemas quadráticos com restrições
lineares de desigualdade, e a decisão acerca do conjunto de restrições ativas
é tomada internamente durante a resolução do problema quadrático. A se-
gunda estratégia, baseada em igualdades, consiste em fixar-se a priori quais
serão as restrições ativas e então trabalhar com subproblemas quadráticos
com restrições de igualdade. O conjunto de restrições ativas Ik ⊂ {1, . . . , p}
é atualizado a cada iteração pela análise dos multiplicadores de Lagrange do
subproblema e pelo exame dos valores ci(xk+1) para i ̸∈ Ik. É posśıvel ainda
adotar-se uma estratégia h́ıbrida, isto é, baseada em desigualdades, mas com
um “warm start” para o conjunto das restrições ativas, com o objetivo de
melhorar a eficiência do algoritmo. Fazer uma análise a priori das posśıveis
vantagens e desvantagens das duas estratégias.

12.10 Notas históricas

A primeira proposta de ummétodo de programação quadrática seqüencial foi
feita por Wilson (1963) em sua tese de doutorado, para problemas convexos.
Ele trabalhou com subproblemas quadráticos com restrições de desigualdade
e utilizou a própria matriz Hessiana do Lagrangiano no modelo quadrático.
Como estimativa para os multiplicadores, Wilson utilizou os multiplicadores
do subproblema na iteração anterior.
A abordagem de Wilson foi retomada e interpretada por Beale (1967), ori-
ginando o algoritmo SOLVER. Bard e Greenstadt (1969) reinterpretaram
SOLVER, mostrando que o algoritmo de Wilson-Beale pode ser dividido
em dois passos: primeiro fixar os multiplicadores λk e obter x(λk) mini-
mizando o Lagrangiano do subproblema e a seguir obter λk+1 e a correção
x(λk+1)− x(λk) pela maximização deste mesmo Lagrangiano. Murray ([84],
[83]) estendeu os trabalhos anteriores, incluindo aproximações quase-Newton
para a Hessiana do modelo quadrático e estimativas diferentes para os multi-
plicadores de Lagrange. Além disso, Murray também considerou a resolução
parcial do subproblema e sugeriu uma busca linear a cada iteração utilizando
a função de penalização quadrática (ver também Gill e Murray(1974), cap.8,
parte III).
Biggs (1972, 1974, 1975) propôs uma variação do método de Murray, com
subproblemas quadráticos apenas com restrições de igualdade e sugeriu esti-
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mativas especiais para os multiplicadores. Garćıa-Palomares e Mangasarian
(1976) sugeriram um método baseado em programação quadrática derivado
da aplicação de técnicas quase-Newton ao sistema não linear proveniente das
condições de otimalidade do problema original. Han (1976 e 1977) retomou
a idéia original de Wilson, trabalhando com restrições de desigualdade nos
subproblemas quadráticos, mas sugerindo atualizações quase-Newton defini-
das positivas para a matriz Hessiana do Lagrangiano. As estimativas para os
multiplicadores são tomadas como os multiplicadores da iteração anterior.
No algoritmo de Han, superlinearmente convergente sob certas hipóteses, a
função de penalização exata ℓ1 é usada pela primeira vez como função de
mérito.
Powell (1977 e 1978) propôs um algoritmo de programação quadrática seqüen-
cial semelhante ao de Han, com aproximações quase-Newton definidas positi-
vas para a Hessiana do Lagrangiano e também superlinearmente convergente
sob algumas hipóteses. Nesta linha de trabalho baseada em aproximações
quase-Newton para a matriz Hessiana do Lagrangiano destacam-se as es-
tratégias de Powell (1977), Murray e Wright (1978), Schittkowski (1980) e
Boggs, Tolle e Wang (1982). Como afirmamos em outra seção, Boggs, Tolle
e Wang obtiveram uma condição necessária e suficiente para convergência
superlinear do tipo da condição de Dennis-Moré para sistemas não lineares.
Maratos (1978) e Chamberlain (1979) descrevem algumas dificuldades decor-
rentes do uso da função de penalização exata baseada em ∥ · ∥1 como função
de mérito. Chamberlain, Lemaréchal, Pederson e Powell (1980) também
analisam alguns aspectos dessa penalização exata como função de mérito.
Uma proposta para evitar o efeito Maratos, baseada em buscas lineares não
monótonas, é feita por Panier e Tits (1991) e complementada por Bonnans,
Panier, Tits e Zhou (1992).
Murray e Wright (1980) fazem uma discussão de diferentes formulações para
o subproblema. Métodos de programação quadrática seqüencial cujo sub-
problema lida apenas com restrições de igualdade (fixando-se a priori as
restrições ativas) são tratados por Wright (1976), que introduziu o uso da
função Lagrangiano aumentado como função de mérito, e por Murray e
Wright (1978).
Cabe observar que muitos métodos para minimização de funções de pena-
lização não diferenciáveis têm a mesma forma que métodos de programação
quadrática seqüencial nos quais a direção de busca é obtida pela decom-
posição em dois passos ortogonais: um no núcleo e outro no espaço linha
do Jacobiano das restrições. Nesta classe se enquadram os métodos de Co-
leman (1979), Coleman e Conn (1980 e 1984), Fontecilla (1983) e Nocedal
e Overton (1985). Em termos de atualizações para a matriz Hessiana do
modelo quadrático, Fontecilla (1983), Colemman e Conn (1984) e Nocedal
e Overton (1985) conservaram as matrizes Bk definidas positivas apenas no
subespaço tangente às restrições. Já Celis, Dennis e Tapia (1985) traba-
lharam com métodos de região de confiança, nos quais não se precisa de
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matrizes positivas definidas como garantia para existência de solução nos
subproblemas.
Powell e Yuan (1986) trabalharam com Lagrangiano aumentado como função
de mérito, em problemas com restrições de igualdade. Os multiplicadores são
estimados por quadrados mı́nimos, sendo portanto tratados como funções
do ponto atual. Neste trabalho, Powell e Yuan provam propriedades de
convergência global e local.
Outras funções de mérito suaves foram consideradas por Dixon (1979),
Di Pillo e Grippo (1979), Schittkowski (1981), Boggs e Tolle (1984,1985),
Bartholomew-Biggs (1987) e Gill, Murray, Saunders e Wright (1992).
Os multiplicadores como variáveis adicionais, com busca linear com relação
ao vetor aumentado que contém as variáveis originais e os multiplicado-
res foram usados por Tapia (1977) no contexto de Lagrangiano aumentado
e subproblemas irrestritos. Também foi aplicada por Schittkowski (1981)
e Gill, Murray, Saunders e Wright (1992) em algoritmos de programação
quadrática seqüencial.
Em programação quadrática seqüencial, é posśıvel truncar o procedimento
iterativo para resolução do subproblema quadrático sem alterar a taxa de
convergência assintótica. Neste sentido, critérios práticos de parada são
apresentados por Dembo e Tulowitzki (1985), Fontecilla (1985, 1990) e Yabe,
Yamaki e Takahashi (1991).
Para problemas de grande porte, Nickel e Tolle (1989) propõem um algoritmo
baseado no problema dual associado ao subproblema quadrático.
Com o objetivo de contornar a possibilidade de se ter subproblemas in-
fact́ıveis, Burke (1989) propõe um método robusto e estável com proprie-
dades de convergência global. Outros trabalhos combinam idéias de pro-
gramação quadrática seqüencial, no sentido de usar resoluções aproximadas
do sistema linear newtoniano associado às condições de otimalidade com
idéias de pontos interiores para restrições de desigualdade. Ver [61], e suas
referências.
Apesar da extensa teoria desenvolvida em torno dos métodos principalmente
em aspectos relativos a convergência, pouco tem sido feito em termos de
experimentos numéricos comparativos. Isto se deve, provavelmente, à di-
versidade de detalhes próprios da implementação dos diferentes algoritmos
existentes, o que os torna pouco comparáveis. O trabalho de Shanno e
Phua (1989) é pioneiro neste sentido. Eles comparam o desempenho de um
algoritmo geral de de programação quadrática seqüencial combinando di-
ferentes escolhas da atualização secante para a matriz Hessiana do modelo
quadrático, diferentes maneiras de estimar os multiplicadores e diferentes
funções de mérito. Como conclusões, Shanno e Phua recomendam uma
variante do algoritmo básico de Boggs e Tolle (1984) e observam que as
experiências numéricas indicam a necessidade de se investir na obtenção de
melhores estimativas para os multiplicadores de Lagrange.
O algoritmo no qual nos concentramos neste caṕıtulo, essencialmente intro-
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duzido em [52], reúne várias das caracteŕısticas desejáveis em bons métodos
de programação quadrática seqüencial:

(a) O uso de regiões de confiança, que aumentam a estabilidade dos
subproblemas quando é necessário reduzir o raio.

(b) Aplicabilidade a igualdades e desigualdades, através da formulação
(12.1.1).

(c) O uso do Lagrangiano aumentado, diferenciável, simples, estável e,
provavelmente, livre do efeito Maratos.

(d) Estratégia não monótona para o parâmetro de penalização.

(e) Os subproblemas não precisam ser resolvidos exatamente, o que
viabiliza a aplicabilidade a problemas de grande porte.

(f) Embora não tenha sido destacado neste caṕıtulo, a existência de
segundas derivadas de f e h não é necessária. (Em [93] encontra-
mos exemplos de problemas importantes de otimização onde essa
caracteŕıstica é relevante.)
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de despacho de carga eléctrica mediante el método de penalización
Lagrangeana con cotas. Revista del Instituto Chileno de Investigación
Operativa, pages 80–112, 1982.



BIBLIOGRAFIA 221

[22] G. B. Dantzig. Linear Programming and Extensions. Princeton Uni-
versity Press, New Jersey, 1963.

[23] R. S. Dembo, S. C. Eisenstat, and T. Steihaug. Inexact Newton
methods. SIAM Journal on Numerical Analysis, 19:400–408, 1982.

[24] J. E. Dennis, N. Echebest, M. Guardarucci, J. M. Mart́ınez, H. D.
Scolnik, and C. Vacino. A curvilinear search using tridiagonal secant
updates for unconstrained optimization. SIAM Journal on Optimiza-
tion, 1:352–372, 1991.
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