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Este projeto constitui uma oportunidade não só de

consolidar conhecimentos recentemente adquiridos

mas também de incorporar novos conhecimentos e,

principalmente, de dar asas à sua criatividade.

O conceito de ordem de contato é introduzido e

trabalhado por meio de uma série de exerćıcios de

resultados previśıveis. Esta etapa tem por objeti-

vo que você se familiarize com este conceito, utili-

zando para tanto as ferramentas do Cálculo e do

software. Aplicações importantes deste conceito

(polinômios de Taylor e splines) são apresentadas

para ilustrar seu alcance.

Este estudo deve prepará-lo para as partes mais ri-

cas do projeto: a pesquisa do item 25 e o exerćıcio

de criação do item 26. Além de propiciar um

espaço para o exerćıcio de sua iniciativa, inde-

pendência e criatividade, os dois últimos ı́tens per-

mitem por em prática o que você aprendeu no de-

correr do projeto.

Instruções Gerais

• Os projetos serão desenvolvidos individual-

mente ou em grupos de dois alunos, em

horário extra-classe. Vocês poderão utilizar

os laboratórios de suas unidades em horários

livres e contar com os atendimentos dos auxi-

liares didáticos e tutores para tirar dúvidas e

receber as necessárias orientações.

• A apresentação do seu trabalho deverá seguir

os padrões de um trabalho cient́ıfico: Intro-

dução, Desenvolvimento, Conclusões, Tabelas

e Figuras com legendas, Referências, etc.

Definição e significado

Dizemos que as funções f(x) e g(x) têm ordem de

contato m em x = a se f(a) = g(a), f ′(a) = g′(a),

f ′′(a) = g′′(a), . . . , f (m)(a) = g(m)(a).

Em outras palavras, as funções e suas m primeiras

derivadas coincidem em x = a. Para ter uma idéia

do que isto significa,

1. (a) Faça os gráficos de f(x) = cos(2x) e

g(x) =
√

1− 4x2 no intervalo [−.5, .5].

(b) Descreva o que você vê.

(c) Calcule as derivadas de f e g em a = 0,

de ordem 0 até ordem 4.

(d) Qual a ordem de contato de f e g em 0?

2. Repita os ı́tens 1 (a)–(d) para f(x) = 1+sen x

e g(x) = (60 + 60x + 3x2 − 7x3)/(60 + 3x2),

no intervalo [−3, 3] e a = 0.

3. Repita os ı́tens 1 (a)–(d) para f(x) = cos πx e

g(x) = −1+(π2/2)(x−1)2, no intervalo [0, 2]

e a = 1.

Polinômios com ordem de contato pré-

estabelecida

4. (a) Encontre valores para a0, a1, a2, a3, e a4

de forma que o polinômio, de grau menor
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ou igual a 4, g(x) = a4x
4 +a3x

3 +a2x
2 +

a1x+a0 tenha a maior ordem de contato

posśıvel com f(x) = ex em x = 0.

(b) Faça os gráficos de f(x) e g(x) em

[−2, 2].

(c) Descreva o que você vê.

5. Repita os ı́tens 4 (a)–(c) para f(x) = sen x.

Utilize o intervalo [−π, π] para os gráficos.

6. Repita os ı́tens 4 (a)–(c) para f(x) = cos x.

Utilize o intervalo [−π, π] para os gráficos.

7. Repita os ı́tens 4 (a)–(c) para f(x) = 1/(1−
x). Utilize o intervalo [−.9, .9] para os

gráficos.

Polinômios de Taylor

Um polinômio que tem ordem de contato m com

uma função f(x) em x = a é chamado de po-

linômio de Taylor de f em a, de grau menor do

que ou igual a m. Os polinômios calculados nos

ı́tens 4–7 são precisamente os polinômios de Taylor

das respectivas funções em zero, com grau menor

do que ou igual a 4.

8. Deduza, na base do “lápis e papel” (isto é,

sem utilizar o Mathematica), a fórmula geral

do polinômio de Taylor de grau menor do que

ou igual a m de uma função f(x) genérica em

x = 0.

Dica: monte o sistema de equações que o po-

linômio deve satisfazer e obtenha fórmulas pa-

ra seus coeficientes.

9. Repita o item anterior, produzindo agora o

polinômio de Taylor de grau menor do que ou

igual a m de uma função f(x) genérica em

x = a.

Dica: adote um procedimento análogo ao do

item anterior, porém expresse seu polinômio

em potências de (x−a), ao invés de potências

de x.

10. Felizmente o Mathematica já tem pré-definido

um comando para calcular polinômios de Tay-

lor. Veja o exemplo:

Clear[f,x]; f[x_] = 1/(2+x);

Normal[Series[f[x],{x,0,4}]]

1

2
− x

4
+

x2

8
− x3

16
+

x4

32

Adapte os comandos acima para obter os po-

linômios de graus 3, 6, e 9, em zero, da função

g(x) = ex sen(3x).

11. Visualize os gráficos de g(x) e dos polinômios

calculados no item anterior simultaneamente,

no intervalo [−1, 1]. Descreva o que você vê.

12. Lembrando que tg(π/6) = 1/
√

3, temos que

6 arctg(1/
√

3) = π. Construa polinômios de

Taylor de f(x) = 6 arctg(x), em zero, pa-

ra vários graus. Avalie estes polinômios em

x = 1/
√

3 para obter estimativas da constan-

te π. Compare com o valor fornecido pelo

Mathematica, com o comando N[Pi] , e es-

tabeleça uma relação entre a precisão de sua

estimativa e o grau do polinômio utilizado.

Mudança de variável

Abaixo investigamos o efeito da mudança de va-

riável na ordem de contato de duas funções.

13. Sejam f(x) = ex e g(x) = 1 + x + x2/2. Qual

a ordem de contato de f(x) e g(x), em x = 0?

14. Sejam f(x) = ex e g(x) = 1+x+x2/2. Qual a

ordem de contato de f(x2) e g(x2), em x = 0?
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15. Sejam f(x) = ex e g(x) = 1+x+x2/2. Qual a

ordem de contato de f(x3) e g(x3), em x = 0?

16. Se f(x) e g(x) são duas funções quaisquer com

ordem de contato m em x = 0, qual a ordem

de contato de f(x2) e g(x2) em x = 0? Supo-

nha que f(x) e g(x) têm derivadas de todas

as ordens.

17. Se f(x) e g(x) são duas funções quaisquer com

ordem de contato m em x = 0, qual a ordem

de contato de f(x3) e g(x3) em x = 0? Supo-

nha que f(x) e g(x) têm derivadas de todas

as ordens.

18. Baseado nos ı́tens 16 e 17, qual seria sua con-

jectura para a ordem de contato de f(xp) e

g(xp) em x = 0, se as funções f(x) e g(x) têm

ordem de contato m em x = 0?

Planejando um trecho de estrada

Uma inundação destruiu o trecho de uma estra-

da na faixa com coordenadas (x, y) satisfazendo

0 ≤ x ≤ 2a. Sabe-se que o trecho diretamen-

te a esquerda do destrúıdo é retiĺıneo, coincidindo

com a reta y = 0. O trecho diretamente à direi-

ta é curvo, coincidindo com o gráfico da função

g(x) = (a/b) cos(x− c) + 1.5a. Sua tarefa é plane-

jar uma trajetória para o trecho que foi destrúıdo.

Tomando a = d3 + 1, b = d2 e c = d1 + 1, onde d1,

d2 e d3 são os d́ıgitos da unidade, dezena e cente-

na, respectivamente, de um R.A. da dupla, faça os

ı́tens a seguir.

19. Calcule a expressão da função f(x) que satis-

faz as condições:

(i) O trecho planejado deve coincidir com

o gráfico de um polinômio f(x) de grau

menor do que ou igual a três, para 0 ≤
x ≤ 2a.

(ii) A ordem de contato do polinômio com a

reta y = 0, em x = 0, deve ser 1.

(iii) A ordem de contato do polinômio com a

curva y = g(x), em x = 2a, deve ser 1.

Justifique seus cálculos.

20. Faça o gráfico do trecho planejado juntamente

com os existentes. Descreva o que você vê.

21. Refaça os ı́tens 19 e 20 supondo agora que

sejam exigidas junções com grau de contato 2.

Adapte o que for necessário.

O fator poĺıtico no planejamento . . .

Escolha um valor α tal que α 6= f(a), onde f(x)

é a função calculada no item 19. O manda-chuva

local é um poderoso senador e a entrada de sua

fazenda está próxima do ponto P (a, α). Como

você preza seu emprego, você vai rever o planeja-

mento do trecho a ser reconstrúıdo de modo que

ele passe por P . Para simplificar as contas, utilize

dois polinômios, f1(x) e f2(x), para os trechos

0 ≤ x ≤ a e a ≤ x ≤ 2a. Preocupações quanto à

segurança para o trânsito impõem que a ordem

de contato no ponto P seja 2. Recapitulando, seu

novo planejamento para o trecho deve contemplar:

(I) ordem de contato 1 em x = 0;

(II) ordem de contato 2 em x = a;

(III) ordem de contato 1 em x = 2a;

(IV) deve passar por (a, α).

22. Quais os graus mı́nimos que você deve admitir

para os polinômios f1 e f2, de modo que o

problema tenha uma solução assegurada?

23. Calcule expressões para os polinômios f1 e f2

que satisfaçam o novo conjunto de exigências.
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24. Faça o gráfico do novo trecho, incluindo as vi-

zinhanças pré-existentes à esquerda e à direita

de cada extremo, e indicando a localização do

ponto P . Descreva o que você vê.

Surpresa!!

Você acabou de calcular uma spline cúbica (se

tudo deu certo . . . ).

25. Faça uma pesquisa sobre splines e suas apli-

cações, em arte, em computação gráfica, em

design industrial, etc. Ao reportar sobre sua

pesquisa em fontes que não têm o enfoque

matemático, acrescente aos seus achados este

enfoque, utilizando o seu trabalho nos ı́tens

anteriores. Por outro lado, quando discorrer

sobre um texto consultado, de pendor ma-

temático, procure extrair os aspectos qualita-

tivos dos fatos, resultados, ou procedimentos

apresentados no texto, baseando-se também

no que você aprendeu com os ı́tens anterio-

res.

26. Inspirado pelo problema da estrada e por as-

pecto(s) abordado(s) em sua pesquisa, crie e

resolva um problema cuja solução envolva os

conceitos de ordem de contato e spline.
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Não se esqueça de pesquisar também na Internet!!

Bom trabalho!
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