2a. Lista de Exercicios
MA-693 Medida e Probabilidade

. Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Dado um espago de Hilbert
separdvel H, mostre que existe uma isometria X : H — L?(Q) tal que
X (h) é uma varidvel aleatéria gaussiana. Note que neste caso, X pode ser
visto como um processo estocdstico indexado no espago H.

. A partir da questao anterior, mostre que existe um processo estocdstico
(Bt) que tem incrementos gaussianos (B; — Bs) ~ N(0,t —s) parat > s e
independentes. Conclua, usando o Critério de Kolmogorov que existe um
processo continuo satisfazendo as condigbes sobre os incrementos acima
(i.e. existe movimento Browniano).

. Construa o movimento browniano a partir das probabilidades de transigao,
isto é, como um processo de Markov. Defina essas probabilidades de
transi¢ao, medida inicial, probabilidade nos cilindros de dimensao finita,
condicao de consisténcia. Conclua, usando o Critério de Kolmogorov que
existe um processo continuo satisfazendo as condicoes sobre os incrementos
como na questéo acima (i.e. existe movimento Browniano).

. Verifique que se T for um tempo de parada em relagao a uma filtragao
Fi entao Fr = {A € Fo : A({T < t} € F; paratodot > 0} é uma
o—algebra.

. Defina processo progressivamente mensuravel. Verifique que se um pro-
cesso (X); for progressivamente mensuravel entdo a varidvel aleatéria Xp
é Fr mensuravel.

. Use uma das versoes do teorema de ”parada opcional”’para mostrar que
se (X); for um processo Fy-adaptado e continuo entdo X é martingale se
e somente se para todo tempo de parada limitado T', X7 € L! e £[Xr| =
E[Xp]. Conclua que se X for um martingale entdo o processo parado
(XT); = X7p; também é um martingale.

. Defina variacao quadratica de um processo estocastico. Mostre que a
variagao quadratica do movimento browniano é dado pelo processo deter-
ministico.

. Mostre que se um martingale tem variagao limitada entao ele é um pro-
cesso constante quase sempre.



