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Sejam A e B subconjuntos ndo vazios e limitados de R. Suponha que a
seguinte propriedade ¢ satisfeita: Vz € 4,3y € B,y < z. Mostre que
inf B < inf A.

. Sejam A, B subconjuntos nao vazios e limitados de R. Suponha que a

seguinte propriedade ¢ satisfeita: Vz € 4,3y € B,z < y. Mostre que
sup B > sup A.

. Mostre que toda sequéncia convergente ¢ limitada.
. Escreva com detalhes a negaggo de limy o0 2, = =.

. Sejam z,, uma sequéncia tal que lim, ...z, = z. Prove que a nova

sequéncia y, definida por y, = Z9p 9 verifica que limp_,o0 Y = 2.

. Prove que toda equéncia monétona limitada é convergente.

. Seja (x,) uma sequéncia tal que lim,_,o z, = 2 > 0. Prove que

a) Existe M € N tal que 2z > 0 para todo k > M.
b) Para todo @ < z existe M € N tal que z; > a para todo k > M.

. Seja (2,,) uma sequéncia. Definimos a sequéncia y, = "ﬂ_*';gf_l Prove que

se existe limp,_, o Zp, = T entdo lim,_,o ¥, = z. Pode {(yn) ser convergente,
mas que (2,) nao o seja?.

Sejam z,, e y, sequéncias tais que im, ooz, =T € lim, .o ¥n = y. Prove
que

a) limg oo |zn| = |2].

b) limpoo(zn +¥n) =z + 9.

c) limp o0 Zayn = zy.

d)Sey;éOentéolimn_,oof:::f.

Prove que:

3
=z

Em n"—2n8% 4503 —2m2 4 n—1
nsoc 5m'—8n3—-3n2—9n—1

Sejam (2, ) e (yn) sequéncias tais que lim,, o 2, = z e lim,_,, (Zn—un) =
0. Prove que lim,, oo ¥n = =.
Sejam (z,,) e (yn) sequéncias tais que lim, oz, = 0 e (yn) é limitada.

Prove que
lim z,y, =0.
n—oo

Sejam z, e y, sequéncias tais que z, < y, para todo n € N. Prove se
existem limy,_,o0 Zn, =z € limy, 00 yn = y, entéo z < y.
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Para uma sequéncia z,, limitada, considere as seguintes notacdes: (i) para
cada n € N, A, = {2 : m > n}; (ii) in = inf A,, 5, = sup A,. Mostre
que as sequéncias i, e s, 530 limitadas, i, é crescente e s, cresecente.
Mostre também que para todo mm,n€ N, vale i, < s,,. Conclua que
existem os limites i = limi, e s = lims,. Mostre que i < s. (Por
defini¢do liminf 2, =i e limsupz, = 38.)

Com as notagdes do exercicio anterior, sejam também I = {i, : n € N},

S = {s, : n € N}. Descreva Ay, in, 85, I e S, para cada uma das
sequéncias z, abaixo:

(a) 2o = -:-;; (b) zn. = { ;;152:::;5;;& () zn . (=)™ (@)

o = 1+n
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Seja z, uma sequéncia limitada (superiormente e inferiormente) e con-
sidere a sequéncia y, = —z,. Mostre que limsupy, = —liminfz, e
liminfy, = —limsupz,. (Sugestdo: use as defini¢Ges e a propriedade

sup (—A) = — inf A, para um conjunto A).

Seja. z, uma sequéncia limitada em R. Mostre que se toda subsequéncia
Tn, de z, tem limite entdo a sequéncia converge, isto é, Ilimz,. (Sug-
estdo: suponha por absurdo que z,, tem mais de um ponto de acumulagao
e construa uma subsequéncia que nao tem limite).

Mostre que se uma sequéncia z, em R nao é limitada entdo existe uma
subsequéncia z,, de z, que nao converge.

Seja z, uma sequéncia em R. Use os dois exercios anteriores para mostrar
(sem a hipétese de que z,, € limitada) que se toda subsequéncia z,,, de 2,
converge entéo z, também converge.

Dé, se possivel, exemplo (s) para as seguintes situagSes:

(a) Uma sequéncia limitada z,, tal que seu limite superior é diferente do
supremo do conjunto de seus termos, isto é, limsupz, # sup{z, :
n € N}.

(b) O mesmo que o anterior, com liminf no lugar de limsup e inf{z, :
n € N} no lugar de sup{z, : n € N}.

(c) Uma sequéncia limitada z, tal que sup{z, : n € N} ndo é ponto de
acumulagdo da sequéncia.

(d) Uma sequéncia limitada z, tal que limsup z,, = liminf z,,.

(e) Sequéncias z, € y, em R tal que Vn € N, z, # y, e limsupz, =
lim sup ¢, e liminf z, = liminfy,,.

(f) Uma sequéncia z,, que nao ¢ limitada, mas que tenha ponto de acu-
mulagao.



