Solucao da P2

1. Dados Y € X C R conjuntos, a € Y/ C X’ real, e f : X — R, prove que
lim f(z) = L implica lim f|Y(x) = L. Vale a volta?
Tr—a r—a
Solugao: Pela definigdo de limite; lim f(z) = L < Ve > 0,36 > 0
r—a

com 0 < |z —a|l <d,ze X = |f(x) - L <e ComoY C X, temos
Ve >0,30 >0com 0 < |z —a| <,z eY = |f(zx)— L| <e, ou seja,
lim f’Y(x):L.

Tr—ra

1, z€Q
0, z¢Q
R mas, por outro lado, lim g‘Q(x) =1, Va eR.

Tr—ra

Agora para a volta: é falsa. Tome g(x) = . Temos A lim g(z), Va €
r—ra

2. Uma sequéncia de reais (a, )nen € dita %—comum se ¥a, = % para infinitos
n € N distintos.
oo
a) Dado L € R, encontre uma sequéncia (a,)nen 3-comum com Y. a; = L.
i=1

oo
b) Existe alguma sequéncia (a,)nen %—comum com Y a; divergindo?
i=1

Solugao: a) Tome a1 = L; e ag, = (%)2”, Gont1 = f(%)Q”. Ou seja,
L, i _Tl, 1—16, I—é, ... Outras solugbes sao possiveis.
b) Tome az, = (3)?", azn41 = 100. Ou seja, 100, 1,100, & .... Outras

solugoes sao possiveis.
3. Dada uma sequéncia (a, )nen de inteiros positivos, construa uma sequéncia
n
(bn)nen, que é definida como b, = a1 - az... an, = [] a;.
i=1

a) Se existe no maximo uma quantidade finita de n com a,, = 1, prove

o0
1
que 221 3. converge.
1=

b) Existe alguma sequéncia de inteiros positivos (an)nen, com infinitos

o0
termos iguais a 1, tal que > % converge?

=1
~ . 1/by, . C
Solugao: a) Temos lim sup % = limsup - L < % pois ha apenas um
n—00 " n—oo < ntl



o0

numero finito de a; = 1 e a partir disso a; > 2. Assim, Y bi converge
=1

pelo teste da razao.

b) Temos que para a sequéncia as,, = 1, as,+1 = 2 a sequéncia (b, ) associ-
o0

ada é 2,2,4,4,8 8. .. cuja soma dos inversos é igual a 2+ > Qi =2-1=2.
i=1

(Ela também converge pelo teste da raiz, pois o limite da raiz é v/2/2.)

Observagao: Existem sequéncias (a,,) com séries associadas que convergem

e para as quais lim /a,, = 1, ou seja, para as quais o teste da raiz também
é inconclusivo.

. Sendo X o fecho de X e X¢ o complementar de X em R,
a) Prove que para todo conjunto X C R, vale que (X)¢ C X¢.

b) Suponha que para algum conjunto 7" C R valha (T)¢ = T¢. Prove que
se tem T =0 ou T =R. (Dica: vocé pode usar a conexidade de R)

Solugao: a) Temos A C A,YA C R entdo (X)° C X°C X¢. (AC B«
BeC A°)

b) Como (T)¢ = T¢, temos que T¢ e (T)¢ sdo ambos fechados e abertos,
como complementares de fechados. Também o é T pois seu complementar
é fechado e aberto. Assim R = T U (T)¢ é uma cisdo de R logo, pela
conexidade de R temos T = () e acabou, ou T = R com o que T =0 =

Tce=0=T°=0=T=R.

. Seja X C R um conjunto, a € X/, reale f : X — R uma fungdo. Suponha
que f é mondtona crescente, e que é limitada. Prove que existe lim+ fx).
r—ra

Solugao: Seja A = {f(x)|z > a} C Im(f). Como Im(f) é um conjunto
limitado, existe inf A = s. Afirmamos que lirn+ f(x) = s; de fato, dado
r—ra

e > 0, s+ € ndo é cota inferior de A e portanto 3b > a, f(b) < s + .
Da monotonicidade de f, segue Va < = < b, s < f(z) < s+ &, ou seja,
|f(z) —s|] < e, Vo com |x —a|] < |b—a|. Tome portanto d =b—a >0e
conclua pela definigao de limite.



