MT403, Anélise Numérica I,
Segundo Semestre de 2019, UNICAMP

Lista de Exercicios 2

Entrega dos exercicios/programa marcados com (*) até Tercga Feira 26/11/2019.

(1) (*) (PROGRAMA) Considere o seguinte problema diferencial hiperbdlico com condigdes

iniciais:

ou? 2 ou?

el = 922 ,—l<z <l

u(z,0) = sin(mz)
Deseja se encontrar a solugdo numérica deste problema no espago [—1,1] e no intervalo
de tempo [0, 10].
e Verificar se trata-se de um problema hiperbdlico

e Escreva um programa para resolver este problema, usando uma malha uniforme de
espagamento h, e com passo constante k no tempo e um método estavel e convergente
que use diferencas finitas.

e Toma cuidado com as condigoes a fronteira. Caso o problema falta de condigoes
adicione aqueles que necessita.

e Motive a escolha do método implementado, e diga de que ordem no tempo e no
espaco é o método usado para aproximar u(x,t).

e Desenha o grafico da solucao encontrada nos tempos 2.5, 5, 7.5 e 10.

e E’ possivel determinar um método de ordem superior no tempo e no espaco, respeito
aquele usado no programa? Motive a sua resposta.



Exercicios

(2) Definir quando (e se) os seguintes problemas diferenciais podem ser chamados stiff e dar
um exemplo de f,F' A para que o problema seja Stiff:

{ w(t) = f(u(t)) . { u'(t) = du(t))

u(to) = Up u(to) = Up

{ U't) = F(U®), Ut) R { U'(t) = AU(#))
Ul(ty) = Uy ’ Ul(ty) = Uy

(3) Que tipo de métodos sao utilizaveis para ter uma aproximacao de alta ordem nos pro-
blemas Stiff. Classifique estes métodos (classe de métodos, explicidade ou menos dos
métodos, ordem de convergéncia) e dar exemplos gréficos onde um método pode ser
preferivel de outro.

(4) Definir a Estabilidade de Lax-Richtmyer para problemas Parabdlicos e verificar quando
os métodos FTCS, Backward Euler, Crank-Nicolson sao Lax-Richtmyer estaveis nos casos
seguintes, use a estratégia dos métodos das Linhas

U = QUgg,com o € Rz € [—1,1]
(to) = uo
(—1,¢) = u(l,?)

® Uy = Uy, + sin(z) com as mesmas condigoes iniciais e de contorno do primeiro item

U
U
® U; = Uz, + U; com as mesmas condigoes
® U = Uy, + u com as mesmas condicoes

(5) Analisar a estabilidade dos problemas e métodos do item anterior com Von-Neumann.

(6) Classificar os problemas parabdlicos elipticos e hiperbélicos de equagdes diferenciais em
duas dimensoes (z,y) ou (z,t) se for o caso. Dar um exemplo de problemas em cada
caso.

(7) Provar que o método FTCS para o problema

{ us + augy = 0,t >t (Fx0.0a)

u(to) =n

nao é estavel, exceito quando k = 0(h?) (Lax-Richtmeyer estavel), e que em vez BTCS é
estavel se k = O(h)

(8) Determine os erros de truncamento dos métodos Lax-Wendroff, Lax-Friedrichs, Leap-
Frog, FTCS, Upwind.

(9) Determine o lugar geométrico onde estao presentes os autovalores da matriz kA, obtida
usando o métodos das linhas para resolver u; + au, com Lax-Wendroff, Lax-Friedrichs,
Leap-Frog, FTCS, Upwind (com a > 0), Upwind (com a < 0).



(10)

(16)

(17)

Porque FTCS e Leap-Frog nao sdo muitos utilizados no resolver problemas hiperbdlicos
do tipo.

{ U'(t) + AU, (t) =0,  U(t) € R
Ulto) = Up

Observando a regiao de estabilidade de Forward Euler porque podemos dizer que FTCS é
convergente mas é incondicionalmente instdvel absolutamente para o problema (Ex0.0a)?

Determine a condicao de estabilidade para os métodos Upwind e Beam-Warming aplicado
a equagao de adveccao u; + auy, = 0.

Determine a condi¢ao de estabilidade para os métodos Upwind aplicado a equacao hi-
perbodlica u; + au, = 3.

Define a condi¢ao CFL para problemas hiperbdlicos escalares e vetoriais (sistemas hi-
perbélicos)

Determine as carateristicas do problema hiperbdlico
{ Upt = AUy
u(z,0) = n(z)

Defina a dissipacao e a dispersao de uma onda, usando a sua expansao em Serie de
Fourier.

Usando a andlise de Von-Neumann desenhar o fator de amplificacao G em funcao do
numero da onda considerado dos métodos Upwind, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, FTCS
para resolver a equagao de advecgao us +au, = 0. Determine e desenha também o erro de
fase ®/®, Em cada caso dizer quando o método ¢ dissipativo, instével, e dispersivo com
leading phase error (frequéncias maiores tem velocidade maior) ou com lagging phase
error (frequéncias maiores tem velocidade menor).



